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Vorwort. 


Dieses Buch ist aus meinen Vorlesungen ilber 
physik an der hiesigen Universitat entstanden un 
halt und Umfang betrifft, insbesondere den Bediii 
Studierenden der Medizin, die die Mebrzabl meir 
bildeten, angepaBt;’ was dariiber hinausgeht, ist dun 
Druck von dem ubrigen unterschieden. 

Icb babe angenommen, da6 der Leser experim 
lesungen hort und, wenn moglich, sich an praktiscb 
beteiligt. Daber riibrt es, daU icb der Bescbr 
Instrumenten und Beobacbtungsmetboden nur wenij 
geraumt babe. Aucb babe icb die bistoriscbe Entv 
Physik und die praktiscben Anwendungen fast ni 
sichtigt; icb unterlieB das in der Voraussetzung 
Gelegenheit babe, sicb bieruber in irgend eine 
Werke, das als Nacbscblagebucb benutzt wird, . 
verscbaffen. 

Neues bietet das Bucb wobl kaum. Indes diirf 
Kapiteln die Darstellung von der in anderen ] 
abnlicber Art befolgten binreichend abweicben, um, 
deren in Deutschland viele vortrefflicbe gibt, das 
einer Ubersetzung zu recbtfertigen. 

Fiir die groBe auf diese verwendete Sorgfalt 
Herrn Prof. Siebert meinen berzlicbsten Dank a 

Leiden, Dezember 1905. 
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■ ■ ■ 


Inlialt. 


Mathematische Einleitung 

Erstes Kapitel. Bewegung iind Krafte 

Zweites Kapitel. Arbeit und Energie 

Drittes Kapitel. Peste Kdrper von unveranderlicher Form . . 
Viertes Kapitel. Gleichgewicht und Bewegung von Pliissigkeiten 

und Gasen ' 

Piinftes Kapitel. Eigenschaften der Gase 

Sechstes Kapitel. Thermodynamische Betrachtungen . . . . 

Siebentes Kapitel- Eigenschaften fester Korper 

Achtes Kapitel. Eigenschaften von Pliissigkeiten und Dampfen 
Sach- und Namenregister 


Matlieinatisclie Einlcituiig. 


§ 1. Zusammenfassung der Ergebnisse von Messi 
eine Tabelle. Bevor wir mit dem Gegenstande dies* 
buches beginnen, wollen wir einige haufig vorkommend. 
matische Betrachtungen und Methoden besprechen. W 
dabei von einem einfaclien Beispiel aus. 

Wenn der Warmegrad oder die Teniperatur eines 
erhdbt oder erniedrigt wird, so erleidet auch der Eax 
or eimmmnt, eine Anderimg. Wenn man diese Erse 
nntorsuchen will, so inuB man zunachst ermitteln, ob 
- Versuchen, bei denen die Temperatur dieselbe ist, a 
(las Volum gleicligroBo Werte gefunden warden. Dies i 
lich der Fall und die Ergebnisse der bei verschiedenen 
raturen ausgefQhrton Mesaungen kbnnen nun zu einer £ 
Kolumnen bestehenden Tabelle zusammengestellt were 
die erate Kolumne worden die Temperaturen, bei den 
beobachtot bat, eingetragen, und hinter jeder Temperati 
das zugohdrige Volum. 

Auf diese Weise bat man fttr das Wasser die f 
Tabelle bekommen: 

Volum Temporator Volum 
^ 11)2 1,000261 

0,»0‘)<)78 12, T 1,000852 

0,90fli)28 15,0 1,000706 

0,900885 17,4 1,001057 


'’rernperatur 

0 

0,9 

2,1 

5.2 

7.2 
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Mathematische Emlcituiig. 


§ 2. Konstante nnd veranderliche GroBe 
GroBen, die, wie hier die Tem])eratur nnd d 
scliiedene Werte annehmen konnen, werden mrii 
genannt. Den Gegensatz bilden die unvmmder 
stanten GroBen^ wie z. B. das Verhaltnis des Krc 
Durchmesser, oder das Gewiclit, welclies ein 1 
bestimmten Stelle der Erdoberflaclie besitzt. 

Um ausziidrucken, daB jeder Toin|)era.tur 
Volum entspricht nnd daB sich dieses mit < 
andert, sagt man, daB das Volum von der Ter 
Oder daB es eine Funktiori derselben ist. Die 1 
die imahhdngig verdndcrUcJiVj das Volum die al 
liehe GroBe genannt, 

Dieselben Bezeichnungen werden in alien I 
gebraucht. 

So ist die Zeit, in welcher ein Pendel c 
inacht, eine Funktion der Lange des Pendels 
eines Inters wasserbaltigen Alkobols ist eine 
Verhaltnisses der in ihm entbaltenen Menge 
Wasscr. Kbenso kann man den Logaritbmua 
Funktion dieser Zalil selbat und den Sinus ein 
Funktion des Winkels nennen. 

Eine Funktion ist hekannt^ wenn man wcnl 
sic fur jeden beliebigen Wei’t der inuiblulni 
liclum annimmt. 

Jede bekannte Funktion kann dundi eii 
gestellt werden. Die Ta1)ello des vorigen I.^a,ra 
die Logarithmen- und die Sinustafeln konneii nh 

§ 8. Algebraische Darstellung einer Fun 
cine vcranderliche (JroBe ist, so ist jenler al 
goniometrische Ausdruc‘.k, in welchein x vorkom 

— 4x + (), sin X, tg {ax 4- h), eine 

Mat man die Werte eincn* Funktion durcl 
mittelt und zu oirun* Taladle zusanunengestellt., 
zu vei'suchcn, ol) sicdi die Funktion (lurch eiiu 
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§ 3 ] 

wir uns auf das Temperaturintervall von 7,2 bis 
schranken. 

Der gesuclite Ausdruck wurde am einfaclistei 
wenn die Ausdehnung des Wassers fiir anfeinandei 
gleiche Temperaturintervalle gleicli groli ware. Da d; 
Volumvermelirmig durch Erwarmung von 7,2^ bis IS 
0,001466 ist, so muBte dann die Ausdehnung flir jc 

0,0014()() _ 0,0001222 

sein. Bezeiclmet man nun eine beliebige Temperatu 
7,2^ und 19,2^^ mit t mid das zugehorige Volum init 
?? = 0,999953 4- 0,0001222 ~ 7,2) , 

sein. Das erste Glied dieses Ausdruckes stellt nil 
Volum bei 7,2^ und das letzte G-lied die Ausdehm 
Brwilrmung von 7,2^^ auf dar. 

Durch Entwickelung erliillt man 

v; = 0,9990732 + 0,0001222 i . . . 

Da diese Formel mis einer AnnaJmie. abgeleitct 
man noch untersiichen, ob sio wirldich die Ergel 
Beobachtimg darstcllt. Zu dicseni Zwcckc setzt m 
Gleichung nacheinander /==9,1; 11,2; 12,7; 15,0; 
vergleicht die Werte, die man fOr v erliillt, mit d 
mentell bestimmten. Die Ergebnisse sind in der 
Tabelle in cinor Weise zusammengeatellt, die keine: 


Erllluterung licdarf. 

Temperatur 

boobaclitet 

Volum 

berciclinet 

Untcsrecl: 
l)eo1). — 

7,2 

0,99905b 

(),99995B 

0 

0,1 

1,000081 

1,000185 

-104 

tl,2 

1,000251 

1 ,000442 

-191 

12,7 

1 ,000952 

1,000025 

-278 

15,0 

1,000700 

l,()()0fK)0 

-200 

17,4 

1,001057 

1,001199 

-142 

19,2 

1,001419 

1,001419 

0 

Die einfache Formel (i\ stellt also offenbar 

die Beol 
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Annahme ausgeht, kann man namlich aus je zwei aufe 
folgenden Beobachtungen die Volnmvermehrung pro Grad 
raturerhobnng ableiten. Die auf diese Weise gefandenen 
miiBten einander gleich sein, wenn die Annahme richti 
In Wirklichkeit findet man jedoch, daB die Zahlen 
groBer werden. Ftir das Temperaturintervall von 7,2® 
findet man die Zahl 0,00009, fiir das Temperaturinter\ 
17,4® bis 19,2® dagegen die Zahl 0,00020. 

Hiermit steht im Zusammenhang, daB die vermitt( 
Formel (1) berechneten Werte samtlich zu groB sind. 
man z. B. die Gleichnng anf die Temperatur 13,2®, da 
der beiden anBersten Temperaturen 7,2® und 19,2® an, s 
man fiir das Volum einen Wert, der ebenfalls das Mil 
Werte ist, die es bei 7,2® und 19,2® hat. In Wirk 
nimmt aber das Volum von 7,2® bis 13,2® weniger zu 
13,2® bis 19,2®. Es liegt daher bei 13,2® noch unt 
Mittel zwischen 0,999953 und 1,001419. 

§ 4. Wir woUen nun untersuchen, ob eine G1 
von komplizierterer Form ein besseres Resultat liefert 
Formel (1). Setzt man 

V = d b t G 

SO kann man die Koeffizienten a, b und c so bestimmi 
das Volum fiir dr&i Temperaturen die durch Messu 
fundenen Werte annimmt Soil dies z. B. fiir 7,2®, 12^ 
19,2® der Fall sein, so muB den Gleichungen 

a + 7,2 6 + ( 7,2)2 ^ 0,999953, 
a + 12,7 b + (12,7)2 c = 1,000352, 
a + 19,2 b + (19,2)2 = 1,001419 
geniigt werden, d. h. es muB sein 

a = 1,0001286; 5 = - 0,00007935; c = 0,000007 

Vergleichen wir nun wieder die vermittelst der : 
d. h. die vermittelst der Gleichnng 

« = 1 n nnnoTOQKj: r a AAAAArr/^ori ,9. 


§ 4 1 MatiimuatiHche Kiuleitung. 


Tianpiinitur 

luiobat’litet 

Volum 

btaeehnet 

UntarHchied 
beub. — hnr. 

7,2 

(K9999oU 

t),99995B 

0 

0,1 

I,(KK)0Hl 

1,000059 

.[,42 

1 1,2 

1,000251 

1,000197 

+ 54 

12,7 

1,000552 

1,000852 

0 

ir^o 

1,000700 

1,000050 

+ 50 

17,4 

1,001057 

1,001059 


19,2 

1,001419 

1,00 MI 9 

0 


Die lIheminBtiiumu!i|:( mit (Uui lifobachiuii^en isb wi(. 
sieht, hoi d(vr Fonuel (2) t*rlu‘l)Uch licsner aln Ikh (1), ui 
wlinle tHK'h iK'Hser weun man mu* ( »l<a(’.liung voa tlia* 

r :v.:.4 (I h i n t" d , 

alno eiue (Ttleiehimg mit vita* koii.stanteu (JrbBen iKHUit'/t 
Dit'B lit‘gt in tier Natur dt*r HhcIh*. Dmni mifc tlta* Font 
ktHuiUai wir vtai xfrei, lait <l(*r k\)rnu^l (2) von drei tbai 
tungtni dan KrgtdniiH gtaiau wi«Ml(‘rg<*lHai, uinl dit^a kinun' 
iiiHuta* init fhouHttvit*! iioobanhtungtai aln in tlta* Fornu^I 
Hiantt^ (irrdUni vorktnninnn, ho daB man tlurcli hinrnid 
Vt*nm‘lirting dta* Air/.ahl dm* das ICrgeshnin vo 

liidng vitdmi Massungon gtman da.rsit‘!lt!n kann. hh ini 
ninht m vt*rwuiulnna dalS- nun aiudi ftir /.winchtinlio 
Mt'HHungnu dit^ KrgoUniHHO, wtdnhn din Foritnvl gibi, vm 
KrgtdmiHHou dor Bt*oliatditung uin ho wnnigor iilwaiolui 
grtiBnr tlit* An/, aid tier lvtumtant4m winL 

Wir liabnu olH*n fllr die Btmtiinmung dm* KouHtaiit 
dor bormol (2) drui Bindmtditungen willklirlioh gnwilldb^ 
lioli ilia bid don ^rniiiiKiraturnn 7,2 ^ umi lb,2‘’i 

liaban dafllr goiorgfc, dab 4b'* .Fornnd mifc don blrgtdn 
difMfir Bacdmahtungon gtnniti ilbmadimtiinint. K« gibt J 
matlnnnafciHoln' HilfHmifcttd, durnli wnltdin man din Konffi^j 
Hti !n‘stimnn»n kann, dab din UlmroinHiiniinuiig Mr «Hm 
BnohjitdriungHn ao gut atn win!, wcinti iiutdi vied 

der iilgidiraiHidn*. AuHtlnndt Mr koinon mmigmi Wort dci 
abbaiigigon Vorllndorliohon mit don Krgtibni«Hiin dcir Mo 
vcdlkofnmoii tllamniiHtimint Duroh dioiit! HilfHinifcttd, tii 


6 


Matluiiuatiscliu Kuili-ittiiis;. 


0® als Einheit gewahlt wunle, hat luuii n ^ 
hat man b, c und d so hestimiut, dah t\if dio nm! 
raturen die Unterschiede zwisf.lien den lu-nhuriitel 
berechneten Werten, im gan/am fj'-tunuinfu. so kl< 
lich werden. Die betrcfVeiide Koniud ist 

,y _ 1 _ odHIOlKiU),') t + lidHMHKtTT 1'' / 

- U,(K)UU0(H>d7:!<'‘ 

Inwieweit aie die Beohaehtungon darstellt, ergii't 
folgenden Tabelle. 


Temperatur 

bcobachtet 

Voluiu 

0,9 

0,99997S 

0,9999a i 

2,1 

0,99992:1 

0,99*990a 

5,2 

0,999HS-. 

0.t»99Bhr» 

7,2 

0,99995:1 

<1,999947 

9,1 

l,Ot)OOHt 

1,000055 

11,2 

1,000251 

1,000292 

12,7 

1,000:152 

l,00099H 

15,0 

1,000700 

1,CHHI095 

17,4 

1,001057 

1,00107H 

19,2 

1,001419 

1,001409 


§ 5 . Empirische und theoretische Formula, 
die Gleiclmngen ( 2 ) und ( 4 ), die keiiieu aiuieri*ii ! 
als die Eirgebnisso dcr Beebachtuugen Ht* Rtit 
wiederzugeben, werden empiriHv/m Bornicilii geiiiiii 
fiir verscliiedene Erschoinungen in Bcdir vcitiidniiiifl 
den Formen aufgestellt worden. Farniehi diigegeii 
Einsicht in das Wesen der ErBelieiiuingmi itinl 
welche sie beherrscbeiij also auf.einor fhewB lie 
tJieoreHsohe Formeln. Die Gleiclmiig (4| wlirde 
Pormel sein, wenn man wllBtei was iiii Wawi 
Temperaturerlibhung verindert wird, uni weiin 
ableiten konnte, dali in dem Ausdruek ftlr tins 
einem konstanten Toil (jlieder mit dar ersten, tb 
der dritten Potenz von t vorkommon mriHseii. 

Es kann vorkommeiij daB nine Forintd, die 
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MHtiuMiiatLsc'iie Einlt‘ituiig. 


§ t»l 

(lit* ihr(‘ n)en*instimniung niit (ion BeoiKirlituiigeu iiur 
Air/.ahl tior koiistanten (trr)ii(n]i, ciie eiUlialteu 
vmiaiiktai hahtai, ist es niclit wahrH(*heiiilich, daB siu cinou 
tlHHHHdiHrln* k'ormola iUua'gehan. komava vielleiclit, m' 
wir dii‘. Kracltuimiag ht^nner varnttdaai, (lurch ciiu^ viel ciufat* 
thiHU*i‘tiHclu* Konuol you I'aiiz aiulcrcr Form ersetzt wcr 
Schr himpliziortt^ (ihachun^cn liesitzt^n ubrigeiia aucli als m 
rindiv. Fonuclu nur wctiig o(h‘r |i:ar laaucn VVcfrt tlimu man h 
(lie (iroBi^ <l(‘r al>hiui;4i^(‘n Vcrantl(‘rli(‘JHm chcuHo^^^ul a.us t* 
Taht'llo als aiis t.‘iina* (ha'artigtai UltacJma^ t*nin(‘liiin*ii. 

Siuvohl cine t‘inpirisclu‘ als auch t*in(' tlHS)r(diHclm 
zicliuuK kaun iihri^ims ihriai NuUeu lialam, oh^laic^h si(^ 
(iou lUMihachtuuKcn uicht ganz ulHamiuHtimiut Ki’ir (U 
ZwtH'ko kaun beriuts tunc rcdio DarHtclhin^ <lcr Krgtd)i 
tier Xb'Hsungmi g(mrig«m. llnd wonu cinc^ iluHn’idischtt F(»! 
khhnc Abw«h(*huugen von dcr Wirklichktdt /.cigt, so idlgt da 
ii(H*h uit*ht, daB tlio I'lnsirit*, aus w(d(‘hcr sic abgcliUt(d. I 
\rrwcrlcu \v«*rdt‘n iiiuB. Ms kann scin, da.B die dlusiric iu 
llaup!-^.a,cln* ist mnl daB man nur !Mir/,(dliiHion 

uut(a’gi*ordm*tor Hcdcutung unl-MaiicksicJitigi gidasHc-u hat 

§ Vk lutarpoUamu Znw(dl(ni wilnscbi miin (dne 
viniimb‘iii(dic Ur*’(Bt^ fUr ciuen \Vtal. dor unahhiiugigmi 
a!tdcrli(‘hcn /,n k^munn, d(*r hoi don MosHiingon uicht 
gokoiuiuon isi, abor zwischmi don Wortoii liogt, dio dnroh 
ohiichinugou ornditolt wnrdon siiid. IHos is| foiclii, ho 
otiio gooignoto oiu|»iriHcljo Formol aufgOHtollt; ist; mait hat t 
tiiir in dioHo m subHiituioroii. So gibi It dit.* Formol (4 


folgciidoii Zfihton:'" 
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Mathematisclie Einleitung. 


[§ 

Es verdient hervorgehoben zu werden, da6 eine empiriscl 
Funktion, die die Beobachtungen ftir die innerhalb eines g 
wissen Intervalles liegenden Werte der unabhangigen Ve 
anderliclLen gut wiedergibt, keineswegs die Funktion auch fi 
Werte gut darzuatellen braucht, die auBerhalb dieses Interval! 
liegen. Wir baben uns z.B. bei der Ableitung der Gleicbung ( 
auf Temperaturen zwiscben 7,2® und 19,2® rbeschrankt, und 
ist durchaus nicht sicber, daB die Gleicbung aucb fiir t = > 
Oder t = 30® das ricbtige Volum liefert. So ergibt sicb fi 
i = 0 aus der Formel v = 1,000129, wabrend docb v = 
sein muB. 

Man kann aucb interpolieren, obne von einer empiriscb( 
Formel Gebraucb zu macben, namlicb dadurcb, daB man dire 
von eirer Tabelle ausgebt. Beim Arbeiten mit einer Logaritbme 
tafel z. B. befolgt man eine bekannte Regel, die darauf berul 
daB man bei Meinen Anderungen der miteinander zusamme 
bangenden GroBen die Zunabme der einen als der Zunabr 
der anderen proportional anseben kann. ^ 

Will man auf diese Weise aus der Tabelle in § 1 d 
Volum des Wassers bei 10® ableiten, so kann man in folge 
der Weise scblieBen, Steigt die Temperatur von 9,1® bis 11,2 
also um 2,1®, so nimmt das Volum um 0,000170 zu; wei 
daber die Temperatur die kleinere Anderung von 9,1® bis 1( 
also eine Zunabme von 0,9® erleidet, so nimmt das Volu 
zu um 

o,o oo i TO x _o ,9 ^ 0,000073. 

2,1 

Folglicb ist das gesucbte Volum 

1,000081 + 0,000073 = 1,000154. 

Dies Resultat ist verscbieden von demjenigen, welct 
wir oben aus der Formel (4) abgeleifet baben, und von d 
beiden Werten ist der letztere, d. b. 1,000124 vorzuzieben. I 
Berecbnung, welcbe wir jetzt ausgefiibrt baben, berubt namli 
auf der Annabme, daB sicb das Wasser bei gleicben Temj 
raturerbobungen jedesmal um gleicbviel ausdebnt, eine A 
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§ 

Ergehiiinne dor hoide.ii Beobachtimgen, zwischen denen inte 
polit^rt werdon luuU, durch oine Gleicliung von der Form]|l) d£ 
stollt und in diesc die Worte dor unabhangigen V erilnderlich 
oiiLsotzt, fUr welclio man die Funktion zu kennen wilnscl 
Man kann auch aagon, daB man in § 8 in derselben Wei 
zwinchon und / — 19 , 2 ^ intorpoliert hat wie soeb 

zwinchon t = 9 , 1 *’ und t — 11,2*’. 

DaB wir auch jetzt oin zii groBea Resiiltat bekainen, ka 
una uach doni i!i § 8 (Tlt‘Ha.gtcn uicht wundorn. Ferner m 
man an dtui gid'umhmon Zablon, daB die angegebene Art i 
Intorpolit'rous iim so la^sser mm Ziol fiilirt, ;je iialier ( 
dor unabhangigen Veiilndorlichen, niit donen man 
tun hat, l)(ni*ina.ndoriit^gon, 

Um das Interpolit^nni zu orlcichtern und nni eine bess( 
IdHTHitdit tlher die Andcuningmi oiner Funktion zii gelx 
wordiui oft in timi Tailudhui, in dmuui die unablulngige Ver’atid 
Hela* utn gbrndu* OitTerenzen zuniinmt, die Untorschiodo ( 
niifeinainier folgenden W<*rte der Funktion aufgenominen. M 
funiet dit‘si» I 'uterHehiede gtnviduilich in Logarithmentafeln ii 
lumli in tier Taiudh^ dieH(*,H Paragraphen. 

§ T, Will innu genaner inter|H)lieroii als nach der h 
hespiaicbtinen einfacliea Regcd, so kann man ntatt zwei, dni 
der 'rabello auleiuandor folgemh*. Werto der Funktion benut: 
und dit‘Ho diireh eine Fonnel von dor h\>rm (2) darstellen. I 
ll itns Volmu don WaHHorH bei 10^^ zu finden, kann n 
ill di*r Mbdrbung 

r a d - If I d “ o 

die Koofliziontan bo bimtimmen, daB fur t = 9,1, 11,2 und I 
tliiH Vtilum dm in § 1 augt^gehenen Worte annimmt Na 
Imr imiB man tlaun t ^ U) einHotzen, 

Alls tnitfm-hrtten wir«l dum^ At\ml% weun din Werto (let unablilingi 
Vt*raiMl»i.iii*him in »lf’r *rahelh^ uin gleiehe Diilerenzeu smnehmen. 

t>rin iiiiteinander fulgMiitle Werte tliiiaer Verllnderlichen seiai 
^ i- I# litu'l .f -b and stigahllrigon Worte der Funktion Hoien 3/1 
.... i uttrikUiifttkiFt Hum wUhhoIki (len Wert dor Funk 


10 


Mathematische Einleitung. 


Perner bilde man die Differenz (J y\ — {A ?/)i, die wir mit 
zeicbnen wollen and die man die %tveite Differenz nennt. Natiirl 
man eine ganze Kolumne solcber Differenzen binter der Kolu 
erstm Differenzen aufstellen. 

Der gesucbte Wert der Funktion ist dann 

Vi + ^‘‘y ■ ■ • 

Will man z. B. aus der Tabelle des vorbergebenden Parj 
den Wert des Volums fiir 8,5® entnebmen, so ist 

-i = 0,5 , 2 / 1 = 0,999986 , {A y\ = 0,000054 , 2/ = 0,000 

und der Ausdruck (5) gibt fiir das Volum 

1,000017. 

Natiirlicb konnen in (5) die G-roBen y^ , {A y)i und y 
negativ sein. 

§ 8. Bei Beredmungen wie die in diesem und d 
kergelienden Paragrapken besprochenen darf man nic 
gessen, dafi die Ergebnisse yon Beobacktungen niem^ 
•kommen genau sind. In den Zaklen des § 1 sind P( 
der einen oder anderen Ricktung entkalten, d. k. die 
sind etwas zu groB oder zu klein. Dadurck, daB n 
Umst^de, unter denen die Beobacktungen gemackt 
sind, in Erwagung ziekt, und dadurch, daB man verse 
Messungen miteinander vergleickt, kann man sick inso: 
Drteil tiber diese Fekler bilden, als man sagen kann, 
Betrag sie kockstens kaben konnen. 

Die IJbereinstimmung einer Formel mit den Beobac 
ist nun als gentigend anzuseken, wenn die Untersekiede z 
den beobackteten und den mit der Formel bereckneten 
niebt groBer sind als der Betrag, den die Feklei 
konnen. 

Von diesem Betrage kangt es ab, wieviel Dezimal 
in der Zahl, die das Ergebnis einer Messung darstellt, 
sekreiben soU; man muB vermeiden, viele Dezimalen ans 
die dock nickt zuverlassig sind. Kennt man z. B. dii 
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§ 9] 


Es empfiehlt sicli, hochstens eine Dezimale mehr ai 
zugeben als diejenigen, welche man fiir ganz zuverlassig bal 

Werden aus Zahlen, die selbst nicht genau bekannt sim 
durcli Kechnung andere abgeleitet, so ist auch in diesen keir 
vollkommene Eichtigkeit zu erwarten. So konnen ans den i 
§ 1 fur das Volum gegebenen Werten niemals durcli Inte; 
polieren die Werte fiir eine zwiscbenliegende Temperatur b 
auf 7 Dezimalen genau gefunden werden. Daher baben w 
in § 6 die Division von 0,000170 x 0,9 durcb 2,1 nicht weib 
als bis zur sechsten Dezimale ausgefllhrt. 

Werden in einer Zahl Dezimalen weggelassen, so mi 
man die letzte Ziffer, welche man beibehalt, um eine Einhe 
erhohen, wenn die folgende Ziffer groBer als 5 ist. So i 
z. B. 0,19 eine genauere Abktirzung von 0,186 als 0,18 se 
wlirde. 

§ 9. Graphische Darstellung des Verlaufes einer Fnnktic 
Koordinaten. Den Verlauf einer Funktion, d. h. die Art ui 
Weise, wie sie sich andert, kann man nicht nur durch ei: 
Tabelle, sondern auch durch eine Wigur ausdriicken. Die 
vielfach benutzte graphisG}i& Darstellung beruht darauf, d 
man die Werte von GroBen aller Art durch die Langen v 
geraden Linien angeben kann. Ist eine GroBe selbst ei 
Linie, clann kann sie in nattirlicher GroBe oder in v( 
kleinertem oder vergroBertem MaBstab in eine Figur ei 
getragen werden. Will man eine GroBe anderer Art darstelh 
so kann man, nachdem sie in einer bestimmten Einheit ai 
gedriickt ist, eine Linie a von willktirlicher Lange wahlen, i 
diese Einheit anzugeben; enthalt die GroBe p Einheiten, so 
die gesuchte Darstellung eine Linie, die p mal die Linie 
enthalt. 

Um nun ein geometrisches Bild von dem Verlaufe eii 
Funktion zu bekommen, stellt man verschiedene Werte c 
unabhangigen Veranderlichen und die zugehorigen Werte ( 
Funktion durch Linien dar und tragt alle diese Linien so 
eine Figur ein, daB man gut unterscheiden kann, welche Lini 
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/t/ 

B 

P 

\ 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

A 


Fig. 1. 


geraden Linie OX (Fig. 1) wird ein fester Punkt 0 an 
und die Linie 0 A, welche einen Wert der unabhan 
anderlichen darstellt, wird von 0 aus auf OX 2 l 

dann wird die Linie AP^ s 
Wert der Funktion angibt^ ; 
recbt auf OX gestellt. Dei 
gibt dann durch seine Lag< 
sammengeborige Werte der 
lichen Grofien an; jedes neu' 
Werten liefert einen neuen, s 
mal einen ganz bestimmten 
Den Punkt P bekommt i 
lich auch dadurch, daB man 
zweite, feste, gerade Linie i 
recht zu OX^ annimmt, auf dieser ein Stuck 0 
welches den Wert der Funktion darstellt, und < 
Punkt B eine Linie parallel zu 0 -Z zieht, bis sie A P 
Die beiden Linien, durch welche die Lage ^ 
funden wird, namlich OA und dP, oder OA und 
man die Koordinaten des Punktes, die festen Linien 0 
die KoordinatencLchsen und den Punkt 0 den Tin 
Koordinaten. Entsprechend der Vorstellung, daB i 
von OX ein Stuck abschneidet, welches den Wert 
yeranderlichen GroBe angibt, nennt man 0 A die Al 
dann -4 P, die zugehorige Senkrechte, die Ordinate, 
die Linien OX und O Y als Abszissenachse und 
achse unterscheiden, oder auch jeder von ihnen eii 
geben, der daran erinnert, welche Bedeutung die auf 
abgetragenen Strecken haben. 

Die verschiedenen Punkte,. deren jeder durch d 
und die Ordinate ein Paar zusammengehorender 
Yeranderlichen angeben, liegen auf einer gewissen 
durch ihren Verlauf den Zusammenhang ausdrtickt, d 
den veranderlichen GroBen besteht. 

Bevor wir das Gesagte durch ein Beispiel erli 
merken wir noch. daB der Punkt P nur dann ^ 


§ Mathematisclie Einleitung. 1 

Strecken nicht einen Punkt, sondern vier Pnnkte, P 3 , 1 

(Fig. 2 ) erhalten. 

Dieser Umstand macht jedoch keine Schwierigkeit, ( 
bietet im G-egenteil den Vorteil, daB man nicht allein d 
Werte, sondern auch das Vor- 


zeichen der Veranderlichen in der 

jj 


Figur angeben kann. p 

B 

B 

Wie GroBen verschiedener Art 




je nach der Richtung oder dem 




Sinne, in welchem sie genommen 



A 

werden^ als positiv oder negativ be- 

0 


- 

trachtet werden k'onnen, ist be- 




kannt. Wird der Abstand eines 




Punktes von einer horizontalen 



Ebene positiv genannt, wenn der 

i 



Punkt iiber der Ebene liegt, so Pig. 2. 

ist er negativ, wenn er unter der 

Ebene liegt. Unter einer negativen Volnmyermehrung ist ei: 
Volmnverminderung zu verstehen. Temperaturen iiber undnnt 
dem Nnllpnnkt, Gewinn nnd Verlnst von Warme^ drehende B 
wegnngen in entgegengesetzten Richtungen konnen durch 6 
Zeichen + nnd — voneinander nnterschieden werden. 

Bei der graphischen Darstellnng kann man nun auf jed 
Achse eine Richtung als die positive wahlen und dann ei 
Strecke, die den Wert einer Veranderlichen darstellt, von 
aus in dieser oder in der entgegengesetzten Richtung a 
tragen, je nachdem die Veranderliche das eine oder das ande 
Vorzeichen hat. Wir wollen in den folgenden Figuren ( 
RichtuQgen nach rechts und nach oben als die posits 
wahlen. 

§ 10. Beispiele. Zur Erklarung mag zunachst die gi 
phische Darstellnng der Funktion 

y ^ 2 + X ^ . . . . . • • 

dienen. 

Setzt man fiir die nnabhangige Veranderliche x die We: 
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Wir maelien min (Pig 3) 

0P=-1 

o^=a... 

OA = 0;O; Aa = 
0B=^1; Bh==^\ 

Oa=l,5; Cg^\ 

GD == 2 . 

Dann ist die durch die P 
a, &, c, D, e gezogene kru: 
die verlangte geometri 
stellung. 

Umgekehrt kann die 
(6) dazu dienen, um d 
braische Betrachtungen 
scbaften der Kurve zu ermitteln. Sie wird die Gl( 
Linie genannt. 

Wenn wir die in § 1 fur die Volumveranderung d 
mitgeteilten Ergebnisse grapMsch darstellen wollen, i 
zunacbst eine Linie wahlen, durcli die wir einen T 
unterscMed von angeben wollen, und die Tei 
als Abszissen darstellen. Den Ordinaten konnte 
Langen geben, die den in § 1 fiir das Volum gegeber 
proportional sind. Da es aber wiinschenswert ist, daB 
schiede zwischen den Ordinaten deutlicb iLervortret( 
hierbei die Werte des Volums in so grofiem Ma£ 
gestellt werden, daB die Figur unzweckmaBige D 
bekommen wlirde. Man umgeht diese Schwierigl 
man nicht das Volum selbst, sondern den tlberschu. 
Tiber 1 durch die Ordinaten darstellt, so daB diese 
.^ 22, - 77, - 115, - 47, + 81, + 251 usw. e 
Durch. die erhaltenen Punkte kann die krumme 
(Fig. 4) gezogen werden. 

Diese Konstruktion ist am leichtesten auszufii' 
man dazu Papier benutzt, welches in kleine Quad: 



Fig. 3. 


§ 1^] Mathematische Einieitung. Ig 

ans der Figur die Werte entnehmen, die die Funktion fiii 
Werte der unabhangigen Veranderlicben bat, die bei den Be- 
obachtungen nicht vorkamen; dazu miBt man in der Figur die 
Lange der Ordinate, die zu einer gegebenen Abszisse gebort 
Man kann also mit Hilfe der Figur graphisch interpolieren. 



Ebenso leicht ist die Losung der Aufgabe, die Tempe 
ratur zn finden, bei welcber das Volum eine gegebene Gro6 
hat. Entspricht dieser letzteren der Punkt A in der Figur, s 
gibt AB die Temperatur an. Wie aus der Figur zu ersebe: 
ist, gibt es fur einige Werte des Volums zwei Antworten an 
die Frage. 
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Eine krumme Linie kann auch abwechselnd ste 
fallen. In Fig. 3 (S. 14) geht beim Zunehmen der unal 
Veranderlichen im Punkt a das Steigen in Fallen iibe 
Punkt, in welchem dies stattfindet, nennt man einen Kulr 
'punkt der Linie. Fiir den Wert von x, der dnrch die 
OA dargestellt wird, hat die Funktion einen Wert, 
groBer ist als die unmittelbar vorhergehenden und 
mittelbar folgenden Werte. Man driickt dies dadurch 
man sagt, die Funktion werde ein Maximum, Dagege 
man von einem Minimum, wenn die Funktion einen ^ 
der kleiner ist als die unmittelbar vorhergehenden ui 
folgenden Werte. So wird z. B. das Volum des Wai 
ungefahr 4^0. ein Minimum (vgl. Fig. 4). 

In Fig. 11 kommt sowohl ein Maximum als e 
mum vor. Aus dieser B 
auch zu ersehen, daB eine I 
nachdem sie ein Maximum 
hat, spater sehr gut durch e 
Steigung Werte bekommen ] 
iiber diesem Maximum lieg 
Maximum ist also nicht notv 
weise der groBte von alien 
der Funktion. Daher war 
oben von den unmittelbar vorhergehenden und nachf 
Werten zu reden. 

Zuweilen kann man durch eine einfache Berechi 
Werte der unabhangigen Veranderlichen finden, fur 
Funktion ein Maximum oder Minimum wird. Ftir den A 

ax^ + bx + c, 

in welchem wir a als positiv annehmen wollen, kann : 
schrieben w'erden 



Er wird daher ein Minimum, wenn die veranderliche 
den Wert 



1 i . 

0 X 

Fig. 11. 
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wahrend es fiir alle anderen Werte yon x positiv ist und dj 
zweite Glied stets denselben Wert hat. 

Mit einer kleinen Abanderung ist dieselbe SchlnBfolgerui 
auch anwendbar, wenn der Koeffizient von ^ negativ ist. Dai 
besteht ein Maximum (vgl. das Beispiel in § 10). 

Wir konnen es dem Leser iiberlassen, fiir einige Fall 
in denen a, b und e bestimmte Werte haben, die Berechnui 
auszufuhren. 

§ 12. Tangente. IJorinale. Die Richtung einer krumm< 
Linie in einem bestimmten Punkt wird durch die Tangeyite 
diesem Punkt angegeben. Es sei P (Fig. 12) der betreffen^ 
Punkt, Q ein zweiter Punkt 
der Linie, P Q die Verbindungs- 
linie. Halt man den Punkt P j 

fest, ersetzt aber den Punkt Q j 

durch einen anderen Punkt Q\ 
der naher bei P liegt, dann 
bekommt auch die Sekante eine 
neue Richtung PQ'. Wahrend 
sich Q auf der krummen Linie 
nach P hinbewegt, dreht sich Pig. 12 . 

die Sekante um P und nahert 

sich dabei immer mehr einer Linie R' R von bestimm 
Richtung. Diese wird die Beriihrungslinie oder Tangente { 
nannt. Sie kann in derselben Weise erhalten werden, ind 
man einen Punkt Q" von der anderen Seite sich an P { 
nahern laBt. 

In denjenigen Punkten einer 
krummen Linie, in denen die Ordinate 
ein Maximum oder ein Minimum wird, 
lauft, wie man in Fig. 11 sieht, die 
Tangente der Abszissenachse parallel. 

Eine Tangente kann mit der 
krummen Linie sehr gut mehr als ein&n ^ 

Punkt gemein haben. Beispiele hiervon Fig. 13. 

I Ti T* - T rt* "1 Q. n-rt/l TTl fT OA 
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sich diese beide.rsoits voii P iiuf Sid' 

betindet. Dies liluigt daiiiii zusanuiieii, dull die ki 
auf der einen Soite von P die bmteit iiiid iiiif 
Seite die bmkars Seite der Ae-hse u \ /.iikidirt. 
wie P wird ]Vf)idrpi(nld giniamd. 

Kino Linie, ilie im lieriihrungHpuiikt 'senkre 
Tangente oder, wie man aiudi sagt* seiikreidil iiiif 
Linie gezogen wird, neimt man XorMitir. 

§ IB. MaB fur die Krummuug. Man m 

bewege sich auf einor knuumen Linit* tiiid in di 
werdc fortwiihreud idne. Tangente ge/aigmu tind 
nacb derjenig(m Seite, nach wi^lelier die Hew«%niiig 
Der Winked, urn den sicdi ibinn die Tangenti* flndil 
MaB fiir die liirJituHfisdnderuuii ibr <len vnit diaii 
Punkt dnrcblaufemni Toil der krmninen Idnit% tid* 
aiicb sagt, fUr die Knhnmnmj dieses lVib»H, 

So werden in Fig. 14 (lie KrUnimnngen der Krr 
und PP” dargestcllt <lure4i die Winkel ij I** if n 

i‘lf P' if and si 

Tangenten uml /*' timl 
parallel zu /■* // ge/,ogen. It! 
eines nnd dt*HHeIlieii 
Imr dieNtdbe Kriiiiiianng, , 
man zwei gleicdt laiiee fb»! 
scduetlenmi Kreiseii, s<» fiielit 
da.B die l\iehtiiiigsiiiii|i-fiiii|r 
auf demjenigeit lioeeii isl, ¥ 
kbdneren Krtds 
(laher, daB ein kleiner Kreis stlirker gekriliiinif 
groBer. 

Von der KriUnmung, die tdiie ladiebige kriiiiiii 
einor bestimmton Stello lint, bidiomnit iiiiin eiiit> 1 
wenn man ein StUek dor Linie, welel.ief4 nn di 
liegt und im Vergloicdi mit tlen Dimeimieiien der 
kloin istj wiiblt nn<l ant die -fiielitttiigHjiiidi*rtini.f i 


a 0! 



Fig, 14 . 


§ 14 ] 
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den Stellen P nnd Q bezw. 2^ nnd P, so sagt man, dafi 
Linie in P starker gekriimmt ist als in Q. In Fig. 3 z. B 
die Kriimmung in a groBer als in D. 

Man kann fragen, wie groB der Radius eines Kreises 
muB, wenn ein auf demselben genommener Bogen von 1 
Lange dieselbe Kriimmung von 2° haben soli wie der so 
angenommene Bogen von derselben Lange im Punkt P. D 
eine einfacbe Berecbnung findet man als Antwort 180/2 iTi 
Ein Kreis mit diesem Radius, der so an die konkave Seit( 
Linie angelegt wird, daB er diese im Punkt P beriibrt, scb 
sich genauer an die krumme Linie 
an als jeder beliebige andere Kreis, 
der durch den Punkt P geht. Man 
nennt einen solchen Kreis den 
Krunmungshreis und seinen Radius 
den Krummungsradiiis der betreffen- 
den Linie im Punkt P. 

§14. Besondere krumme Linien. 

Eine Ellipse (Fig. 15) ist eine Linie, 
welche die Eigenscbaft hat, daB fiir jeden ihrer Punkt* 
Summe der Entfernungen von zwei festen Punkten P ui 
^leich groB ist. Es muB also, wenn P ein beliebiger Punk 
PF+ PG^ AF+ AG == A'F+ A' G 

sein. 

Man kann die Ellipse dadurch konstruieren, daB man 
Paden mit den Enden in F und G befestigt und einen 
stift so bewegt, daB er den Faden imnier gespannt halt, 
also, wenn sich die Spitze des Bleistiftes in P befindet 
Faden die gebrochene Linie FPG entlang lauft. Weni 
Paden in F und G an Stiften befestigt ist, so kann man j( 
auf diese Weise die Ellipse nicht in einem einzigen Zug 
schreiben. Hat man namlich den Bleistift von P nach ^ 
wegt, so stoBt derjenige Teil des Padens, welcher nach F 
an den Stift in G an. Man umgeht diese Schwierigkeit dad 
daB man den Faden gleich dem Umfang des Dreiecks . 

n-nd dftn Paden los< 
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Die Punkte F und G heifien die Brennpun 
welche von ihnen nach einem beliebigen Pun 


gezogen werden, Brennstrahlen. 

Die gerade Linie A A'^ weiche durch die B 
zogen wird, teilt die Ellipse in zwei kongrue 
denen der eine mit dem anderen zusammenfa 
ihn um diese Linie umklappt Jedem Punkt 
entspricht ein zweiter Punkt, der auf der Ve 
von P auf A A' gefallten Senkrecbten von AA' ( 
fernt wie P liegt Man driickt dies dadurch 
sagt, die Ellipse sei symmetriseh in bezug auf - 
Ebenso ist sie symmetriscb in bezug auf 
die in der Mitte von FG senkrecht stebt. 

A A' und BB' werden die Achsen genani 
scheidung heiBt A A! die groBe, BB’ die kleir 
Unterschied zwischen beiden ist um so groBer 
Brennpunkte F und G bei A! und A liegen. 

Der Punkt 0, in welcbem sich die Achsen 
der MiUelpunU\ er teilt jede Sehne, die dur( 
wird, in zwei gleiche Teile. 

A, A', B und B' sind die Seh&itel 
Aus der Gleichung 


PF+ PG = AF+ AG 
folgt, da AG = A' F ist, 

PF+ PG=^ AF+ A’F=^ AA'‘ 

die Summe der Brennstrahlen ist also fiir jede 
der groBen Achse. 

Verbindet man einen der Endpunkte der 
z. B. B mit F und G^ so ist 

BF=BG. 

Da nun wieder 

BF + BG=AA' 

sein muB, hat man 

BF^BG= OA. 
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§ 15. Zusammenliang zwischen der Ellipse tind dem ! 
Tangente an die Ellipse. Wahlt man, wie in Fig, 11 
gedeutet ist, die Linien OA nnd OB als Koordinatenac 
so kann man aus der Definition der Ellipse ableiten, wie 
die Ordinate GP ist, die zu einer gegebenen Abszisse 0 
bort. Dieselbe Berechnung kann man fur einen Kreis 
fuhren (Fig. 16), der iiber der groBen Achse der Ellips 
Durcbmesser bescbrieben ist. Es zeigt sicb dann, dal 
Verbaltnis der Ordinaten GQ ^ 

nnd G P immer dasselbe ist, wo 
man aucb den Punkt G auf 
A A' annimmt. Ein abnlicber i \ 

Zusammenhang bestebt aucb /O''''''''"’* 

zwiscben der Ellipse und dem ^ 

Kreis, der liber der kleinen Ah ^ p 

Acbse als Durcbmesser bescbrie- 

ben ist; wird namlicb in einem \ / 

beliebigen Punkt dieser Acbse 

eine Senkrecbte erricbtet, so 

ist das Verbaltnis zwiscben den ^ 0 ^ 

Entfernungen dieses Punktes 

vom Durcbscbnittspunkt mit der Ellipse und vomDurcbscl 
punkt mit dem Kreise konstant. 

Man erhalt daher eine Ellipse, wenn man in einem I 
einen Durcbmesser ziebt und alle Entfernungen der Kreisp 
Yon dem Durcbmesser in demselben Verbaltnis Yerkleineri 
YergroBert. 

Aus der im Yorhergebenden Paragrapben gegebenei 
finition der Ellipse oder aus 


Fig. 16 . 


dem soebenbesprocbenen Zu- 
sammenbang mit dem Kreis 
konnen alle Eigenscbaften der 
KurYe abgeleitet werden. Eine 
der wicbtigsten derselben ist 
die folgende: 
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Die Ellipse ist am stiirkstoii gekriha.nt an .1. n 
der groBen, am schwlichaten gi-knlmiiit an • > n '.u- 
kleinen Achse. 

§ 16. Einseitige Dehnung und Ztisamui.m.ii 

Figuren. Man kann mil ^ 

yeranderung vornohmcn wie dio.imugo, diuvh «<•. 
einem Kreis eine Ellipse crliielteii. 

Zu diesemZwecke zielieu wir in dm- k'.k.m.- .k 


xm\ ilti't 
l\ (,i uHW. 

l\U :uit’ M A 

Htif Sriikr 

lkinlai'» /% V 


\ "\ IHv Punkti' i 

Mail k:tr»ii 

J t\mm Kiicur am d 

t!jit!iiri-ti It*" 
tiiiii iiiiiii ii!!i’ 

recht zu OX in doiusolbcm \ vrrkli-iit* 

Lange von Linien, parallel zu (kX li!i:‘i!it 

Eine aolche B'‘onuvetilucl(.*niiig kiiiiii turn* 
sammendruekung genatint werdeiu 
PQ . , , au8 pg • • - durah eine murniim 

Ein Beispiel dieser .B\>ritiviniliiiit*rtiii||tut km 
graphischen Darstellung eiiuir BAntkIioft vur. Miii 
wie wir salien, die Linien, weicdie «lif* Kiiilieitmi 
anderliclien Gr5l3en darHtellmi Holleii, willkllrlirli 
man nun mit einer bc‘stiminten Wiilil filr 
Figur gezeichnet und gibt nii.«i litd Wimi 

Konstruktion der Linie, die nine dtu* Fiiiibiuliui 


Miithi'niatiHclu! Kiiileitung. 


IS I" 

Ktelu^iuie l-iiiaou (^X nnd O Y, so kami man die Figur ( 
cler i'Jiclitung von f>.V und daun in der Riohtung von 0 
Ht'itig dolmen. Tut man dies jedesnial in demselben 
d. h. wm'den erst du‘ Dimensiouon in der einen und dj 
tier andenm Hichtung in demBelbcn Verbaltnis verandt 
ist Htddieblitdi nine Figur entstanden, die der ursprimi 
jllmlich ist. 

Weun nine Figur, die in einer Kbene liegt, im 
Fhene projizitnd winl, die mit der ersten einon besti 
Winkel hiltltd, so behalten alU‘ Linion in dtu’ Figiir, t] 
1 hirehselinitislinit' (b‘r Flumen parallel laufen, in der Pro 
diesellH' <«rrd5(‘, und all<» Liuien, die auf der Durcbscluii 
senkroelit stohen, wtn-ibm in dtmiselbtm Verbaltnis verk 
I )ahtU’ ist tlit* Frojtdction tvint^ Figur, die aus der nrsprun 
tlureb i‘iiiMintigt‘ Zusamintmdrutduing tmtstehen ka.nn. VA\ 
H. hat als Projiditien <‘im‘ 

Kllipso. 

l Oireb ♦*im* dorartigt* St‘ldub- 
tblgorung kauu man bowtasmi. duB 
dt*r iHuvlisehuitf riuos Rotations- 
zvlitnierH mit idnor ladit'bigmi 
kbieiie eim^ Kllipso ist. 

^ li. HyperbeL Kim* ////- 
/.rrWlKig. Kb hilt die KigenHcluift, 
tiiiB fiir jeden Runkt I* tlerselbeu 
der llnierseUiiHl tier Kntftuaiungen von zwei festen i 
F urn! fi gbdeli groB inf. IHesc^ Rindde ludBeu Fren 
die Liidf»n FI* und F i* lirrHunfrahieN, 

knimim* Linit* In^Htelit mm zwei ganz vont’ 
getrennt**n do'den, tii** sieh jialer lutt’h lieidtui beiton bin 
taellielm erd.n^tdiem Ibt* lanit* FX, welehe die Bren: 
verliiiiilel * ini t*ine bynuuetfieaelme, ebenso dic^ Ijinie O Y 
ill tier Miitn von Ffl nenkreelit stehi 

Mint kiiwn \mnmmi, dalS die gegenseitige Entfern 


F JU a\ 


,,w, 


Fig. lit. 
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F, die des andereii luiif'ekohrt. iiiiluT ind /• aln 
Pttr die Punkte P mid Q z. 1!. Imt mmi 

2->F— pa == -i P mid ij a — K> !■' 

Dutch die Hypmdiol alloin wird k.dti 'I’l'i! dc 
alien Seiten bogrenzt. Liiiimi, die wie <h‘i- knns m 
in sich selbst zuriicklantim, tun dies; sii* wm'de 
Linien genannt. 

Audi bei gebrochemm Linien kann man geai 
uiclit geachlossene unteraeheiilou. Dm* Uinlaug < 
ist eine geschlosaene gobrochone Linie. 

Nocli eino bemerkonswerte Kigeimeliat't dvr I 
dient erwahnt zu worden. Man kann (Kig. lit 

A’l o 





III 


P 


I'iK. ' 


Punkt 0, der mitten zwisdum dmi Hremijiunkti 
gerade Linie OD so ziehen, datS der Zweig .1 
die gerade Linie niemala erreicht, aioh dernelln 
fortwahrend nilhert und, wenn sio hinreidieinl vi 
in eine so goringe Entfornung von 0 1) kommt 
Diese Linie OZ) wird Anymphtn genannt. Kh g 
zweite Asymptote 0 E. 

Audi bei einigen anderen krummen Lii 
Aavmntoten vor. Der Leser wird ietzt vvi-Hti*’ 
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§ 18 ] 

Linie und einem Punkt -F sind. BE heiBt die Dv^ 
oder Leitlinie, F der Brennpunkt, FP ein Brennstrahl. 

Die Linie besteht aus einem Zweig, der sicli beid( 
ins Unendlicbe erstreckt. Die Linie AXj durch F sen] 
zur Direktrix gezogen, ist eine Symmetrieacbse ; der Pui 
in welcbem diese Acbse die Parabel scbneidet, beiBt der /S 
Die Tangente in diesem Punkt steht auf OX senkrecht 

Nimmt man OX und OT als Koordinatenacbsenj so 
man aus der gegebenen Definition einen einfacben Zusai 
hang zwischen den Koordinaten 0 B und B P eines beli 
Punktes der krummen Linie ableiten. Es stellt sich n 
heraus, daB die Ordinate der Quadratwurzel der die 
zisse vorstellenden Zahl proportional ist. Wird also di 
fernung von B nacb 0 vervierfacht, so wird die Senl 
B P verdoppelt. 

Hieraus kann man ableiten^ daB auch eine krumme 
deren Ordinaten den zweiten Potenzen der Abszissen ] 


0 A B c J) 




tional sind, eine Parabel ist. Zur Erlauterung kann 
dienen. In derselben ist OX als Abszissenacbse gei 
und die Strecken OA, AB, B G, CD sind einander gk 
macht; die erste Ordinate A a ist willkiirlicb gewahlt 
folgenden sind so bestimmt, daB 

Bb = 4cAa, Cc = 9J.a, Dd = 16Aa usw. 
\xTir. dnhaO auf der anderen Seite Yon 
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dem Berilhrungspunkt. Daraus folgt, da 
dem Breimstrahl und eincr Jjiiiie PI), 
rungspunkt parallel zii der Achsc gez(^g 
male PN halbiert wird. 

Die Ellipse, die Hyperbel und die 
entstehen, da6 eine Kegelllaclie von ei; 
wird; dalier werden diese drei kriinmi 
sehnitte bezeichnet. 

§ 19. Periodische Punktionen. We] 
jetzt die grapliische Darstellung dor Ku 

y sin 

bespreclien. Zunacbst bemerken wir, d^ 
niclit immer in CTraden und Bnuditeilen 
oft in sogenanntetn „BogcnmalJ“ ausdril 
dann den Winkel durch die Zald, welclu 
bogens angibt, dor in dem Winkel vom S 
aus mit der Langeneinheit als Kadiun 
BogenmaB wird ein Winkel von < 
Winkel durcli l-% und ein Winked vo 
durch die Zahl 1 dargestellt. 

Die Anderungen^ wclche der Simi 
Winkel von bis 860^^ od(‘.r von 0 b 
bekannt. Man kann aucli Winkel, die 
ebenso aucli negative Winkel betracliten, 
metric gelehrt wird. Wenn der Winkel i 
nimmt, nimrnt der Sinus wieder denselbi 

Eine B^unktion, welche immer wiedt^ 
nimmt, wenn die unabhangige VerilmU 
stimmten Betrag zunimmt, lieiBt pmodiw-A. 
wird die Per lode gonannt. Die Peri ode 

§ 20. Wenn der Winkel in Gradei 
muli man, um die Anderungen des Si 
stellen, ziinaclist eine gcu'ade Linie wilblen 
von 1 angibt. Wird, wie wir voraussotze 
so wird ein rechter Winkel durch eine ge 
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§ 21 ] 

der Sinus Null wird, geht die krumme Linie durck den 
sprung. Sie schneidet ferner die Abszissenaclise in den Puni 
C, By B usw., By A usw., die so liegen, da6 

AB^BO^OC=^CD=^BE = usw. = n 

ist. Zwischen den genannten Punkten liegt die Linie 
wechselnd liber und unter der Abszissenachse , da der Si 
jedesmal, wenn er gleich Null geworden ist, das Zeic 
wechselt. Die groBten positiven und negativen Werte bat 
Ordinate in den Punkten, die in der Mitte zwischen O ■ 
Cy C und D usw. liegen; diese Punkte entsprechen nam^ 



Fig. 24. 


X = ^7t (90% |-7r (270®) usw. Bei der Konstruktion ist es nc 
noch eine Anzahl anderer Punkte auBer 0, f, C, g, D , • . 
bestimmen. Man kann z. B. einen Punkt nehmen, dessen 
szisse ^OF ist; die Ordinate ist bier sin 30® = Zur 
szisse ^ OF gebort eine Ordinate = sin 45® = ^^2 = 0,70 
Aus den Eigenscbaften des Sinus folgt, daB Ff < 
Symmetrieachse fur das Stuck OfG der Linie ist, ferner 
das Sttick CgB mit OfG kongruent ist. Wenn das Si 
Of GgD konstruiert ist, so ist die ganze Linie bekannt, d 
dies Stuck wiederbolt sicb immer wieder nach rechts und li 
wie man zum Teil in der Figur siebt. Das Stuck von A 
0 stimmt vollkommen liberein mit dem Stuck von 0 bis 
Eben weil der Sinus eine periodiscbe Funktion ist, i 
die Linie, welcbe die Anderungen desselben darstellt, aus e 
ununterbrochenen Aufeinanderfolge von gleicben Teilen bestel 
§ 21. Die grapbische Darstellung der Funktion 
y = a sin x, 

■i-n /¥ ola ■nAai+i'cr q oron ata m An WAnrlpn saII UaItat 
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Will man die Funktion 

2 / = sin 2 X 

darstellen, so muB man beachten, daB diese verse 
die folgenden Werte von x\ 

0, It, USW., 

denn ftir diese Werte hat der doppelte Winke] 
Werte, ftir welche der Sinus gleich Null ist. 

Die Linie, deren Gleichung (7) ist, schneid 
ir-Achse in einer Anzahl von Punkten, deren gegei 
fernungen halb so groB sind als die Entfernungen 
Fig. 24. Die Linie entsteht aus der durch Fig. 24 ( 
Linie durch einseitige Zusammendriickung in d( 
von 0 X. 

Dasselbe gilt von der Linie, welche die Punt 
y = sink X 

darstellt, wenn die Konstante k groBer als 1 isl 
kleiner als 1, so muB eine einseitige Dehnung der 
genommen werden. Die Funktion sin-J-a:; z. B. ■' 
ftir X — 0, Sit) 6 7C usw. 

Es ist nun leicht einzusehen, wie die Funkti< 

y = a sin A: a; 

dargestellt vrird. 

Hat man es endlich mit der Funktion 


y — a sin {kx ’p) ^ . . . 

zu tun, in der p eine konstante GroBe ist, so m 
achten, daB y verschwindet ftir 

hx + p ^ Oy Tty 2 Tty Sti usw., 

also ftir 


X = 


X. ^ JL X. ^ Xju 9 X 
k’ k k'^ k^ 


- 4 + 3 ^ 


Die Durchschnittspunkte mit der a;-Achse lii 
Abstanden = Ttjk voneinander, und einer der Punl 
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von Fig. 24 zuerst in der Richtung von 0 Y einseitig delink 
Oder zusammendriicken, um den Strecken Qg usw. d( 
Wert a zu geben, und dann durch eine ahnliche Operation: 
der Richtung der cc-Achse die Durchschnittspunkte mit dies 
Achse auf die gegenseitige Entfernung bringen. Endli( 
mu6 durch eine Verschiebung langs der rr-Achse einer d 



Fig. 25. 


Durchschnittspunkte, in denen die Linie nach rechts steigt, 
die Entfernung — ^om Ursprung gebracht werden. 

Der Cosinus wird durch eine ebensolche Linie dargest< 
wie der Sinus. Man hat namlich cos 90 = sin(y + 3r/2) r 
man kann ftir die Funktion 


Bezeichnet man nun q + \ n durcli so komm 
den Fall der Fnnktion (8) zuriick. 

Zur Erlauterung des Gresagten mag Fig. 25 die 
darin vorkommenden krummen Linien haben als G] 

y = sin cc, 

y == lj5 sin2ir, 

^ == 2sin(-|-a; — 

2/ = GOs(^a: -f* 

Die Darstellung einer periodisclien Fnnktion, d 
einfach ist als die oken besproclienen, gibt die L 
Fig. 26. Jedesmal wenn die Abszisse um einen ge 



trag (die Periode) zunimmt, kebrt dieselbe Ordinal 
die krumme Linie bestebt also wieder aus einer A 
einander folgender gleicher Teile, aber diese haben ei 
einfache Gestalt als in Fig. 24 und 25, 

Die Linien, welche periodische Funktionen darstel 
Wellenlinien. Die in Fig. 24 und 25 dargestellten w 
fache Wdlmlinim Oder Sinusoiden genannt. 

§ 22. Figuren im Raum. Projektionen. Ec 
Korper oderFiguren imEaum konnen durch einepers| 
Zeichnung abgebUdet werden. In yielen Fallen verdi 
das Zeicbnen einer ProjeUion den Vorzug. 

Die Ebene, auf welche man projiziert, wird 
zontal gewahlt; man spricht dann von der Eorixonta 
Diese gibt die Figur im Eaum so wieder, wie sie £ 
Beobachter darstellt, der sich in groBer Entfernung 
selben befindet. 

Fiir die Bestimmung der Lage der Figur ist na 
Projektion nicht hinreichend; man muB auBerdem 
\ wie hoch jeder Punkt Tiber der Projektionsebene lie 
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§ 22 ] 


Dies kann dadurch geschehen, da6 man neben die Pro- 
jektion eines jeden Punktes eine Zabl scbreibt, welche diese 
Hohe angibt. Ein anderes Mittel benutzt man in der dar- 
stellenden Geometrie; es besteht darin, da6 man eine zweite 
Projektion zeicbnet, und zwar auf eine Ebene, die anf der 
zuerst gewahlten Projektionsebene senkrecbt stebt. 

Man kann ferner die Lage von Punkten im Raum durcb 
ibre Koordinaten bestimmen. 

In Fig. 27 sind OX, OY^ 0 Z drei feste aufeinander senk- 
recbt stebende Linien; aus einem beliebigen Punkt P sind die 
Senkrecbten PA, PB, PC auf die 
Ebenen YOZ, ZOX, XOY gefallt 
Durcb die Lange dieser Senkrecbten 
ist die Lage von P bestimmt, wenig- 
stens wenn man auBerdem weiB, auf 
welcber Seite der genannten Ebenen 
sicb der Punkt befindet, also in welcber 
der acbt von den Ebenen gebildeten 
dreiflacbigen Ecken er liegt. 

Die festen Linien beiBen die Zb- 
ordinatenachsen, die Ebenen Y 0 Z, 

ZOXj XOY die Koordinaienebenen, die Abstande PA, PB, 
PC die Koordinaten des Punktes. 

Wenn man ein recbtwinkliges Parallelepiped konstruiert, 
von dem 0 und P zwei gegeniiberliegende Ecken sind und 
von dem drei Kanten den Koordinatenacbsen entlang fallen, 
so kann man als Koordinaten von P anstatt der Senk- 
recbten PA, PB, PG aucb die Kanten des Parallelepipeds 
nehmen, die in 0 zusammenkommen. Bei jeder Kante kann 
durcb das Vorzeicben angegeben werden, in welcber Eicbtung, 
von 0 aus, sie lauft. 

Zwiscben den Koordinaten eines Punktes und der Ent- 
fernung desselben vom Ursprung bestebt die folgende einfacbe 
Beziebung: 

r? p2 = n n3 a. o I n 
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Die beiclen Koordinaten OD und OE bestimmen uamlicli ni 
der gewolinliciieii Weise die Lage von C in der Ebene , 

d. li. sie bestimmen die Projektion von P auf diese Ebene. 
Die dritte Koordinate gibt dann weiter die Eutfernung c cs 
Punktes P von der Ebene an. 

§ 23. Punktionen von zwei nnabhangigen Veranderlicben. 
(jrapkiscke Darstellnng durck eine Plache. In einer iestcn 
Ebene, die vfir uns in korizontaler Lage denken, nebmen wn 
die Koordinatenacksen OX nnd 0 Y (Fig. 28); liber diesei 
Ebene denken wir uns eine beliebige gekrummte Flacbe. Die 
Lange der Senkrechten, die man in dem einen oder anderen 
Punkt P erricbten kann, bis an den Durchscbnittspunkt mit 
der Flacbe gerecknet, ist danii eine GrroBe, die von zwei nn- 
abkangigen Veranderlicken abkangt. Die Liinge der Senk- 

reckten ist namlick kestimmt, sobald 
man die beiden Koordinaten von P in 
der Ebene XOY kennt, aber diese 
Koordinaten konnen unabhangig von- 
einander versckiedene Werte annekmen. 
Hat man z. B. die Abszisse gewaklt, 
so sind nock versckiedene Werte iur 
die Ordinate nnd also versckiedene 
Punkte, wie P, P'y P", moglicli und in 
jedem dieser Punkte liat die genannte 
Senkreckte eine andere Lange. Ebenso andert sick die 
Lange der Senkreckten keim tjbergang von P zu Pj und 
d. k. wenn sick die Abszisse andert, wahrend die Ordinate 
dieselbe bleibt. 

Jeder algebraiscke oder goniometriscke Ausdruck, in 
welchem zwei Veranderlicke vorkommen, z. B. 2 + 3 x ?/ + 4 

sin(x + y/), hangt sowokl vom Werte der einen als auck voni 
Werte der anderen Veranderlicken ab. 

Auck in pkysikalischen Problemen kommen derartige Fillle 
vor. Das Volum einer Gasmenge kangt von der Temperatur 
des Gases und vom Druck ab, unter dem es sick belindet. 
Hat man das Volum bei einer Anzahl von Temperaturen und 
Drucken gemessen, so kann man die Ergebnisse in einer Tahdlc 
onit doppelie?n Eingang vereinigen, in der z. B. nebeneinander 
die Werte des Voiums steken, die zu demselben Druck abor 
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Kiulrituii;;. ;ir> 

zu Vi‘rsrliiiMU*nrn 'lVmju*niliiri‘u lia.u'riJim itiil rrt‘in:uul»'r 

(lit' \\’(*rti‘, \V(‘1(‘1 h‘ this Vdhuu uutt‘r vcrst'liirihauai 1 h‘uck(*n 
l)(‘i iliTst*lln‘n 'i\'miM*ralur hat. 

Has Mt'ssuu^C kanii (lun*h (He Laf'c 

1‘iinkti's im liaunit^ wtaahai. Man r.lcilt /.u die (an 

Z\vt‘ck(‘ in ilt‘r in ^ \) an;.n‘a:«’!((au‘n \\'{‘is(‘ die 'ranijM'fat ur, thai 
Unick und das \*olnm dundi idnitai dar and uiildl idncn I'nnkl 
sn, daU stain* drci Ktau’dinali'a tltt* 'rcniis'ra! ur , dm Prurk 
nuti das N'ldum anaida'a, die Ina taina’ 1 k‘i>ha<dit iin*' \ «»r'a'lv«anuitai 
Hind, (hits’, was aid' das;;«*lhi‘ Idnau-.ktnnnil, man in-lit. in (ama* 
Mluan* (k ii*:. tamai I’nnkt /’, drs ;<ai and (h'dinalt' 

di*i’ Tt*m|uaa(ar and drm Prank prapiu’dmiai sind, din laa 
(‘incr M(“;san:‘' iH-dainlnn, ancl ta’i'inhttd dunn in /’ niut' *S(*nk" 
aaf dit* Plnaa*: darnli tlit^ Piiana dinsm’ Linin sttdlt lauii 
das lit'tdiat’lit t*li‘ \ aluin tlar. P(*r Mndpanld dnr '^nrdviaadidai 
isl d.'iiai tha* pn anldi^ I’nukt. 

Pliianai wit^ *Air nan in ;■ !> tlandt dn^ PunlJn, dir djr 
I*!ranhni sst‘ dta’ i‘inz,'jnrn } Iridiarlit aia.*:t‘a da r;J(dif ru, run* k ram am 
ianir /.traai, k«»nm*u wir jrtzt darrh dir prt'uudriitai I’uuldr 
rim* (<'kirli(' Ir;*;*-!!. I ht* «■ l*'liirlM% \vt*lrhr la drr Hr*'fl 
st'in wird, lal.d an. stifnrt (*rkrma‘n, wrlrlira Wdai. dir nur 
vi‘r;tnd«a*lirlir (irriLu* hat, wean dit* \\h*rtr drr hmltai audtarai 
itt'nrkra sind. 

Pa man |i‘dtirh rim* h'liirln' in \\ irklmhkrit Hrliwi*r ktm- 
Hlruirn*!! k.aiin, su ist <lit‘s Vtadhhn*a nar vtai f»r‘4r)iranklf*ni 
Nul/rii. ( H’l lit'lnlid man t*i)m uinhaa* .Mrlhndr, dir m than 
a!H‘u auirrhUirtm litasjdtd tlann ht'sftdtl. tlali man t*uir Anzalil 
kruinnaa* Piiiit'H kniistruirri drrrn jrdr tar rim* Ir-aimndt' 
d'tanpt*ratnr tlt*u Zusaniimadiair^ /Asisrhrn d»ati I han k and »i»an 
\k»luai aiadhl. 

^ I. BoHontinm Flaidmu, Ms is! wamsdirmawta*!, mit iinrh 
t*iui^':rn aiidrrrjj I'kirlnai als dt*a ia drr mts|rr»ai MatlmmaUk 
iH'handrlff'a Ir'kannl za Mrin. 

I'am* Ward darrh tlir Htnvrpaui^ t*ima’ i^rrudru 

laair lir .rhnrh(*n , tlir imnna* tlirsrthtt ItirUtann hrhalt ami 
riut*r ‘a'^p’hrnrii kramimai lanm ladluiu': ghairi, Pirnr Irt/tria* 
hrilh dit' I dir j^iaaidr Idnir tlir t-i '.ru-p-n-ir Lmi* . \\ ran 

dit' Lt'iilinit* ^p‘srldms*aai ist, htt wiial tlir ZPimlrrthirlM* rtdjrrn- 
h nan in. 
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Der Korper; welcher durch eine solche Zylinderflaclie nnd 
zwei einander parallele Ebenen begrenzt wird, ist ein Z'ljlinder, 
Der Rotationszylinder ist davon ein besonderer Fall. 

Der Inlialt eines Zylinders wird gefunden, indem man 
die GrbBe des Teiles, welclier durch die Zylinderflaclie aus 
einer der erwahnten Ebenen ausgeschnitten wird {OrimdfldGJie)^ 
mit dem Abstand der beiden. Ebenen [Hdhe] multipliziert. 

Eine KegGlfldohe wird durch eine gerade Linie beschrieben, 
die iminer durch einen fasten Punkt [Spitze] geht und dabei 
einer gegebenen krummen Linie [Leitlinie) entlang gleitet. Ist 
die letztere geschlossen, so kann die Kegelflache zusammen 
mit einer Ebene einen Korper begrenzen, der als Kegel 
bezeichnet wird. Der Rotationskegel ist davon ein be- 
sonderer Fall. 

Der Inhalt eines Kegels wird gefunden, indem man die 
GroBe des Teiles, welcher von der Kegelflache aus der ge- 
nannten Ebene ausgeschnitten wird [Qnmdfldche] mit dem dritten 
Teil der von der Spitze auf die Grundflache gefallten Senk- 
rechten {ITohe) multipliziert. 

Wichtige .Flachen entstehen durch die Rotation eines 
Kegelschnittes um eine Symmetrieachse. LaBt man eine Ellipse 

um die groBe oder die kleine 
Achse x'otieren, so erhalt man 
Rotationsellipsoide von vers chi e- 
dener Gestalt, 

Wenn die krummen Linien 
von Fig. 29 (dieselbe Figur wie 
16) um OY rotieren, so ent- 
stehen eine Kugel und ein Ro- 
tationsellipsoid, welche die durch 
0 A beschriebene Ebene als ge- 
meinschaftlichen Aqiiaior haben. 
Die beiden Punkte, in denen 
diese Flachen durch eine Linie 
werden, liegen, wie leicht ein- 
zusehen ist, in Abstanden von der Aquatorflache, die in einem 
konstanten Verhaltnis zueinander stehen. 

J Eine Figur im Raum kann eine einseitige Dehnung 
oder Zusammendriickung erleiden, die der Formanderung von^ 



parallel zu 0 F geschnitten 


M:illiiMiuitir!i:lir Kiiilciluuj;. 


S -•H 

b'igurou t'utspriclit, dio wir in ^ Hi lu‘sprnrli<‘ii lialmn. 
Uni innn stilidin i )i*linun|j; mltn* Zus;imini*n<lri’n‘kiini^ in (‘innr 
vor^t^sidiriidnnuni Ivii’htnn/jj (*iulnd('n /<u lussmi, ninuut man rinn 
Uhinu* smikrtH’.ht vm liit'sni* liiflit.un*.^ an lunl liiUt jialrii i‘nnld. 
(lor Kij^ur sioh auf (*iiH‘r vSimkrta’liimi auf dir k'lmno von 
dii^si'r (‘nirornmi od(‘r ilir niiliorn, und /.war ;i«», dal3 /wiarhrn 
di'r nrsjiriinij^lio.lnnii und drr lUMuni iMiflrrimnn dt*a Hunktrs 
von drr lUann^ ('in Vci’hilllnis hrslcdd, wrlrhrvi tVir alH Hiinktr 
drr l^'i^nir dassidla* ist. Hala'i Idrihrn allr Hinirn, dir drr 
Uln'iu* [mrallrl lanl’rn, an laiino' nn\ rvii ndrii. 

Niold nui\ wir sirh durrh 1 »r( rarlil un?'; von I'dis 1!!) i-r'S’iln 
durrli riiH' rinsritii^r Zmianimimdrin'kunp, .ondrrn anrb durrh 
(Min^ luusriliiu* Ihdinnn*.': (‘utsti'ld ans rinrr Kn^^rl rin Kota- 
I ionsrllipsoid. Uinr rl.waa wcmi.nrr rinlarhr i<'hirhr lirkonunt 
man, \vrnn rim* Kui^rl in drt*i aurrinamh*r ijrnkrrrht rn 
Ki(‘htuni.ti‘n Hrlinnn;.':ru otlrr Znaaninirudriivl luroni drr hr- 
.sprorlirnrn Arl rrlridid. odrr .aiirji, wrnn Mdrhr h’ornn riMiidr- 
ruuiuui in /wtd von tlir-am K‘i<ditun'n*ii in nnfdfdrhrm (tradr 
vorrrnonunrn NNtU’dra. Hir Miirhrn, wadrhr md' ilir .r \\ tun* 
(ud drlum, ha lira, rhrUNo wir -dir (dfrU hrt rarh I »'l fUi IrUat/Mirr- 
tliirlirn, tiir Mi !*;rn:a'ha 11 , dali von rinrr Mhryr narh ►anrr 
Mllips(' dir hri rinitu-n Ma;p'n drr Ishrnr in rinrn Krrii 
(ihrrpdil f.n'n*‘linit{!m wc'rdrm Sti* wtu'dim dr Jnilli / V’/jf-.nr/r 
{^(uuinnt. Hrr Mittidpnnkt drr Kippd hni, hills rr hn ilrr \‘rr"« 
ilndi'nuiK dtu* I‘‘i.i4ur an arinor Sitdh^ ^rhli»*|jrn taf, amdi in hr/iu' 
auf di(* nriu* h'lilrlu^ dit'. Mij^*;(‘nsoh;dM dah rr ailr Srlmrm dir 
man durrh ilin /itdn*n kanu, lialhirrt. I*!r hriht dalnn- drr 
Miftrlpuukt dtm MllipsoitlH. 

(hitor alh'u durtdi dirsrii (hndvl *o'hrndrn lanim 
■int'ssf‘r spi(dtMi di(*jrni.jn‘n, widrhr in «irn fiitddunrrn lanfrm in 
wrlrlu'u dir Hrlnmnprn odiu* Zu sinunrudriirkunnrii '.tatt- 
hindrii, rinr ln.;^^olldr^r lhdh‘. Sir wrialrn dm Arhsi u ilr.s Mllip- 
snida ‘tmaaint. Minr IChrnr, wrhdn* durrh /wri dm-aU' Arharii 
ttrlrgi wird, ist (dim SiptuHtiri* thr^r^ d, In sir trUt jrdi’ iSrhnr. 
dio aid’ ihr studvrrrht stadit, in i\svl i^lritdn^ dkulr. 

Sind /Wri drr I'rwiihnlrn Hfduuingrn tulrr Zu*a!anira« 
(liih'kuni^rn (dnandrr fi;lri(du daun sind atirh /wan Arlmni dra 
MllipHoids ^hdi’h lanj4; dit* Khudir wird dann (dn Hotaiiomr- 
rllipHoitL liii Hrgmisat/ da/u kaun man rin IhlUpstdd, in 




§ 25. Iiinien auf fekrummton Flaohen. Schraubenliaie. 
Die knimmt'ii Linion, wolche imtstflu*ii, wonn eiiiu Ki-krilmuiti" 
B'Ulf.lio vein oiiuiv Kboue gosc.hnitton wirtl, wurtlcn lien-itH im«hr- 
malH I'rwillmt. Diene Hurr/m'Jmilie wenlini (ift geliniueht, mn 
eiiu) VorHtullung vtm <ler tientalt tier Flilehe zii gelu'it; be- 
BomlerH geeignet fttr dieseti Zweek bt eiuo Rfilie vnu Dureh- 
achnitten mit einer Anzahl einaiulor parallelor Kbeufii. 

Auf oiner gekrUmmten FlEcbe kSnutm aueh Litiien g«- 
zogeu werclen, die niclit iti einer Kbene liegwi. Kin Beinpiel 
davoii iat die Sahraulmthm, die auf der gokrUiniuten KliUdie 
eimm Rotationazylindora konatruiurt werden kann. 

Auf der ZylindorltiUdio bowiige aich eiuo omnigende Linie 
80 , dati aie (Fig. iMi) uacheituinder die Stellungen A /’. ItQ, i" 

eiunimrat (die Figur stellt eiue !‘r»- 
jektion auf eine durch die AcIiho 
des Zyliudere gehende Kbeue dar) 
uiul jeder Punkt der Linie eineu 
Kreia beaehroibt. Zu gleioher Zeit 
vorschiobo aicb oin boweglicber Punkt 
HO lilngH dor erzeugendtui Linie, dnli 
aeiiu! Bowegung mil diT der er- 
zeugetubm I,iuio gleichen Hcliritt h»Ut, 
d, h. thiB or in Zuitcit, in deneu die 
Idnio gleiclm Wege ilundilbuft, oiieii- 
falle mn gleiclioHtrec.ken fortachroitet. 
Der Punkt ImMcbreibt dann elite 
Sohraubenlinie. Hind in Fig, ‘U) .1 1*, 
B Q, GJt drei erzeugende Linien in gleichen Kutfernungen von- 
einander and iat ABC ein© Ebene aenkreeht zur Ae.bmt and 
P Q R die Schraubenlinie, dann muB BQ—AP^ V U — UQ eein. 

Da die Bewegung dor erzeugenden Linie und die Be- 
wegung dea Punktea auf dieaer Linie unbegrenzt for^esetast 
werden kSnnen, ao beateht die Scbraultenlinie aua einer Aaf- 
einonderfolge von gleioben Windungm um den Zylinder. Zwei 
aufeinander folgende Windungen aebneblen von veradtiedeiien 
erzeugenden Linien gleicbe Stftoke P T, Q V uaw. ab. Die Liuge 
deraelben heiBt die OangfdJhe der Sohraubeolinie. 
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Krumme Linion, die, wio die Schrauhtndiuits uieht iu 
einar Kbeiia liegeiij vvardt'U IJuim nm ilnppeiitr Krtgmmntip 
genaimt. 

^ 2(i, Baruhrungsabane. Ifformale, Kmmmuag von 
bogenen Plaohen. Man ntallo Hiah vor, dureh aiuen Puttki /* 
einer gakrllmmten Klllcho mi aina Auzalil you krmumou Iiiuian 
gezogen, die alio auf dor KUloho Hogan; Hoi jodor Linio Hfollon 
wir uns die Tangento im Punkt I* vor. IHoho Hangonkni liogon 
mit Auanalima (UUiiiflnor licwnulurer Hullo ?Spit/o oinoH Kogob, 
alle iu einar KHtnio, waUdia die Ikrithiitnpsrittnr an die Kliirho 
im Punkt i* giuiaunt wird. Mia Iiiuia, w(drho in /’ Honkreaht 
auf {li(‘ HariUirungHahtme gir/u>gan vvirdi Innlil die Aorwfi/o, 

Kims Z}limlarfliUdu‘ untl aina KagidlliUdm wenleu vcm aiiiar 
KHaiia nicht in ainain ain:^4dneu Pimkti wiinlorn iu iillou IHinklon 
einer er/anigendan Liuie HerUhrt, In alien diuHen IHuikten hat 
die Normale dieHellui Uiehiung* 

Bai einer HotatinnHlliUdia atelit tlie Berlihrung^oHinie in 
eimnn Punkt !* Honkroeht auf cler KHono, die tlurrli diem*n 
Punkt und (lit* Aohnc' gedit {MrrsiiiaHthmrl. I He Normale in /* 
liegt alnu iu tier zuleUt geniuinten Kliena und aelineidei im 
allgemeincnt die Adme< Uer Punkt, in welelunn nm tlUm iuk 
blaibt deraalbe, wann iniin I* auf einem IhmiMkre^^ vemehiebt, 
d* h. auf einem Krein, weleher imti^teht* wenn die Hliielie you 
einer auf der Aabai^ aonkrtioht itebeiulen Kberta geseluiittasi wtrd» 
IHn die Krllmmung einer gebugnniui blikdie in mmm he* 
itimmteri Punkt /*25U beurteiltrt, i;ieliin wir dureh diewri Punkt 
die Normale und ligmi darch dioie luuie eim^ Air/ald v«n 
Kbanen* Sodami unteritichan wir, win ntark die tauien, in 
danea diabJbenea die Flikdm mthneiden, die mifgmnmnim Nurmni^ 
in 1* gekriinnnt mini. 

Nur bai dar Kngel iiit cite Krllmmiing iiller tliirah eifieri 
beliehigen Ihinkt gelegteu Ntirmahehiiilte gleieh gwlf bid 
nndenm Klilahen ini in ikr Itegiil diir tiiita Sehnitt Mkirker ge* 
krltmint ak dar laidare. Man kann luiweiiin, dmn dit Kbeiitni 
der beidan Sehniite, die am stlrkatan und am adiwiehiten ge* 
krammt sirul, imfeinandiir ionkranht itahcui. IHa Krttmuiungn^ 
radian dicwar beidan Sebnitta warden «lie IhitpikrummumiM^ 
radmn der Flllohs in dam betraffenden Punkt genimnL 

Bei einer Zylindertillehe und einer Kegeltiaehe kt dm 
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Bs Terdient noch bemerkt m werden, dali man hni vit'lim 
Flachen, wenn man sie ana einor gewiaaen Kiitlbriiung, von 
einem Punkt eiuer Normalon ana betrachtet, von alUm Nornial- 
achnitten im Fufipunkt der Normale die konvexo Suite otlur 
von alien die konkave Seite aich zugokehrt erblickt. Idea ist 
jedoch nicht immer der ITall, Wenn man z. B. oinun Sattel 
von oben betracMet, so sieht man bei eiuigen NorinalHclmitten 
gegen die konvexe, bei anderen gegeu die konkave Seite. Ktwaa 
Ahnliches kommt bei der Flkche vor, die dureh die Rotation 
der Hyperbel von B’ig. 19 um die Liuie 0 Y ontsteht. 

§ 27. Zusammensetzung von Vektoren. Wahrend einige 
Grbfien, die in. der Physik zur Sprache kommon, vollkoiimien 
bestimmt sind, sobald man ihre Orii^e kenut, niuB bei atiderett 
nicht nur die GrOBe , sondern auch die UMuruj angegebmi 

verden. G-eschwindigkeiten und KrEfte sind (Srbfiett dio«er 

wir wollen sie im allgeme inen Vektorm nennon. Kin 
\^®or kann immer durch eiue gerade Linie dargeatellt warden, 
[welcher die Richtung des Vektors hat und deron Lilnge in der 
'in § 9 angegebenen Weise die GrbUe dos Vektors angibt. Kino 
|8olche Linie kann auch selbst oin Voktor genantit wordun, iintl 
man hat denn auch oft, wenn man von einoni Voktor Hprioiit, 
die Linie, welche ihn darstellt, ■ im Auge. 

Wenn man einen Vektor nennt, so uennt man zuorst don- 
^ jenigou I’unkt, von welchom au« 
er gozogou wird; os ist also nicht 
einorlei, 6b man von dom Vektor 
AB Oder von dom Vektor UA 
sprioht. 

Solange die Richtung und die 
Gr56e eines Vektors unvorandert 
bleiben, wenn er auch von einem 
anderen Anfangspunkt aus gezogeu 
wird, woUen wir sagen, dafi der Vektor sich selbst gleich blaibt. 
Wenn in Fig. 81 A BCD ein Parallelogramm ist, so worden 
also die Vektoren A D und B G gleioh genannt 

Unter dem Zuaammms&lmi zweier Vektoren versteht man, 
daB der zweite B G mit seinem Anfangspunkt in den blndpunkt 




Mathunmtlschu KinltiiUiiig. 


41 


a7] 


(loH erston . 1 1 ! goaetzt winl uiul <laB (hum dor AufauKH|mukt 
A (loa oraten niit dom Kndpunkt V dan zwtdtcii durcli 
gcrado Linit* d O verbunden wird. Dioso h'-tzlcre iat dt'r Vukttn-, 
dim man „duri;h daa Zuaanimenaotziui dim Itcddon gogoUfium 
Vektonm" bakmumt; aio huitit die Ikmillntik von AH uud H<‘. 
Dagegen heifien A U uud H C die Knmpinmnlt n von A (\ 

Zieht man von A die Linie AH iinralhd und gloinli II (', 
80 entstidit, wenn man /i mil r' vorbindet, ein I’amllologmuim. 
Man kann dnhor aucb Hagen: Uui zvvei Vektoreu znsHtnini‘ii/,u- 
setzen, laBt man ihre AnfangMiiuukle ziiHummeuInlbm, beselireibt 
Uber den Voktoren ala Seiton ein ParnlUdogramm und '/.ichl 
in (lioHem die Diagimnlo vom AiifangHinuikt dor Vektoreu aun. 

Die l''igur, welche man ho orhillt, heitit das I'amlMatitramm 
tier leWwwi. Wtmn die DrUBii der beiden Voktoren und der 
Winkel, don aie mitoinander bilden, gegeben Hind, ho kann 
man den roaultioronden Vektor und die Winkel, dit' er mil 
don Koniiiononten bildot, dureh eiin^ einfaebe IrigontmitHriHehe 
Derecbnung linden. 

Auh der i'Ur duH ZusuninienHelzen gegelienen Regel folgt 
noch, dab die lieKultanto zweier Vektoreu von deraelben Rieh- 
tung obenfalla die«o liichtiuig hat uml gleieh der Sutume dim 
beiden Komponenten iHt. 

Dagegen iwt die RoHultanto zweier Voktoren, die ontgegen- 
geHotzte Richtung baben, gleieh ihrer Difforenz; die Itiehtung 
der RoMultanto «tiramt in diesora B’all mit der Riehtung der 
grbUeren dor beiden Kompouenton Uberoln. Sind die entgogfin- 
goaetzten Voktoren gleioh, so ist die ReHuUanto gleieh Null, 

Wenn man bei Vektoreu, die dorHolben geradun Linie 
ptirallel sind, dureh die Zoichen •+• und — untorHrheidet, oh 
eie nneh dor oinen odor dor andoren Soito geriehtot »ind, «« 
kann man Hagen, dab dio Rimultanto zweier derartigor Vektormi 
gloich ihror algebruiNtshon Humtne kt. 

DaH Xe-Heijm oines Voktors iet daa Kntgegengosotzto voin 
ZuaanimouHotzon; man vorateht daruntor iiftmlioh daa Auf- 
Buehen von zwei Voktoren, dio tuitoinandor zuHamniengwtotzt 
den gegobonen Vektor liofern. Ks iat leiebt oinzuaeheii, dab 
ein Voktor in der verHohiedenartigHlen Weiso in zwei andere 
zerlegt werdon kann. Man kann die Riohtungen dor beiden 
Kompononton willktlrlioh witbleu oder aucb ftlr die eine Korn* 



Durch die Konstruktioii des i'arallelogramiUH wini iin i-i-Kieu 
Fall die GroBe jedcr Kompoiieute, im zweittui Kail <liu Uicli- 
tung und die GroBe der Kvveiteu Kompoiuaiti! bostiiiniit, 

§ 28. Niramt man auf don Seitcn doa Parallolograimna 
ABGD (Fig. 32) die Stiicko Ah und Ad so an, duB 

Ah _ 

'AB a 1) 

iat, und besobreibt man Uber diesen StUckon ala Sciten ein 
Parallelogramm 0 d, so Hlllt dor Hr k- 
punkt 0 dosaelbon auf die Diagoiuilo .1 (\ 
dL und dabei iat 

A >■ A h 
AO “ A //■ 

Wird dalior von zwai Vektoreii, dio 
man zuaammensetzt, dio GrBBe in dtmi- 
selben Verhaltnis verkndert, •wklirend die 
Ricbtung unverllndort bleibt, so behklt 
auch der resultierende Vektor dieselbo Ricbtung und seine 
GrbBe andert sioh in demselben Verlikltnia wie dio der Kom- 
ponenten. 

§ 29. Zusammensetzung von mehr als zwei Vektoren. 
Unter dem Zusammensetzen oiner boliebigen Anzahl von 
Vektoren veratebt man dio folgondo Operation. Dor zweite 
E Vektor wird mit seitietn Anfanp- 
punkt in don Eudpunkt des ersten 
gesetzt, der dritto sodann mit seinom 
Anfangspunkt in den Endpunkt des 
zweiten, usw. Endlicb wird der Anfaags- 
punkt des ersten mit dem Endpunkt 
des letzten verbunden. 

In Fig. 88 ist A E die Resultante 
der Vektoren A B, D 0, 0 1), D K. Diose 
Figur brauoht nicht in einer Ebone zu liegen. 

Man kann die Regel ftir das Zusammensetzen auch so 
ausdriicken: Nacbclem der zweite Vektor mit dem ersten zn- 
sammengesetzt ist, wird die Resultante A G (in der Figur nicht 
gezogen) mit dem dritten Vektor CD zusammengesetzt; die 
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Kesultaiite .1 D. woUiIh' miiii tUum liektiuuut, winl iiiit tUait 
viortou Vfktor ziiHnmnu'ngi'Hulzt, iisw. 

VVeim allt' Vokturcii, diu umn zusHitiUK'iisi'lzi'ti nmU, uiit 
ihriMi AnfiiuKs^l'unktru iu di'iiisollieu Pmikt liigt'U, so wilrdn 
nir Jctkai Sfliritt in (iioH{«r KtniHtniktion tdn ncium Vnktnri'ii- 
IiaraUidogriiiiim <litnu‘n. 

Wisim oine Inditdiifjo Auzahl viui Vfkltiri'ii jlormdln*u 
goraden Linui jianilkd «i(id, wi int din Hiwultniifi* glniidi dnr 
algeliraischcn 8uiiimi* dnr Koiiijami'iiti'ii. 

Bui duiii ZuHn»m»siiiHi*tzt'u midirnmr Vnkttirnu int dan Iti'KuUat 
unabldltigig VdU dur Rtdlicnfnlgc, in wakdinr sin niiiidttHiidcr vnr- 
oinigt wordun. In Kig. 154 z. B., din nliunfallH nicdit in tdnnr Kknnu 
zu liegeti kniuclit, liuknmnit man .4 !i, 
woun inan ziierat .4 H tnit dnm zweitini 
Vuktor U K und dann di<! RcHultantu unt 
dem drittou Voktnr /■* /J zuMamnn'iirn't/.t. 

Bo8(5hroilit man nun Hlinr UK uml K.l> 
ala Hi'itnn uin Bamlltdngmmni, kd ial 
// ri gloic.li dnm drittnu Vt'ktnr Kti, uml 
OD gknch dmn zwniU'n UK. Hiwiuta 
urgihtHitdi, dali man A t> iiunh bukoniint, 
wunn man A U zutjrat mit dctm drittun Viikk»r zusnmnmiwntzl 
und dann die lieBultaate .4 U mit dem zweiten. 

Haben drei Vektomi OM OA'und 4/F(Fig, 27), die niolit 
in einer BJbene Uegtm, denaelben Anfanpimnkt, bo iat ihre 
Reaultante die Diagonal* 0 P de» Paralkdo|»iii«ds, daa auf 
OD, OE und OP ala Kanten beachriebnn wenkni kiuin. Um- 
gekehrt muB man, urn etnen gegebemm Vekku* in dmi andern 
von gegebenen Riebtungim zu zerloguti, tun Ikiralk'idjtod 
konatruieron, in woltdiein er din Diagfitiaki ist und dtwaen 
Kauttm die gegidameu Ruditungou baben. 

In diuHer Weiae ftllirt man oft din Ikdraebtung von 
Vaktoren im I{/tum anf di« ibrur Komjtonenten in drei be- 
Htimmteu Riebtungon zurlick, wobei man die letzteren in <ler 
Rwgel Henkrmdit zmnnamkT wllblt 

§ HO. Zusammeahang *wi«oh«a den Projektioaea von 
Vektoren und der Projektion ihrer Se»ultant«, Die I’rnjektirm 
eitiOH Vektors auf oine germle Litiie kunn aueh aelimt al« etn 
Vaktor aufgefatSt wc>nlcn, und zwnr ala ein V'ektor, iloaaeii An- 
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auf AXy aber die Projektion von DA wiirde dA sein. 

In Fig. 35 und 36 ist A G die Resultante der Vektoren 
AB nnd AD, nnd AX eine gerade Linie, auf welche die 
Punkte B, G und D projiziert werden. Diese gerade Linie 

a 




braucht nicbt in der Ebene ABQD zu liegen und die Senk- 
rechtenJBZ), Gc undDd braucben also nicbt einander parallel 
zu sein. 

Man siebt obne weiteres ein, das Ag die Resultante, also 
die algebraiscbe Summe von Ah und ho ist, ebenso daB he 
durcb ersetzt -werden kann. Also ist Ac die algebraiscbe 
Summe yon Ah undAc^, mit anderen Worten, die Projektion 
der Diagonale A G des Parallelogramms ist die algebraiscbe 
Summe der Projektionen der Seiten AR undAL. 

§ 31. Berecbnxingen mit kleinen Grofien. In pbysikaliscben 
Problemen kommen oft GroBen vor, die so klein sind, 
daB man die Potenzen derselben bei binreichend grofien 
Exponenten vemacblassigen kann. Welcbe Potenzen bierfiir 
klein genug sind, bangt natiirlich von dem Grade der Ge- 
nauigkeit ab, den man zu erreicben wiinsebt; so kann vor- 
kommen, daB man bereits die zweite Potenz einer kleinen 
GroBe vemacblassigen kann, aber aucb, dafi man diese nocb 
bei den Berechnungen beibebalten mufi und erst Glieder mit 
der dritten Potenz weglassen kann. 

Verschiedene Ausdriicke, in denen eine kleine Grofie S 
vorkommt, konnen in Reihen entwickelt werden, die nach 
steigenden Potenzen von d fortsebreiten. Pormen wie (1 + 

(1 + 8f geben dabei Eeiben mit einer endlicben Anzahl von 
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(ilietleni; in anderen Fallen bekommt man unendliohe Roihen 
von dor Form 

a + /( + e fV® + d P + uaw., .... (10) 

woboi <lio Worto der Koeffizienten a, h, e, d, ... nacli dieaer 
odor jener Kogol beatimmt werden. 

Boi joder unondlichcn Reibe kann man die Summer einer 
gewisaen Anzahl von Gliodern nelinien und untcrsuclien, wio 
aioh dieae Summe iindert, wenn jene Anzahl iinmer grOBor 
gewahlt wird. Dabei kSnnen zwei Falle eintretou. Bntweder 
oxiatiert oine boatluunto Zahl, welcher man, wenn man nur 
Gliader gotiug nimnit, die Summe so nahe bringen kaim wio 
man will; oder eina aoloho Zahl existiort nicht. Im erateron 
Fall aagt man, die Reibe kom&rg-wre und babe die betreffende 
Zahl zur Summe; im zweiten Full divergiert die Reilie und 
kann nicht dazu dienen, eino beatimmto ondlic.ho GrOBo dar- 
zuatellon. 

Dio IRsiho 

I 2 4- 5 + 4 4- UHW. 

iat oin Boiniticd oinor divorgierondon Heiho; die Reiho 
I 4- I + i 4- I + UHW. 

dagegon konvergiert und hat ala Summe 2. 

Kino Roiho kann nur dann konvergieren, wenn die 
Gliodor, aei ea vom eraten oder von einem aphteron (4 lied an 
imtner kleiner werden. Alleiu nicht jede Roiho, doron {41ioder 
abnehmen, iat konvergierend; damit dies dor Fall int, muB 
daa Abnehmen sehneU genug gehen. Boi oinor Reibe von dor 
b'orm (10) iat dioa der Fall, aobald (i khnn gonug iat; iat dieao 
GrBBo sohr khnn, ho kann die ganzo Reibe dutch die Summe 
dor dr(d orattm, ja aellmt duroli die Summe der zwei eraten 
Gliodor oraotzt werden. 

llior folgen einige Boiapiole fUr die Kntwiokelung einea 
Auadruokea, in welohem eine kleine GrSBe S vorkommt. 

I 4* 0 

^ ^ usw* 


1 + 2 ^ 6 ^ usW. 


]/(! - 5 )^ 

Diese Reihen^ welclie alle konvergieren, wenn ^ < 1 
kann man dadurcli erhalten, daB man fiir die Ausdriicke, 
welche man entwickeln will, der Reihe nach (l+(?)“^ (1-^^^) ? 

sckreibt nnd dann den binomischen Lebr- 
satz von Newton anwendet. Die beiden ersten Formeln findet 
man aucb durob Division. 

Wenn d sehr klein ist, so kann man die vier Ausdrllcke 
schreiben 1 


1+1^ ™d bat man allgemein 


(1 ± ^ = 1 ± n S, 


Zuweilen kommen in einem Ausdruck zwei oder mehr 
GroBen vor, die so klein sind, daB man die zweite und bohere 
Potenzen derselben und aucb die Produkte aus je zweien ver- 
nachlaasigen kann. Sind S und S' solcbe GroBen, so findet 
man z. B. 

(1 ^ (1 4- S') = 1 4“ d 4“ ^ 

und 

1+5 


1 + 5^ 


1+S-- S'. 


§ 32. Fur den Sinus eines sebr kleinen Winkels kann, 
wie aus einer Figur leicbt zu erseben ist, die Zabl genomraen 
werden, welcbe die Lange des in diesem Winkel vom 
Scheitelpunkt aus mit dem Radius 1 bescbrieb^nen Bogens, 
also die Zabl, welcbe den Winkel selbst im BogenmaB (§ 19) 
vorstellt. Die Tangentb eines sebr kleinen Winkels kann gleich 
dem Sinus, der Cosinus gleich 1 gesetzt werden. 

Aucb bier kann durch den Gebrauch unendliclier Reibeu eine 
groBere Genauigkeit erreicbt werden. Man bat bewiesen, daB fttr jeden 
Wert des Winkels d, wenn dieser in BogenmaB ausgedriickt ist, 

58 5® 57 


sin 5=5 


und 


1. 2. 3 


1. 2. 3. 4. 5 


1 . 2 . ...7 


+ usw. 


cos 5 
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1 . 2 


+ 


5-^ 


1.2. 3. 4 


1 . 2 6 


+ uaw. 


ist. 


§ 33. Absoluter und relativer Febler. Die Fehler, welcbe 
*bei Messungen begangen werden, sind in der Regel so klein, 
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(Ial3 ilitt' /wi'iti'U I’ctUnwen mm'w <lii* I’rmhikte aim zwt'icu tlor« 
Hfllii’n vi*rtiJifhlit««iKt wartlcn kihuitnt; liiin'ilurrh w(?rdcin !U‘- 
rcfhmuijft'u, wi-lcho ntif iVimti Kt«hli'f bczioht'ti, vi>r- 

I'iiil'arlit. 

IUmi V\ i*rt ^iiiur UrttUt', d*ui man ana dirnkti^r Mt'Hautig 
odar ana inner HertHtlinmig nhjjfleitet liat, flh* wtdcduj die 
iiaton diiridi Mnssungini gidiat'ert wunUni, wolhni wir den //e- 
fiimhtim Wert ni'niuni. Her llnterseliii'd xwisidnni didaenu 
and di’ni anVWie/irw Wnrt tier (trtiUe iat der nl'sn/ule Fehle-r. 
Outer dem rehtii'm Ktlder vinutehen wir den t^nnitiiniten, 
welchen man erhiilt, wntm man den ahanlutini beldar dnreh 
den gufundenen Wert lUvidiert; man kann ditsaon relntiren Felder 
ftuch iladureh angeben, «la8 man «agt, wievitd l*rt»r.ent des ge- 
liuidenen Wertea der absohite Feldor betrilgb 

Her absolute Fidiler wird autdi kmxwog tier Ftdiler goiifinitt. 

Wir wollen annebmen, dab die (JHiben Hidlmt, nm die oh 
ukth Imndelt, ptnitiv sind. Ungegeii kiitinen die Kebler pnHiliv 
odor negativ suits. Wir wtdkni den Felder ptisitiv iiennen, 
wenn tier gefitndene Wert griitier 1st nl« tier wirklitdte Wart; 
man erhiilt al«« den abaoluten Fabler, wettn man tleu wlrk- 
Hchan Wert von dem gafundenon Wert abjiiobt. Her rtdativa 
Fehler bat tlaaselbe Vorzeiehon win der abaolnta Fehlar. 

§ 114. Fabler eiser Qrdbe, die 'von einer wderen abh&ngt 
Wertlon auf eitm bus Mewsuttgaa abgelaiteto tJrftBe a Eechen- 
oparationen angewamlt so iat da* Rosultat dasMelbea 

in fiinem Gratia angonau, der.von dem Fabler in a selbst ab- 
bbagt and, wonn diwer kleia ist, in der Regal ibrn proportional 
geeotsst werten kann. Dar Fabler ins HeHiiltat wetdiselt daun 
zugleioh mit dem b’ehlor in n iIbh Vorsteieben, Hits Reehoti- 
operationen kSnnon von sobdier Art sain, dali. wimn a S!U groli 
ist, tbisselho vtm tlem Remiltat gilt, tind dann wird dieaoB au 
klein wertlen, wettn n m klein ist. bk kann aber atich vtir- 
koitimen, daU das Resultat in entgegoageaetator Eichtung vom 
wirklieUea Wert abwaicht ala die Grtltte ' 

Wir wollen nun einiga Regoln miUeilim, die in einfachen 
Fllllcn }5ur Heatimmung der Feblor tlienen kflnnen. I label 
wollen wir rail a eiue ana Messungen abgeloitete GrSBo nnd 
mit p eine genuu bokannto Zabl bojseicbnon. Hie Regain 
siad am eiufachaltm, wean man bei Sumnien uml DiHeretmeu 


Der absolute Febler m a + p oder a ~ ^ ist ebenso groB 
wie der in a, wabrend der Febler in ^ — a ebenfalls denselben 
Wert, aber das entgegengesetzte Vorzeicben bat 

In dem Produkt pa ist der relative Febler ebenso groB 
wie der in a, wabrend der absolute Febler j?nial so groB ist 
als in a. 

Aucb in pja ist der relative Febler ebenso groB wie der 
in a, aber die Febler in diesem Brucb und in a selbst baben 
entgegengesetzte Vorzeicben. 1st namlicb S der relative Febler ' 
in a, so ist der wirklicbe Wert a(l — Wabrend der fiir 
den Quotienten gefundene Wert p /a ist, ist der wirklicbe Wert 


P__ 

- 



(1 + J). 


Der absolute Febler in dem Quotienten ist nh-^ — pdla und 
der relative Febler, den man erbalt, wenn man diese GroBe 
durcb pja dividiert, ist — d. 

In der Potenz a ^ ist der relative Febler mal so groB als in a. 
Der gefundene Wert der Potenz ist namlicb der wirkbcbe 
Wert a^'(l — dy = a^'(l — p S\ uud also der relative Febler (J. 
Man ersieht bieraus, daB, wenn p einen groBen Wert bat, der 
relative Febler in der Potenz bedeutend groBer wird als der 
in der Zahl a selbst. 

Durcb eine abnliche ScbluBfolgerung kann man beweisen, 

p 

daB der relative Febler in |/a der piQ Teil von dem in a 
selbst ist. 


1st in eincm Winkel a, der in BogcnmaB ausgedrdckt ist, eiu Fehler a 
entlmltcn, bo kann auch der Fehler in den goniometrisclien Funktionen' 
ziemlicli ieicht angegeben warden. Der gefundene Wert des Sinus z. B. 
ist sin der wirklicbe Wert sin (a >- «) = cos « sin a — Bin a cos a, wofur 
man sclirciben darf'^a — « cos a, Der Fehler im Sinus ist also a cos a. 
Bei einem bestimmten Fehler im Winkel ist dicser Fehler im Sinus 
klein, wenn der Winkel in der Nahe von -J-tt, und grdJBer, wenn er in 
der Nfthe von 0 licgt. 

NatUrlicli kann man bei jeder Funktlon den Fehler ermitteln, wenn 
man die Funlction sowohl flir den gefundenen als fiir den wirklichen Wert 
der unabhiingigen Verilnderlichcn, vorausgesctzt, daB man den letzteren 
Wert kennt, berechnet. Ist die Funktion fiir Werto der unabhangigen 
Yeranderlichen, die mit kleinen einander gleichen Differenzen ansteigen, 

, . ’ .3 

f I, etfi ' • . V '' C 

(a Lm i ^ 

. a 
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§ 35 ] 



in eineu Tabelle gegeben, so kann man die Kolnmne der Differenzen 
(§ 6) zu Eate ziehen. So siebt man in einer Logarithmentafel leicht, 
welcber Fehler im Logarithmus einem bestimmten Fehler in der Zahl 
entspricbt. 

§ 35. Fehler einer GroBe, die von zwei anderen nicht 
genan bekannten GroBen abhangt. Werden zwei aus Messungen 
abgeleitete G-roBen zueinander addiert, so ist der absolute 
Fehler im Kesultat gleich der algebraischen Summe der Fehler 
in den beiden GroBen. Ebenso ist der absolute Fehler in der 
Differenz zweier Zahlen gleich der Differenz der beiden Fehler. 

Bei einem Produkt gilt eine ebenso einfache Regel fiir 
den relativen Fehler. Sind namlich a und b die gefundenen 
Werte von zwei GroBen, S und € die relativen Fehler, so sind 
die wirklichen Werte 

a(l — S) und 6(1 ~ 6). 

Das wirkliche Produkt ist 

ab{l — ^ (1 — fi) — a 6 (1 — ^ — a) , 

und da der gefundene Wert a 6 ist, hat man fiir den relativen 
Fehler 

S a ] 

dieser ist also gleich der Summe der relativen Fehler der Faktoren. 
o ) Dagegen ist der relative Fehler im Quotienten yon a und 6 

gleich der Differenz der rSalfven Fehler der GroBen selbst. 

Diese Satze sind besondere Falle eines allgemeineren 
Satzes. 

Man denke sich eine QroBe c, die in irgend einer Weise 
von a und 6 abhangt, also durch Berechnung aus a und 6 er- 
halten wird. Ware dann 6 genau, aber hatte man in a einen 
gewissen Fehler a gemacht, dann wiirde auch in e ein dem 
Fehler a proportionaler Fehler von bestimmter GroBe ent- 
halten sein. Ebenso wiirde, wenn a fehlerfrei ware, ein Fehler /? 
in 6 sich in c bemerkbar machen. Die Fehler, welche in den 
beiden angenommeuen Fallen in c enthalten sein wiirden, kann 
man die partiellen Fehler nennen. Der betreffende Satz, den 
der Leser fiir den Fall, daB c ^ ah oder c^ajb ist, leicht 
auf die Probe stellen kann, kommt nun darauf hinaus, daB. 
wenn gleichzeitig in a und b die Fehler a und /9 enthalten 
sind, de r Fehler in c die algebrmschn^ Summe der partie llen 
Fehler ist , die (^n F^hlern tmd ^ e ntsp rechen. 

Loren tz, Lehrbucli der Physik. I. 4 . 




50 


Matliematische Einleitung, 


[§ 36 

Dieser Satz gilt sowohl, wenn man unter den totalen und 
partiellen Fehlern in c die relativen als wenn man darunter 
die absoluten Fehler versteht. 

§ 36. Moglicber Fehler. Darch Betracbtungen wie die 
vorhergehenden wiirde man den b'ehler in dem Resultat einer 
Berechnung bestimmen konnen, wenn die Fehler in den Daten 
nach GroBe und Richtung bekannt waren. Die GroBe des 
Fehlers in dem Resultat einer Messung kennt man aber in 
der Regel nicht, ja man weiB nicht einmal, ob das Resultat zu 
groB Oder zu klein ist. 

Wir wollen annehmen, daB die Messungen solcher Art 
sind^ daB das Resultat ebensogut zu groB als zu klein sein 
kann; auBerdem wollen wir annehmen, daB bei jeder Messung 
eine Zahl angegeben werden kann, oberhalb deren der Betrag 
des Fehlers sicher nicht liegt. .Diese Zahl nennen wir den 
grdfihndglichen Oder klirzer den mdgliehen Fehler. Wir wollen 
dafiir immer eine positive Zahl angeben. Ist a der gefundene 
Wert einer GroBe und ist der mogliche Fehler cc, so hedeutet 
dies, daB der wirkliche Wert sicher zwischen a — a und 
a + liegt. 

Man sieht nun leicht ein, daB in der Summe zweier 
GroBen a und h der mogliche Fehler gleich der Summe der 
moglichen Fehler von a und h ist. Aber auch, und dies verdient 
besonders beachtet zu werden, in der Differenz von a und h ist 
der mogliche Fehler gleich der Summe der moglichen Fehler 
der beiden Zahlen. * Sind namlich cc und ^ diese letzteren 
Fehler, so kann die eine GroBe um a zu groB und die andere 
um /S zu klein, oder die erste um cc zu klein und die zweite 
um § zu groB sein. In beiden Fallen wird der Fehler in der 
Differenz cc + 

Sind a und h nur wenig voneinander verschieden, so kann 
dieser Fehler cc + ^ \m Vergleich mit dem Wert von a & 
erheblich werden. Daher ist es schwierig, eine GroBe mit 
einiger Genauigkeit durch Messung von zwei viel grofieren, 
deren Differenz sie ist, zu ermitteln. 

Beim Quotienten ajh ist eine ^hnliche SchluBfolgerung 
wie bei der Differenz anwendbar. Der mBgUche relative Fehler 
ist dabei, ebenso wie bei dem Produkt abj gleich der Summe 
der moglichen relativen Fehler von a und h, Kann z. B. in a 
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oin Felilor von 1 ‘‘/o Fi^lilor von 2 ‘’/o fiitlmlttni 

soin, HO kann afb bin zu oincm Hetrage von 5 "/t, unrichtig Hein. 

fin allgoinoincn lindot man tlen niilgUclu'n Fohlcr in oinor 
(iniBo a, (lie von a und h abliilngt, indoin man dio pnrtiollon 
Folder in o bercclinot, dio don iniigliolion Fidilorn von a und h 
ontsprechoii, und danu dio i)artiollon Fohlor, mit demHolbon 
Vorzoichon genominonj zuoinandor a<ldiort, Fih i.st nilinlioh iin 
ungllnstigaten Fallo iidiglich, dali dic^ in a und // gomaclitou 
Fabler den grSliten Wort halion, dor vorkommon kann, und 
zugleich oino HoUdio Hicditnng, dali Hie hoido r zu groli tidor 
boido 0 zu kloin inaohoji. 

DioN alien gilt jodotdi nur, wenn a und h durob MosHungon 
orbalton werdon, dio vonoitiander unabhiUigig aind. Worden 
boido (trilBen ana dorHolben UntorHucduing nbgtdoitet, «n int oh 
nUlglich, dali, wonn a zu groli gofundou wird, auch h zu groli 
auafallen imiB, und dann iHt natUrlioh d(ir in « -• h iiingliolio 
Felder klcsinor ala u -J- fi. 

Kndlif.h vordiont luadi bc'uu^rkt. zu vvi'rdeti, <lnB, womi dio 
(■Jrdlit'u a und h unabhiUigig vonoinander Hind, oh zwar donklmr 
ahur idoht wfdirachi'itdioh int, dali in boidon gloiidizoitig dor 
grftlite Folder goinatdit kt, dor vurkointnon kann. Fh ihI hIno 
nioht zu orwarten, daB dor wirklich in der tJrilBo o gomaoldo 
k’ohler ho groB iat ala wir iliu berecdineton, I lurch Botnudi- 
tungen, auf dio wir niclit nkher eiiigehon kbunen, kann man 
dioHon Umsfcand in Eechmuig bringen. Hoi UntorMuchungen 
einfiudier Art bekomnit man jedooh in dor atigogebonon Woiso 
eino gtmUgendo VoratelUiug van d«m (irado dor Htniautgkoit, 
die dea Eesultaton zugesebrieben werdon tiarf. 

§ BT. Beispiel. Fa hoI 

it 

u - h 

woboi a und h jioHitiv Hind und a > h ist, und oh «ei ieunichMt 
dio Zidil A richtig, walirotnl iu a dor Folder a begangou iat, 
den wir nmdi UrtlBn und Riclitung al« bekannt nnnohnion. 
Dann ist dor B'elder im Noniuir ubonfalla «; die rolativim 
Fabler im ZiUdor und Nounor hukI «/« und «/(« — A), uIho dor 
rolntivo Felder im Bruch : 

it it h 

sa • » 

il II — b fl (a b) 


4 


(11) 


I'enier im iNenner — aer reiaiiye jDeJuiei - 

— ^j[a h) und der relative Feliler des Bruches 

+j^. (12) 

Sind gleichzeitig in a iind h die Fehler cc nnd /9 gemacht, 
so ist der relative Feliler von c die algebraische Summe von 
(11) und (12), also 

(9 

^ a {a i) a — h 

Dagegen ist, wenn und die positiv genommenen moglwhen 
Pehler von a und h sind, der mogliche relative Fehler von e 

^ a {a — b) a — b 

§ 38. Q-reiizwerte. Wahrend in §§31 und "32 von Bc- 
recbnungen durch Naherung die Eede war, wird nocli in einor 
anderen Weise mit sehr kleinen GroBen operiert, und zwar so, 
daB die JResultate vollkommen genau sind. 

Um eine Vorstellung von dieser Methbde zu gebon, er- 
innern wir zunachst an das, was man einen Qremwert neniit. 

Man stelle sich eine GroBe vor, die sich aus irgend einer 
Ursache verandert Nabert sie sich dabei immer mobr einor 
konstanten GroBe, so daB man sie derselben so nalie bringen 
kann als man will, dann wird die konstante Qrc)Be der Grenz- 
wert der veranderlicben genannt. 

Die Summe einer konvergierenden unendlicben Reihe (§31) 
ist der Grenzwert, welchem sicb die Summe einer gewissen 
Anzabl von Gliedern nabert, wenn diese Anzabl fortwahrend 
z’unimmt. Ein anderes Beispiel bietet ein Bruch, dessen ZiUiler 
und Nenner fiir. einen gewissen Wert einer venlnderlicliem 
GroBe gleicbzeitig Null werden. Dies ist z. B. bei dcm Bruch 

— a; ~ 2 

^ + a? — 6 

fiir £B == 2 der Fall. Obwohl nun der Ausdruck 0/0 jede be- 
bebige Zahl bedeuten kann, so existiert doch ein beatimmtor 
Grenzwert fur wenn sich a? fortwahrend dem Wert 2 nHhcrt 
Fur a; = 2,5, 2,4, 2,3, 2,2, 2,1 wird = 0,636, 0,630, 0,623, 
0,615, 0,608. Der Grenzwert von ^ ist 0,6; man findet diesen, 
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iudern man beachtot, claB Zahler untl Ncnmer dim Uruclu'H 
(lurch a: — 2 dmdiert werden khamm, eine^ DiviHioni din gc- 
stattet ist, bo kleiu x 2 auch wird, Daher hat dor Ikiadii 
80 WBiiig auch x von 2 vorHchiedtui int, donHelbmi Wort wio 
x+l/x + 8, und or inuB Bich alno (kun Werto ailhorn, don 
diosor lotztero Bruch fllr x ^ 2 arininuat 

Ea verdieat auch crvvtlhnt m w^nhui, daB dan VcrlulltiiiH 

i 

X 

wenn x in BogonnuiB ausgiulrUckt nich hci fortwulinnutcnii 
Abnchnuuii von x ikun Wert I lulhc'rt Kllr jeden poBitiven 
W(5rt von X < i tt hat man nUinlich, win ana oiner Eigur horvfjrgeht, 

sin X < X < tg X , 

alao, wcnn man in Hm:r dividiert* 

i ^ win X 

1 > > ctiH.r, 

X 

Da nun fi\r »r 0, con.r ^ I winl, niuB siu.r/.r die Kin- 
heit ala Hren/*\vert hulnnu 

§ 59. Varhaltnis nwaiar imondUoh klainor GroBom Dio 
luteton BcuH|ntde ^.eigcm uuh, daB dim VorhilltniH /.weier CirBBeri, 
dio aich beido der Null niUiern, einon btmlimmten iiren/iwert 
habeu kann, Diaa kann" nouh in iulgemder Weiner erlllutnrt wordinu 
Wenn man in Kig. 12 (§ 12) vnm Puiikt i* der krummim Linie 
55uin Fimkt (J bbergeht, ho orleiden die Koordinattm Zunahmim, 
die, wenn man PX' parallel OX ^ieht, dundi PP und !i(j ?or- 
goitellt warden und die wir Ax und A tj nemien wnllend Dabin int 

j! 

Nahert Bich d«r Punkt t,i dem I’luikt I\ sti fudmiuH Js 
und J If ab, wolioi abnr in jtidoin Augtmlilick ein ljo«timmt4SH 
VorliilltniH zwisclinn hnidon buHtoiit; ist a. IJ, PU’ 

wonbiti, 80 ist A If » 11' 1/ untl 

Hcbreitet die Bowegung von Q nach /’ immer winter fort, 
wobtti die Sokante sich der Tangento l‘I{iun\ also der Winkei 
QPP dem Winkei ItPX' nilliart, »o muB Ktcb daa VerbHltni» 

‘ Dor Buchutttbft A stellt hler keinnn Fakter vor, tiontlem l«t ein 
ISelohen far die Worta „%unaltnta von“. 




I 

I 


renzwert, wie es gebrauchlicli ist, mit 
. imes^^ Grenzwert), so kann man schreiben: 

=.tgRPX\ 

Vicbtigkeit, well es nns in den 
^”’^gslinie znbestimmen, sobald 
y als Funktion von x ge- 
nacbdem man den Punkt 
4 X angeben, wie groB A y 
X ist, und es ist eine Sacbe 
den Grenzwert, dem sich 

oiel A X und A y sich dem 
kkin genannt^ und unter 
ner GroBen yerstebt man 
b das Verbaltnis nahert 
,nderlicben GroBen beiBen 
und ibr Verbaltnis nennt 

ten Differentiale und ihfe 
bweise eingefiibrt. Man 
i bezeicbnen, die man in 
das Zeichen A durcb d 
ben „Lim'^ weg, da scbon 
ndlich kleinen GroBen zu 
licb um einen Grenzwert 


X = 0 


ilquotienten. Wir wollen 
alquotienten einer Funk- 
e Funktion differenxierm. 
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a) Zunadiat lietrachton wir die Fuuktion 

tf Bss ai®. 

Hat die uiialihatigige Verilndorliclio erst oinou boatimmten 
Wert ifj and erleidot sie danu oino Zuuahmo {i, so ist y erst 
r\ and dann (a-j + <))®. Die Zunalime von y ist also 

J 4- r))® -- 2 <)' 4- d®, 

and da 

X- d 

ist, wird 

^ sat 2 X, -}- i)\ 

4 X * 

DilBt titan nan iV imnior kleiuor worden, so nilhert sioh 
dioaer Ausdrack dom Wrouzwort 2xj, was wir aasdrlicken darch 
die Formel 


odor, wonn wir x an HfoUo von x, Holiroilion, 


, 2 X, 

dx 

li) Aach den Difldrontialfjaotioaten von 

y nj-. ic« 

kann matt, wetm m eine beUebigo ganze positive Zabl ist, in 
doraolben Weiso finden. Bei dieser B'unktion ist 

Jy ^ l-pi + A)"* ™ J") "* I 
also, wenn man das oratn Dliwl ontwinkolt, 

j ^ «- « + ™ x,»-« A + asw. 

Da alio Dliodor niit Auanalime des ersten die Gr6Be A 
odor oino I'otttn*/, dorsolbon al« Faktor enthalten, nfi,hera sich 
alio diesa Gliodor dar Null, so daB man findet 

** Iktt »»» 


apruiigiiujj.i5Li 

Man kann beweisen, da6 man diese Regel auch anwenden 
‘xie negative oder eine gebrochene Zalil ist. 
otient der Funktion 




vahlen wir 
ms(na; +p)} 

, n und p konstante GroBen sind 
p in BogenmaB ausgedriickt ist, 
lelbe Bedeutung wie oben, so ist 

5) + ^] — a cos {n + p)^ 

;oniometriscben Formel, 

+^S) +p]^m^oiS. 


-j- ^) + d 


( 18 ) 


Jjaist man nun S fortwabrend abnebmen, so n^bert sicb 
aucb der Winkel ^nd der Null, so daB (§ 38) 




ist. Da ferner beim Grenzwert die GroBe S im ersten Faktor 
des Aiisdruckes (13) verscbwindet, bat man schlieBlicb 

= - fflw8m(n!ri H-i?), 

d. L 

d[a COB {nx -h p)] . . , . 

^ — a?^sln(na; -f p). 
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§ 41! 


In tlerm'Uieti WbIho iiurlct nian 


i![i$ nin (n x pi j 
iJj- 


a n<ui8(«.r + f>). 


(1) Unr IjONor wird Untdit tniisohon, dufi, 'wtsun die) Kimk- 
tion cinon kiiiiHtautt»n P'aktor mitliillt, inati zmu’Ht dit* Kunktinn 
iiiit Wt'glasHHtig dosHttlhini difft-runziortni uud daiiri BclilioBlich 
diiM Rpsullftt niit difiBPKi Fnktctr tnultipliaionui knnn, und dali 
dar I)iir«rei»lial(iuotiout ohioa violgliedrigim AundruckcH gtd'imdiui 
wird, iiidfim man ji'dtw (■jliod oiir/adn tliflbri'nzii'rt und daiin 
die IloHultatw mit denstdbon Vorznichnu, wiih;lu> die (llinilor 
halteu, aufeiimuder ftdgen IkBt, lat oin (iiitul kouHtant, «« 
versoliwindnt ns im Diildrentialnuotionten, da os niclitN ztir 
Vorkndoning dar Funktioii boitrilgt 

Der I)iffttrentinlc|;u»tietit vtm ist 
.'i X . li.;', 

und (lor vrm I 4 . l».r— I'u-" |- 5.(=' 


Maximum oder Minimum einer ?anktion. I>i(( Ho- 
traobtuiig dor Voriiiidoningoii oinor Kunktinn itoi Zunalimo 
odor Abnubmo dor unabbilngigon V(*rilndorlicbon eriiiiiglicdit os 
auoh, din Worto dioNop loUteron zu boatimnion, itir wolfhes die 
Funktimi oin Maxituiim oder oin Minimum wird. Urn dies ssu 
erliluteni, liotracliton wir din Kunktinn 

w 'i 4 . jc — ar®, 

die wir in § It) dureh die krnmmo Linie von Kig. dargnsUdlt 
haban. 

tJeben wir winder dor imalibiliigignn VorilnderliciUon erst 
nimm bostiminbrn Wort und dann nine kleinn Zuuabmo (1, 
80 ist (/ niwt 

2 4 a-, - x’f 

und dann 

2 4 (x^ 4 d] “ (^( 4 d)*. 

Iiurnh Hubtraktion folgt hioraus 

ad y “ (1 — 2 a",) ») — d’* 


und also 


• {141 


. ( 15 ) 


Durch. dieses Resultat, welches wir auch aus den Regeln 
des vorhergehenden Paragraphen batten ahleiten konnen, wird 
in jedem Punkt der krummen Linie von Fig. 3 die Richtung 
der Beruhrungslinie hestimmt, denn, wie wir in § 39 gesehen 
haben, gibt der Wert von dyjdx die Tangente des Winkels 
an, den die Beruhrungslinie mit der a;-Acbse bildet. Im Punkt g 
z. B., wo ic — 0 ist, wird die Tangente 1, also der Winkel 
selbst 45 

'*unkt a lauft die Tangente der a?-Achse 
^‘nen Winkel 0, und also mu6, 
^on a nimmt, auch dyjdx = 0 
0,5 und wird fur diesen Wert 
Null. 

sgebend, der Absziase die Zu- 
'iie Zunahme von y 

ig von (14) die zweite Potenz 
0 

yur, dafi ein kleiner Bogen, 
ge, im Punkt a der krummen 
leinen geraden Linie, parallel 
iidet. 

a ein Maximum. Aber auch 
wird, lauft die Tangente der 
ind gelten abnlicbe Betracb- 

igen: 

H der unahhdngigen Verdnder- 
^ Oder ein Minimum wird, so 
Funhtion 0, oder auch: 
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man, niit Yeniachlilssigiing dor iswmteu vind 
liidit'riT I’citKtizwu vnn fV, die Vprlltult'mriK ciiicf Fuiiktion, 
wi-h’hi' (lb {•’(dgo tiiiinr 74mahmo S dfr miablitUigigon Vofilndor- 
liflu'H iat, ac» (»rliElt man t), wtmn dnr Wort, von dom man 
nuagitig, ('in Maximum odor Mitiimmn war. 

Man drttrkt dba wohl anch ao aun: W«nn oino Funktion 
t'in Maximum odor <dn Minimum ist, iludcrt aits aich uMU boi 
ciurr ummilidt kkimn Aiubrung d«r iinabhilngigeni Voriiudor- 
lichi'tj. 

Wmm man nilmlich dioao bUtore Vtu'llndoruiig untmdlicdi 
k!«in lumnt, ko will man damit aagan, daB ain ho kUnn godacht 
wordim muB, daU dio zwidto und hnlmro Potanzon deraolban im 
VtirgUdeli mil dnr eratan weggolassim wordon kiimien. 

Db allgameirui Funktion 

ttj** 1 /<.(■ i c, 

(lilt wir in § II lu'liwlilnti'n, lial ab I )ilh*ri'ulial(iu(ili<mt 

2 a.v -f- /i. 

IijtfHiT wird Null I'tlr 

b 

and wir fandmi diuin airnU, daB ftlr dicHtni Wert dor unab- 
hilngigru VarilmU^rlichnu din Funktion oin Minimum iHt 

§ -Pi. Sttwme «iH«r uaendlioh groUen Aazahl nnendlioh 
kleSnor OrdUea. Nklmrn nicli iu einrr Hiimmo alio Gliculor tier 
NiiH, aber riimmt xugbieh die Anzabl dor (Hitalor fortwillirond 
zti, HO kftun d«r Fall tnntmUni, daB dioHummo einon lioHtimmtisn 
(iri'oxwort bsvt, 

Man wird aich tnuca Ikiif(iti«l« atm dor Geometrio er- 
innern. 

Toilt man oino Pyrumide duroh Kbeann, die der Gruiid- 
IliU lio jiamllol lanfen und gleirimn Almtand voneinander haben, 
in dtiiino Hidiichtim und Imachreibt in joder oin Prisma, welches 
mit ihr die oboro Gruntlllkobe und die Hflhe geniwin bat, ho 
mt die 8umm» allor dbsor Prisinen kloiner als tier Itdialt dor 
Pyramitb, abor »io bat dieaen Inhalt zum Grenzlvert, wenn 
man «Ue Anmhl dor Kbenen unbogrenzt zunebmon Mt. Der 


Ktirze halber kann man mit Hinweglassung des 
wert^^ sagen, da6 der Inbalt der Pyramide gle; 
einer unendlich groBen Anzabl von Prismen 
kleiner Hohe ist. 

Dieselbe Metbode wird in vielen anderei 
wandt. Man teilt oft eine zu berechnende 6ro£ 
Anzabl, z. B. n kleine Teile, und setzt an St( 
etwas, was ein wenig davon verschieden ist. 
die Summe der Pehler, die man so macht, be: 
Zabl n der Null nabert^ so wird der Grenzw€ 
der n GrdBen, durcb welcbe man die n Teile e 
gesncbten Wert liefem. 

Will man z, B. die Lange einer krummen L 
so teilt man sie in eine groBe Anzahl kleiner ^ 
setzt jeden Bogen durcb seine Sehne. Der 
Summe aller dieser Sebnen bei fortwabrendem 
Anzabl der Teile ist die gesucbte Lange. 

In dieser Weise wird in der niederen Geor 
fang des Ereises ermittelt. 

Hier nocb einige andere Beispiele. Um ( 
Figur zu berecbnen, die (Pig. 37) durcb eine ge^ 

Linie PQ, die Abszi 
und zwei Koordinate] 
begrenzt wird, teilt i 
von OX, Welches zwi 
liegt, in eine groBe An 
AO, CD usw. und ei 
Teilpunkten die Ordii 
sucbte Inbalt wird 
Streifen APPO, Cl 
tedi . Diese ersetzt 
der Figur zu erseb 
Eecbtecke; man siebt obne weiteres, daB der g 
der Grenzwert der Summe dieser Kechtecke b( 
VermeliruDg der Anzahl der Teile ist. 

Der Sektor OAB (Fig. 38), welcher dur( 
jjLeitstrahlen" OA und OB und eine gege 
Linie begrenzt ist, kann durcb eine Anza 
strahlen zwischen 0 A und 05 in kleinere Sekto 
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§ 42] 

geteilt werden und jeder derselben kann durch einen Kre 
sektor wie 0 GE ersetzt werden. Der Grenzwert der Sum; 
dieser Kreissektoren ist der Inhalt you A OB. 

Man kann dies alles wieder kiirzer ausdriicken, ind( 
man sagt, daiJ die Lange einer krummen Linie die Summe eii 
unendlich groBen Anzahl unendlich kleiner 
Sehnen ist, daB der Inhalt yon APQB 
in Fig. 37 durch Addition unendlich 
Yieler unendlich kleiner Eechtecke ge- 
funden wird, und daB man in Fig. 38 
ebenso mit unendlich kleinen Kreissek- 
toren verfahren muB. 

Die unendlich kleinen Teile, in 
welche eine GroBe geteilt wird, nennt 
man die Elemente dieser GroBe. 

Der Vorteil, den die angegebene Berechnungsweise biet 
liegt darin, daB diese Elemente durch andere unendlich klei 
GroBen ersetzt werden, deren Wert leichter gefunden werd 
kann. Die Aufgabe wird hierdurch auf eine andere, welc 
einfacher ist, zuriickgefuhrt, die Bestimmung des Inhaltes eir 
Pyramide z. B. auf die Bestimmung der Inhalte einer A 
zahl Yon Prismen, die Berechnung des Flacheninhaltes eir 
Yon einer krummen Linie begrenzten Figur (Fig. 37) auf c 
Aufgabe, die Summe einer Anzahl Yon Rechtecken zu 1 
stimmen. 

Auch in physikalischen Problemen wendet man oft d: 
selbe Metliode an, da die Teilung einer komplizierten Ersch< 
nung zu einer Vereinfachung fiihren kann. Wenn z. B. c 
Konzentration einer Losung yon einem Punkt zum anderen si 
andert, so kann man den Raum, in welchem sich die Losu 
befindet, in kleine Teile, z. B. in kleine rechtwinklige Parall 
epipeda teilen und annehmen, daB die Konzentration innerhs 
jedes dieser Teile uberall dieselbe sei und sich nur beim tJb( 
gang Yon dem einen kleinen Raum zum anderen sich sprur 
weise andere. Ebenso kann man, wenn man die Warn 
AnfxxnV.lrp.lnnor hARnrAp.lip.Ti will, dift wfl.hrend einer ffewissen % 



eines jeden dieser Teilt’ m lti‘r.n-ijM»*s>, ;»i > '• 

Starke beibehielto, clie or uiii «ii • r 

Resultat, zu welchem luuii kuiiuul, i f uf/.i • r 'i 
je waiter die Teiluug gt'trirbiMi ttu4. * . s 
dieses Resultates fiir den Kali, d.ib 4u A-.’-u.. 
wahrend zunimmt, wird der Wtrkli> likf>:! 

Mit den Hilfsinittehi, die lo.!i» »•' M.*i 

urn die Grenzwerto von Httinmen wse die . j , i. 
sogenannte IntegraU^ zn beMimnieii. u »s»’ 
beschaftigen; es geniigt hh«, 'in' lik. u. •* 
nungen einzasehen, wahrend «»r die An'toslunn 
matikem ttberlaasen kSnnen. 
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Bewegung und Krafte. 

§ 43. Bewegung von Punkten und Korpern. Die Orts 
Veranderung von Korpern und Teilen derselben ist die ein 
fachste Erscheinung, welche in der Physik zur Sprache kommi 
und die G-esetze, von denen diese Erscheinung beherrscht wire 
sind von um so groBerer Bedeutung, als viele Erscheinungec 
die auf den ersten Blick von ganz anderer Art zu sein scheinei 
auf Bewegungen zuriickgeftihrt werden konnen. Wir wolle 
uns daher zunachst mit der Lehre von, der Bewegung, de 
Mechanik beschaftigen. 

Wenn sich ein Punlrt bewegt, so beschreibt er eine gerad 
oder krumme Linie, welche die Bohn des Punktes genannt wire 

Bei der Bewegung eines Korpers muB man die Bahne; 
unterscheiden, die von den verschiedenen Punkten durchlaufe; 
werden und die voneinander sehr verschieden sein konnen.* 

Bei der Wellenbewegung z. B. in einer Wassermasse muJ 
man der Reihe nach auf die Ortsveranderung der verschiedenej 
Wasserteilchen achten, von denen sich in < demselben Augen 
blick einige in einer hohen, andere in einer tiefen Lage be 
finden, und wenn eine Fliissigkeit durch eine Offnung au 
einem GefaB ausstromt, muB man untersuchen, auf welche] 
krummen Linien die Teilchen der Fliissigkeit die Offnung er 
reichen und das GefaB verlassen. 

Bei fasten Korpern ist keine so groBe Verschiedenheit de 


jedoch eine genugcnde Vorstellung von der J 
Kdrpers, sobald man von einem Punkte d©ss( 
veranderung kennt Es kann sein, daB alle Pui 
standes in derselben Weise fortschreiten ( 
Schlitten) Oder auch, daB man sich mit der Kei 
€inm Punktes begniigen und von den Einzelhei 
wegnng der anderen absehen kann. Um z. B. 
einer Gewehrkngel zn nntersuchen, kann man d 
die An&nerksamkeit nur auf einen Punkt dersel 
Wird ein Korper in dieser Weise durch einen 
so wird er ein mat&riell&r Punkt genanni 


§ 45. Zeii Nachdem man die Bahn eines ] 
gelemt hai^ kann man auf den Ort achten, wo 
^mmim At^enblieken befindet, und auf die Zeii^ 
die Bewegnng von dem einen Ort naoh dem an 
Einen bestunmten Zeitpunkt gibt man durch d 
Zeiteinheiten an, die seit irgend einem feste 
dem Anfangspnnki der Zeitrechnung, verlaufen si 
wenn der beixachtete Zeitpunkt diesem Anfangs 
gehtj durch die Anzabl Zeiteinheiten, die bis an 
verlaufen werdem Die betreffende Anzahl ZeiU 
mit I l^ieichnet; sie wird als eine positive Grc 
wenn man es mit einem Zeitpunkt nach dem 
d^ Zeitrechnung, und als eine negative GroBe, 
jail daem Augenblick wr demselben zu tun hai 

- Zeiteinheit wollen wir, wenn nichts a 
die 8ehmie benutzen. 


Augenblick, Ton dem aus man die Ze; 

hSttfig dea Zeitpunkt wgjhlen, in welchen 

aniMgt. 

Die Bestnmnng des Ortes, in welchem si 
anfeinnnder fol^nden Angenblickei 
Bewegnngen, wie die der me 
daRdi den Dmstand erleichtert, daB si, 

St erforderUc: 

m<*t in®klicb SnderL Bei schneDeren Beweec 

dBM mmn oder anderen Knnstgriff anwendenf 


§ 46. Gleichformige Bewegxing. Geschwindigkeit. B 
Ergebnisse derartiger Beobachtungen konnen in verschieden 
Weise veranschaulicbt werden. Man kann z. B. die Bahn in ein 
Figur abbilden, erforderlichenfalls in verkleinertem oder 
vergroBertem MaBstab, und neben verschiedene Punkte d 
Figur Zahlen setzen, welche die Zeiten angeben^ in denen d 
Korper diese Punkte erreicht hat. 

Die Bewe^ung heijit gleichformig , wenn in willkurlich ^ 
wdhlten gleichen Zeitteilen gleich gro^e j , , 

Wege xuruekgelegt werden. Fig. 39 stellt ^ ^ ^ 

eine solche Bewegung vor; die Punkte 

0, 1, 2, 3; 4 liegen in gleichen Abstanden voneinander. 

Die Qeschwmdigk&it bei einer gleichformigen Bewegung wv 
gemessen durch den in der Zeiteinkeit m/ruchgelegten Weg. 

Mit einer Ausdrucks weise, deren wir uns in derartig( 
Fallen oft bedienen werden, sagen wir auch: die Geschwindi 
keit ist der Weg, der in der Zeiteinheit durchlaufen wird. 

Die' Oeschwindigkeit einer gleichformigen Bewegung ist fa 
wdhrend gleich grofi. 

In der Deflftition der gleichformigen Bewegung ist an 
driicklich die Bede von willkurlich gewahlten gleichen Zei 
teilen. Der Korper muB nicht nur in jeder Sekunde glei( 
weit fortschreiten, sondern auch in jeder halben Sekunde, 
jeder zehntel Sekunde usw. ' Soli daher die in Fig. 39 da 
gestellte Bewegung wirklich gleichformig sein, so miissen d 
Punkte, neben welche ^ geschrieben werdt 

muB, genau in der Mitte zwischen denjenigen Punkten liege 
bei denen 0^1, ^2, 3 steht. 

Die (mrch F^g. 40 darg^ellte Bewegung ist nicht gleic' 
fbrmig, opwohl man^-^aub^n konnte, 

daB sie es ist, solange man nur auf ^ 

die Wege achtet, die in vollen Zeit- Pig. 40 . 

einheiten durchlaufen werden. 

§ 47. Preier Pall. Beschleunigte und verzogerte B 
wegung. Ftir die Entwickelung der physikalischen Begriffe i 
von besonderer Wichtigkeit das Fallen der Korper, wenn s 
storenden Einfltissen so gut wie moglich entzogen sind (frei^ 
Fall). Ein solcher EinfluB wird in mehr oder weniger hohe 
Grade von der Luft ausgeiibt; wir woUen aber im folgend( 

LorentZj.Lehrbucli der Physik. L 5 


SBiieliinLen, daB diese, wenn notig, hinweggenoi 
BedmMung hat.ersiens gelehrtf dafi dann alle Korp 
und da^ die in mifeinand&r folgend 

imkm durekhufemn Wege, von dem Augenhlioke c 

der Fall an 

iJ ^ 


3 

Fig. 41. 


sick %uein 
wie die Z 

7 mw. Diesem Gesetze entsprechend wird die B 
faHenden KSrpers durch Fig. 41 dargestellt, y 
die linie in vertikaler Stellung denkt. 

Da in anfeinander folgenden gleichen Zeiten 
Wege znruckgelegt werden^ nennen wir die 
Mmnigt Werden die in gleichen Zeiten durcK 
immer kleiner, dann ist die Bewegung verzogert. 

§ 48. Bin- and kergekende Bewegung. D; 
riddang dnesPunktes kehrt sichzuweilen um, so c 
entkng zarucfcgehi Als Beispiel hiervon kann eii; 
ohea geworfener Korper dienen. Die Bewegung < 
^ ^ . durch Fig. 4 

wenn man si 


Fig. 42. 


3 


in vertikaler 
dem Punkt ( 
In der Figur ist noch der besondere Dmstanc 
daE nach der TJmkehrung der Bewegungsrich 

Zeitpunkt 4 s' 
‘ ^ — Punkt fiir jec 

Weges, das < 
steigen in 


"7 ^ 

Fig. 4a. 


-i-i — > 

J 


darehlaofen hat, auch beim Fallen eine Zeiteinl 
Bei der in Fig. 43 dargestellten Bewegung 
^entfimliclikeit nicht 

• J einer geschlossenen 

^ aaf einer geschlossenen krummen L 
tosdben Riditnng fortschreitet, so fiihrt er eii 
ms. Die Zeit, welche er braucht, u 
^ Paito der Bahn zn demselben Punkt zi 
few iit. Ww^kmf^zmL 

da™ ^ dargesteUt, daB der 

er la 5 fetanheiten zam Ansgangspunkt 





ist, die folgenden Umlaufe in derselben Weise ausfiilirt ^ 
den ersten. Man kann dann von denr Umlaufszeit sprech 
d. h. von der Zeit, die fiir jeden Umlauf, einerlei welchen, 
forderlich ist. Diese Zeit ist dieselbe, in 
welchem Punkt A oder B man auch. 
den Umlauf anfangen laBt. 

Das einfacbste Beispiel einer Be- 
wegung auf einer geschlossenen Linie 
mit konstanter Umlaufszeit ist die gleicb- 
formige Bewegung. 

Bewegnngen, die sich wie die so- 
eben betrachtete immer nach Verlauf 
einer bestimmten Zeit in derselben Weise wiederholen, heil 
2)eriodisch\ die betreffende Zeit wird die Periods genannt. 
einer Bewegung mit konstanter Umlaufszeit haben die Wc 
Umlaufszeit^ und ,,Periode^^ dieselbe Bedeutung. 

§ 50. Sckwingungen. Auch eine Bewegung auf ei] 
nicht geschlossenen Linie kann periodisch sein; dies ist z. 
der Fall, wenn ein Punkt zwischen zwei auBersten Stellun, 
hin- und hergeht so daB jeder Hin- und Hergang in dersell 
Weise stattfindet^ Derartige Bewegungen werden als Sckic 
gungen bezeicbnet. In der Eegel 
wollen w ir unter einer Schwin- 
gung einen vollen Hin - und_ 


f/\ 
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7 

3 

0 
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Hergang verstehe n ; die dazu 
erforderliche Zeit heiBt die 
Schwingungsxeit Im besonderen 
betrachten wir Schwingungen 
auf einer geraden Linie. 

Zwischen denselben Um- 
kehrpunkten und bei derselben 
Schwingungszeit kann die Be- 
wegungnochinsehrverschiedener 
Weise stattfinden; es sind, wie wir sagen konnen, verschied 
Sohwingungsformen moglich. Die Fig. 45, a, 6, c, d konnen 
Erlauterung dienen. In der ersten sind der Hingang und 
Riickkehr gleichformige Bewegungen mit derselben Geschwim 
keit. In Fig. h sind sie auch noch gleichformig, aber die 
wegung ist nach rechts langsamer als nach links. Die 


Fig. 45. 


5 * 
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Fig. e dargestellte Bewegung unterscheidet sich von di 
Fig. a abgebildeten dadnrch, da6 der Punkt an den E 
der Bahn jedesmal eine Zeiteinheit lang in Euhe bleibt 
Fig. d endlich sind beide Bewegungen beschlennigt. 

In alien diesen Fallen ist die Scbwingungsdauer 
nnr die Zeit, in welcher der Punkt von dem einen End( 
^ . . Babn aus bin- und hergeht, soi 


auch die Zeit, welcbe er bra 
inn von einem beliebigen Pun 
(Fig 46) aus zuerst nacb dem einen Ende A zu gehen, 
nach dem anderen Ende B zuriickzukebren und schlie 
wieder den Ausgangspunkt zu erreichen. 

§ 51. Thtifa che Schwingungen. Wir tvollen jetzt 
Scbwingungsform besprechen, die von besonderer Wichtigke: 



Wenn (Fig. 47) sich ein Punkt P auf einem Kreis be 
80 geht die Projektion Q dieses Punktes auf einen f 
Durcbmesser AB zwiscben den Endpunkten A und B 
lekteren bin und her; die Projektion fllhrt regelmi 
Scbwingangen aus, wenn P die aufeinander folgenden Um 
in gleidier Weise macbt. Die Schwingungszeit von Q ist c 
bar dasselbe wie die Umlaufszeit von P. 

Die Schwingungen von Q in dem besonderen Fall, d 
eine gleicbformige Bewegung hat, werden einfache geni 
Man beacbte, da6 die Bewegung von Q eine solche einl 
Scbwingung sein kann, auch wenn der Kreis und der Put 
nicht da sind; der Punkt Q kann sich auch dann so bew 
dafi er als die Projektion eines anderfin PimV+oa 


W't'iHf hi'wcgt wio dt?r l*uukt Q. In kurzen Worton kihi 

wir 

him t'iM/hche StiiwinffUHff "ini die Pnijekiian einet ijlfitdifiirni 
kiridH^ii^tijumj mif mmtierade Linie, dmin> det Kimm den Krems i 
Fig* 48 tliiiiit miv liiUien^n Frlilutnruog der ainfac 
Heltwiiigiiiig, Dta Punkta (I, 2, 2 urn. atif dam Kr 

liiigiii ill glaiahao Fntfarmingaii voiudiiaiular. Natlirliali k 
mini die Bewegiing eingalitaidf^r !»eirnfhti‘n imd in darHal 
W'ldni den Ort ilea Ihinktea fllr Angt*nhlicke angnlien, 
z» ti iim ein Sechznhntel «lar SnhwingungHzcni. auHinnam 
liegen. 

Wir rirjiiem unbare AufmerkMamkeit Inmoinlers nttf 
fulgmiiltm FigeiiHclniftnii der einfiichen 8<‘hwiiig«iig. 

a) Pm etna der HiUfteii A nml li(> (Fig. 47) der H 
in der eiiten tuler lit der liiclitiing m clnrehliiu 

hrinieltt der Pnnkt den vierien 1Vil tltn’ S<dtwinginsgHzt*it. 

h) Fill lieliehigt^H 8tilek der Hahn wiril htnin Ilingang 
hiniii flergiuig in lierHelheii Zeii /atriiekgelegt, 

e) In /Avei Augenidie.ken, die nin tlie hiilhe Hehwingii 
‘/eii viititnniuider entferni Mtml, hefindet iiieli der «e}iwiiigc 
Ihinkt ill gleieher Fntferiiiiiig. aber luif verHehiedenen He 
vein iind liewi»gt «ieli in enfgegengeHet/den Hicditniigem 
d| the Btnvegttiig mi be»elt!eunigt, wlibrenrl Hteh 
Hchwiiigeiitie Ihuikt dem Pnnkt o nillierb urnl viirfigart# m 
er itrh viin O entternt. 

Ik^r Alwiaiitl die liiilbe Llinge «br Bahni wircl 
*'44ifri#iyii##f#i#*rilii nder AmpUlMd^ geniinnt 

g f>2. Anitrti Btiipitl fcm titm Zniftiainanhattf swlsc 
im liwtfsnf iwtitr Pnakt®. Int Kiille dew vtirigeii P 
grii|ilien wiirde die Bewegnng viin (J ditre.b die Bewegtiiig 
Pnnkiiw P !:Hwtiinmt. in iibntiebcr WeiMci xwiiigt iiiiin bei ¥i 
Miweliiiieii eiiien Fiinkt, «ieh in tier fllr irgeiid etiieii Zf 
nliligeii Wei-m m bewegeii, dipliirelii tliiB itiiin tlifi iiiit ei: 
iiiideren Piinkt verbindet, der «elbi^l eiiie lientiitiiiitii 
wegtiiig liiil. Kill Beiipiet likrttw wird diirrli Fig. 4!i 
iiiiirliiiiiltrtit, 

Per Pnnkt /* bat nine gleieliftlrrnipi fkiwi'giiiig imf < 
Kreii iiiid P iittiB iieli itiif fltir Vtirlitigirtiiig <lei Ptindiittcw 
II J iti liewegen, diiB der Alwtiiiitl {*ij eiite kfiiiitfiiitci Lllii 


70 


Erstes Kapitel. 



hat Man kann anch sagen, daB sich eine gerade Lin; 
yon konstanter Lange mit dem einen Ende gleichformi 
einem Kreis bewegt, wahrend das andere Ende auf der ge 
Linie BD gleitet. 

Der Punkt Q geht hin und her zwischen den Punk 
und E, die man erhalt, wenn man AD B E I macht. 
die Bewegang jetzt aber keine einfache Schwingung ist. 



c 

Fig. 49. 


sich, sobald ma 
einige Augenblick 
Ort von Q best 
Es geniigt schon 
fiir einen Auge: 
zu tun, der in der 
zwischen denjer 
liegt, in denen sic 


Punkt P in A nnd in B befindet. Zu diesem Zwecke ha 


man den Haibkreis BA in C' und bestimmt F so, daB G 
ist Der Punkt P liegt nicht in der Mitte von ED, wa 
Fall sein wurde, wenn die Bewegung von Q eine eir 
Schwingung ware. 


§ 53. DarsteUung der Bewegung eines Punktes 
eine PormeL Wir nehmen auf der Bahn einen festen Pui 


an und bestimmen den Ort des beweglichen Punktes i 
die langs der Bahn gemessene Entfernung 5 von 0, in wc 
er sich befindet Diese Entfernung rechnen wir positiv 
negativ, je nachdem sie von 0 aus die eine oder die a: 
Eichtung hat 


Im Laufe der Bewegung ist 5 offenbar eine Eunktioi 
Zeit die seit dem Augenbhck verlaufen ist, von den 
man die Zeit rechnet, und die Bewegung ist bekannt, 
man weiB, weMe Funktion 5 von t ist, mit anderen W( 
BMh welchem Gesetz die eine Veranderliche von der am 
abh&igt Dann kann fiir jeden Augenblick der Ort des Pu 
Mgegeben werden. 


• zwischen den Veranderlichen kann c 

me Tabene_angegeben werden (Tgl. § 1). Man kann nhj 


33 or Zusammenliaiig zwischen s und t kann aber auc 
^ eine Formel ausgedriickt werden, sei es durch ein 

Formel, die sich so gut wie moglich den B( 
^^^’^ii'tnrgen anscblieBt, sei es durch eine Gleichung, die ar 
i i%tr 3I)^j5]2ition einer Bewegung besonderer Art abgeleitet win 
V Gleichungen sind fur die Bewegungen, von dene 

cTon Torhergehenden Paragraphen die Rede war, leicht au. 

§ 54. a) Gleichfdrmige Bewegung^ Wir wahlen fur 0 de 
ixi welchem sich der Korper in dem Augenblicke b< 
"von dem aus man die Zeit i zu rechnen anfing, und w; 
utVliiTtreia an, da6 die Bewegung nach derjenigen Seite gerichh 
xia^cTa welcher 5 positiv gerechnet wird. Die Geschwindij 
ktut sei V. Aus der Definition der Bewegung folgt unmitte 
birr^ dLstB 

s — vi 

ist, IDiese Formel gilt auch fiir eine Bewegung nach d' 
Seite bin, wenn man in diesem Fall die G 
hcIsl windigkeit mit dem negativen Vorzeichen versieht. 

Es ist zuweilen wiinschenswert, den Punkt 0 anders : 
wlililexx als oben angegeben wurde; zur Zeit t == 0 befindet sii 
cler Korper in einer gewissen Entfernung a von 0. F 
ilie iSeit t wird infolgedessen 

s — a vt 

III d.ioser Formel kann sowohl v als a positiv oder negativ sei 
b) Wrei&r Fall Wir' rechnen die Zeit i von dem Auge 
iilioke a.n, in welchem die Bewegung anfangt, und s nach unt 
won dexn Punkte aus, in welchem der Korper losgelassen wii 
Dexr 'W'eg, welcher in der ersten Zeiteinheit zuruckgelegt wi] 
tiiBiiCoiclinen wir mit a. Dann sind (§ 47) die Wege, die in d 
dritten Zeiteinheit us'w. durchlaufen » werden, be 2 
:i 5 ct^ 1 a usw, Hieratis folgt ftir die Wege, welche^ in d 
/,W€ 3 i exsten, den drei ersten, den vier ersten Zeiteinheit 
f'lirtlokgelegt werden, 4 a, 9 a, 16 a. AUgemein ist also, wen 

fine gstnze Zahl ist, . 

s = at^ . . . . • • • . • 

IDie Beobachtung hat gelehrt, daB, auch wenn t ni( 
iltiroPi eine ganze Zahl ausgedriickt wird, dieselbe Beziehung g 
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Der in 2,5 Sekunden durchlaufene Weg ist z. B. 6 
c) Mnfache Sehwingung, In Fig. 47 verstehen wir ui 
den Abstand 0 Q des ,beweglichen„ Punktes Q von der MitJ 
Bab n und nehmen « positiv, wenn Q iiber 0 liegt. Die 
recbnen wir von dem Augenblicke an, in welcbem P in ^ 
die Umlanfszeit oder Schwingungszeit bezeicbnen wir i 
welcbe GroBe also im Gegensatz zu der veranderlicben 
eine Konstante ist, und die Amplitude mit a, Winkel ei 
drucken wir in BogennaaB aus. 

Wenn der Punkt P in der Zeit t den Bogen AP & 
laufen hat, so ist 

wie man findet, wenn man bedenkt, daB P eine gleicbfo 
Bewegung bat nnd daB die Verbindungslinie von P mit 
der Schwingungszeit T den Winkel 2 % beschreibt. 

Ferner ist 

O Q = 0 Poos A OP, 

also 

s ^ a cos 2 TT Y . . . . . . 


Obschon bei dieser Ableitung angenommen wurde, daB t 


A 


ist, gilt die Formel fiir alle Werte 
Liegt z B. ^ zwiscben T und T, so ‘ 
P und Q Lagen wie die in Fig. 5< 
gegebenen. Die Lange von O Q ist 
,a cos B 0 P\ man bat also, da 5 negal 

s = — a cos BO P — a cos A OP, 

und fur AOP kann wieder 2 7ttlj 
schrieben werden. 

Andere besondere FaUe konnen e 
behandelt werden. Wir bemerken nur nocb, daB die Forr 
auch gilt, wenn ^ > P ist, selbst wenn t vielmal die Scbwin^ 
zeit umfaBt. Die Formel drtickt aus, daB jedesmal 
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Wmwlo well der Gosiuus eine periodische Funktion is 
kaiiu <lia Borniel cine periodische Bewegung darstellen. 

d) Dio Fonnol (2) inuB dutch eine audere ersetzt werdei 
womi- zur Zoit i = 0 der schwingende Punkt nicht in A (Fig. 4' 
iat. Man nohiuo z. B. an, er befinde sich um diese Zeit in 
niul howoge sich nach der positiven Seite bin; der Punkt P h 
daun (Fig. 61) in /»,, Worden dann in der Zeit t die Wege P 
und O Q durchlaufon, so iat * 

OQ = opaiu /■„ OP 

und also 

A- = n sin 2 ,t , 

luid tlieso (Ui'ichung gilt winder fUr alle Werte von t. 



u 

Fig. .’ll. 



In! (Fig, 62) dor Punkt, <lor sich auf dom Kreise beweg 
im Augtmhlink / 0 in P„, wird dor Bogon..dP(,, dutch de 
Itadius ids Kiiihfiit ausgodrllckt, init p bozeichnet und beziehe 
sich P tmd Q iiuf din Zoit t, so ist 

/( O I' ^ 2n y, -p p 1 

also 


H -» rt COM ^2 n !j, I- p'j ■ 

§ 66. 0raphi*ohe Darstellung einer Bewegung. Der Zu 
wnmiH'idiang /.wisnlinn m und t ktuin in der in § 9 besprochene; 

diireli Figur imsgodrUckt werden, weun man ( dure 
din lUid » durch dio Ordiimton darstelli Jedem Paa 
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die Achse der Zeiten und die Achse der 'Wege i 
sie in der Figur durch die Buchstaben T und 3 nn 
a) Oleichformige Bewegung, Da bei diescr B< 
aufeinander folgenden gleichen Zeiten die Entfernunj 
nm denselben Betrag zunimmt, miissen in der j 
D arstellung die Anderungen der Ordinate denen d 
proportional sein; eine gleiehfdrmige Bewegung wird 
eine gerade Lmie dargesfellt. 

Fig. 53 stellt eine Bewegung dar, bei welclier 
= 0 bereifs den ‘Wert OA hat. Die Verscbiebun 
der positiven Seite gerichtet, so da6 s zunimmt. W 
Zeiteinheit vorstellt, so ist die Differenz stc der Oj 
und qs die Zunahme von $ fur die Zeiteinheit; als 
der Geschwindigkeit. Je groBer diese ist, einen des 
Winkel bildet die Linie mit der Achse der Zeiten. 

Ist fiir ^ = 0 auch ^ = 0, so geht die Linie 
Ursprung der Koordinaten. 



Pig. 53. 



Fig. 54 bezieht sich auf den Fall, da6 der Abs 
zur Zeit t — 0 den Wert OA hat, abnimmt. Zu der 
dargestellten Zeit wird 5 == 0; der bewegliche Pun 
dann denjenigen Punkt der Bahn, von welchem 
rechnet wird. 

Man kann die graphische Method e benutzen, un 
steUungvon der Bewegung einerAnzahlKorper zu geb 
auf derselben Bahn bewegen. Betrachten wir z. B. 


cliiri*li M na uihI r/r’ ilargoHtellt wi^rtltHi; dm Kllm.^ InMmr 
hmmvhtmi wir imvh tlio Stationi^ii mdlmt diireh dm IluchstalKHi 

ti. J. II, M 

I^t*r Liiiit i‘iiitm jtnlfii Zugt^ii wirtl lum cUircli iane Litua 
IHt^ ptir.su z, B. niah auf oiriaii 

Kiim» liar '/4ir Zait I Cl 
wii ! ^ liligiiiil* iiiit glabh- 
fflniiiger Ikiwagiiiig miah 
4 gt’lit, I'tiana SCntlt>u 
/II liar iliirah f ihir* 

Zri! 1’rrru‘ht. 

|jirr Ihiiki’ aniialt, wh‘ 
thinii dm Lai^a* viui py 
iirigrf*a!iaii wirit, wnliinit 
firirit’ llattagiilig liiit ga* 

rillirrar 

t'iirt>N*l/t Jv liutaht iiaui* 
llt’li klmuaraii W tii- 

kal iiut * 'f i Hr- I* p , ill fiaUvHH iuiigar itiiliiilt Ills in A uud ninllbh 
|■l»|| |i li -nii ’ iiu! liar-ialbrii C ta‘4rliU' mit clnf 
tin* Mi'r'rka fm.i ihirrIihiniVn ivtir*la « liliifl jiariitlnl ll/i). 

Min I'fiii a iuiH||i»lininin Luiin gilf 1‘tlr i‘iitnit Zug* dnr iinli 
wn* iii*r ln*irin*litnlt% tlin* iihtn* no fifl 

iti*i|t4il win iliirrh fh$ aiigngnlinii wink Uiii bni A bn* 
giiiin^inta Liriin l■■nrlltiHrblllllirbt, iliii niti Ziig iiiit grllBiiriir <1©* 
idn itin bmtnii vi»rii©rgnbinitinii vnti O niinii (/ 
gniit., tibin* iili linli Zwinrliniintiltiniinil llll/ailliiltini. Knillicli 
finiii ilrr Liiiil’ Zwgn^N ttiirgn*4t.nllt» itttr tmi o aiisigtilit iiiitl 

liiif III |l Hiiinill* Mill Liinn r f bn/.inbi iitif tiilin Biwnglltlg 
in ilrf llir III ling %aiti C/ lliirb *K 

Wniiii dm ¥'m.m I'iiiitiwl k**it:«*triiint1 i»l, nci limit iimii iini 
ilaf^rlbrli Kili/i4!irilnl$ ti|lltll4llll©ll. Will limit 

iipHf'ii, mil mrhAm Zint dm Zilgn nilinii lM»titiiiiileii Fmikl ili» 
\% iHmmmru, iiiiili tttiiit f«ii finiii iiiil«jirtitj|inriil«it IHitikl 
lirr ilrr W«»gn Lillin |tiirii!li4 :'^ii i^T iinliain Mii- 

urgrri tfi-bni %%'ir mu *.lnn l»iirrlwrliiiitii|Hiiikt«ii liitr liiitnii mit 
aliirf iitif O f, %%u ^$rli tliif tnrf^rltintlntinli Ztlgn ill 

niiirfii A*t|ftti*blink li»4iisfltni* 

.Srlif4in«b*ii mmm Imtkm, wnlrlir itmii iiti Biiiikl d iiiiilil, 
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bedeutet, da6 ein Zug einen anderen einholt, und zwar z 
einer Zeit, welche durch. die Abszisse Og von und a 
einem Ort, der durch die Projektion h des Durchschnitts 



punktes auf 0 C bestimmt wird. Auci 
Kreuzungen von Ziigen sind in de 
Figur angedeutet. 

b) Freier Fall Die krumme Lini 
in Fig. 56 stellt graphisch dar, wa 
in § 54 durch die Pormel (1) aus 
gedriickt wurde. Wenn 0 A, AlB, B C 
CD Zeiteinheiten bedeuten, dann is 
Aa^a, Bh = 4ia, = 

Da die Ordinaten den zweiten Po 
tenzen der Abszissen proportional sind 
so ist die Linie eine Parahel (§ 18) 
tiberhaupt stellt jede krumme Linie eim 


nicht gleichfdrmige Bewegung dar. 
c) Schwingungen, Bei einer schwingenden Bewegung wire 
jedesmal nach Verlauf der Schwingungszeit wieder darselbc 



Punkt der Bahn er- 
reicht. Diese Eigen- 
schaft macht sick 
in der graphischen 
Darstellung dadurch 
bemerkbar, daB die- 
selbe Ordinate wieder- 
kehrt, wenn die Ab- 
szisse urn den der 
Schwingungszeit ent- 
sprechenden Wert an- 
wEchst. 

^ Die graphische Dar’- 
stellung einer sdiudngm- 
den Bewegung ist daher 
eine Wellenlinie, Fer- 


Bi!wag«tig unci 


^ fitli 

iiiitl I¥ Bivli iiuf die Beweguiigeii, die auch in 

ti, k i\ d dargeHtellt Hind; diibai ist z\i beinerken, d 
ficiri/aHitnlen Kiitfermingen von Fig* 45 in verkleinerten 
stub dureli die vartikalen Ordinatan vcm Fig* 57 wiedarg 
warden, ho dafJ siah ^raelits^* in Fig. 45 uiul „ohan*‘ in ’ 
initHjiraelien. Bai jeder liiitie der let/.taren Figur ist ain 
wiiitala ganida Linia hIh Achna der Zeiien gt‘7.oge!i, \ni 
in eii'iar mdahen Hi»he, dal5 die Wellenllnii* uaeh oIh 
niiali nntaii idrh glaieliw«4t vtiu der geratleu I unit* tu 
die Ordinaltoi Htellen hIho dii^ Kntferinmgen tlen^ mdiwiii 
PonkieH vnii d**r Mitte der Hahn <lar. Die Figur luHtii 
keiiHU* Widtereii Krlatiterung. 

!he grH|duHelH» IkirHitdhing ainer tnnfaeltari Schv 
wird leiebt huh der in § 51 gagtdianan Ibdinition iib| 
Man kiiiifi 7 . it. filr Auganhtialci% di«^ uiu Stdiwingi 
vtinairiitiitter **ntfeiiit Mud, die Fntfernung heHtiuinieiu in 
Hieli tier Mehwingende Funkt mif tier tdneu oder tier i 
Siuft* veil fi Fig. I* bidiiitiet, uiitl inulS ibinn tlieHO Kiiifei 
iiIh gliueh^Mui viunnnHnder Hielietitle oitar negii^ 

diniileii in der Kignr anbriiigiui, 

W'lr nlnudiiH^ieii en defii Le^er. diene KtiriHlriikticiii 
iillirinn 

i Hr^ nt'^yhe tkirMfiMf Bi I 

fitht' tlVIlefiliiiir'ii tnipf Al #i l|.# |^ig»25}» 

Krm^Ul mmi niiiiilteli iti den Foriitalii ton § 54, «i 
die^ iliiriintiibeii I iiiitl ^ hm* ritire!i x iiltd Ho tiabi 
dieisdlii^ nil win die Clleieliiiiigen in §*it, 

lietiterkeii ^rlilieBtiali ntirli, iliii* ebaii'mi w 
nrliwnigende Bwwegiing diirrii eilie Widlenliiiie flitrgefilel 
iiiirli itiiigekeliri jede idbndilite iil« dii^i Hild iHlirf p 
St4iwiitgnng^b»rm beirinditet werdeii Liiiiti, Mini kttitii 7#, II 
kriitiiiiieii Innn^ iti Fig. *iil eiiie Aii/Jtld toil Drdiii 
gletebeit Kfilteriiuiigen tiiiiiniifiiitler /4rltrii. Kill Ibiiikt ki 
iiitii m» iiiif inner geriiden laitie benegeii* dai die Kiilfarii 
riiieiii lesleii Biiiikt iter Ltide lilr eiiie Ibntie vtiii git 
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an welchem ein Schreibstift befestigt ist, kann auf e 
Stift gegeniibergestellte Ebene die Linie aufzeichnen, c 
Bewegung grapbisch darstellt. 

1st namlicb (Fig. 58) L L die Linie im Ranm, aul 
sicb der Stift bewegt, und ist eine Ebene, z. B. e 
Papier dem Stift gegeniibergestellt, so wiirde auf diesei 
wenn sie selbst stillstande, eine gerade Linie gezeicbnet 
welcbe mit LL zusammenfallt. Wird nun aber die Ebei 
Ricbtung Xa senkrecbt zu LL von recbts nach links vei 

und zwar mit gleicliforin 
wegung, so bekommt n 

krumme Linie jp q r' s f 

die verlangte grapbisb 
stellung ist. 

Urn dies einzusehen 
wir uns auf dem Papi< 
gleicb weit voneinander 
Linien a 6 , a 

senkrecbt zu aX Fallt 
ah mit der festen Linie 
sammen, so wird dies n 

lauf einiger Zeit \ 

Verlauf der doppelten Zeit tun, usw. Dabei koi 
6*2 usw. nacbeinander in denjenigen Punkt von I/L, in 
sicb zuerst a befand. 

Scbneiden nun die Linien a b, usw. 

standene Kurve in p, g', r, s, f, so findet man, in 

g'g, r'r, s' s usw. parallel zu Xa ziebt, diejenigei 
von LL, in denen sicb der Stift in den betreffendei 
blicken befand. Die Strecken ap, aq, ar usw., um ( 
diesen Augenblicken vom festen Punkt a der Linie 
fernt war, sind also wirklicb gleicb den Ordinaten der 
Linie, die man in der Eigur siebt. 

Eine kleine Abanderung macbt die Metbode bra 
Man kann namlicb das Blatt Papier um einen I 
zylinder wickeln (man leet ein recbtwinkliges Stuck 
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§ 57 ] 

einer erzeugenden Linie bewegt. Auf der Oberflache wii 
eine Linie gezeichnet, die, nachdem das Papier in de; 
tnng einer erzeugenden Linie durcbgescbnitten und wi( 
einer El)ene ansgebreitet ist, mit der Linie pq'r von 
ubereinstiinmt, wenigstens wenn die Geschwindigkeil 
Punktes der Zylinderflache ebenso groB ist wie diejeni 
welcher im Fall von Fig. 58 die Ebene verscboben wu 
Was man als Schreibstift benutzt, hangt von d 
stilndon ab. Oft nimmt man eine Borste, eine fei 
tallspitze oder etvras Ahnliches; das Papier, welcb 
glatte weiBe Oberflache haben miiB, wird dann vei 
einer Flamme mit RuB iiberzogen. Da dieser durch c 
leicht weggenominen wird, bekommt man eine feine weif 
die man auflieben kann, wenn man den RuB durcb ein 
mittol auf dem Papier befestigt. Man kann sicb a 
Photograpbio bedienen. Benutzt man namlich ein lichte 
licbos Papierblatt, so kann ein Licbtbundel, welches a 
Punkt d(!a Blattes gerichtet ist, als „Schreibstift“ diet 
§ 57. Anwendungen der graphischen Methode. 
in tier augogebenen Weise u. a. die Gesetze des freie: 
unterHucht. Der rotierende Zylinder stand dabei vert 
ein mit tdiuun Zeichenstift versehener Korper fiel 
herab. Durtdi geeignete Hilfsmittel war dafilr geso: 
der Ztsichenstift sich nur in vertikaler Richtung 
konnte und atets sanft gegen den Zylinder gedriicki 
Dadtire.h, daB man zuerst entweder nur den Zylinder in 
verHi'tzte odor nur den Korper fallen lieB, konnte n 
horizontale und eine vertikale Linie erhalten, von derei 
schnittspuukt dann die krumme Linie ausging, die 
eigeutlichen Verauch beschrieben wurde. Man konnte 
licii, uuehtlem man das Blatt Papier wieder ausgebreil 
die horizonlade Linie als Abszissenachse und die vertik 
als Ordiiiatenachse nehmen und die zu verschiedenen i 
gohBremli’U Omlinaten miteinander vergleichen. Es zei 
daB ilie Ordiuaton den zweiten Potenzen der Abszis 
portional wartsii, daB die Linie also eine Parabel war 
nac.h § 55, b dor Fall sein muB. 

Bt'i tier rntcrsuchung schvvingender Bewegunger 
man sich t>ft dor graphischen Methode. Ein feiner k. 
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an einen schwingenden, z. B. einen tonenden Korpe 
ist, zeichnet auf einen rotierenden Zylinder eine \ 
die nicht nur zeigt^ iiber welchen Abstand der Punk 
bergeht nnd wie oft er dies wahrend einer Umdr 
Zylinders tut, sondern die uns auch durch ihre C 
Schwingungsform des Korpers angibt. Es zeigt sich 
eine schwingende Stimmgabel Linien wie die in § 5 
besprochenen aufzeichnet; hieraus folgt, da^ die Sgj 
einer Stimmgabel einfache sind. 

In den besproclienen Fallen werden mit Hilfe ( 
scben Methode Bewegungen untersucht, die so scl 
da6 die unmittelbare Beobachtung schwierig wire 
gate Dienste kann die Metbode bei langsamen Oi 
rungen leisten; selbst sehr trage Bewegungen, die c 
des Beobachters auf eine schwere Probe stellen wiin 
in ibr Bereicb. Das Steigen und Sinken der Meeres 
die Anderungen des Barometerstandes konnen durcb 
aufgezeicbnet werden, die, einmal in Bewegung g( 
raume Zeit sicb selbst tiberlassen werden konnen und 
sie ununterbroeben aufzeicbnen, keine einzige Bewegui 

In verschiedenen Fallen ist dieser oder jener 
notig, um den Korper, dessen Bewegungen man u 
will, einen Sebreibstift in Bewegung setzen zu lasse 
licb braucht der Stift niebt immer direkt an dem I 
festigt zu werden; man kann ibn aucb in einer ge\\ 
femung von demselben anbringen, wenn er nur n 
verbnnden ist, da6 die Bewegung des Korpers auf 
iibertragen wird. Dies Verfabren wird vielfacb von 
siologen angewandt, um die Bewegungen im tieriscl 
grapbisch darzustellen. 

Wir erwahnen nocb ein einfacbes Mittel, dure 
man das Aufsebreiben von Bewegungen, die innerl 
G-renzen stattfinden, weiter fort setzen kann, als de] 
des Zylinders entspriebt, ohne da6 der bereits gezeic 
einer Wellenlinie von einem spater besebriebenen 
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entstehen; geht er dagegen bin nnd her, so bekommt ma 
Wellenlinie, deren Punkte abwechselnd auf der einen ur 
anderen Seite der Schraubenlinie liegen. Wenn das Pap 
eine Ebene ausgebreitet wird, so wlirde die Schraub( 
eine gerade Linie geben, die in bezug auf die erzeug 
Linien schief steht; die Wellenlinie, welche auf dem 
schreitenden Zylinder entsteht, befindet sich in einer 
solchen Lage. 

§ 58. Anwendung der grapMschen Methode auf di< 
messung. Wenn die Schwingungen einer Stimmgabel auf 
Zylinder aufgezeichnet werden, dem durch ein Uhrwerl 
gleichformige Bewegung von bekannter Geschwindigkeit 
wird, so kann man aus der Anzahl der Wellen, die d 
haltene Linie auf dem Zylinderumfang aufweist, die A 
der Schwingungen in einer Sekunde und folglich die Sc 
gungszeit ableiten. Ebenso kann bei jeder Linie, die 
einen beweglichen Stiff auf den Zylinder gezeiclinet wir< 
Zeit, in welcher ein gewisser Teil besckrieben wurde, au 
Abstand der erzeugenden Linien gefunden werden, die 
die Endpunkte dieses Teils gezogen werden. 

Man hat verschiedene Mittel ersonnen, die es ermogl 
immer mit Hilfe eines gleichformig rotierenden Zylinder 
Dauer einer Erscheinung oder die Zeit zwischen zwe 
scheinungen zu messen. Man kann z. B. dem Zylinder j 
iiber einen Stiff anbringen, der sich selbst iiberlassen d 
schwarzte Oberflache nicht beriihrt, der aber in senkrt 
Eichtung fiir einen Augenblick gegen den Zylinder gee 
werden kann. Tut man dies in den beiden Augenbl 
deren zeitlichen Abstand man zu wissen wiinscht, so bek 
man zwei Punkte, deren Abstand man dann messen 
Anstatt den Stiff gegen den Zylinder zu driicken, kann 
ihm auch eine feste Stellung geben und von seinem Bnde 
elektrischen Funken nach dem Zylinder uberspringen L 
wodurch etwas von dem Ru6 weggeschlagen wird. Ei 
kann man den Stiff ununterbrochen in Beriihrung mit 
Zvlinder lassen und es so einrichten. da6 er in der Rid 
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gebildete; der Abstand der Punkte b und ist das M 
die Zeit zwischen den beiden Augenblicken, in denen d( 

verschoben wurd( 
rend aus der 
von cd hervorge] 
lange er in der 
Stellung geblieb 




J 


Fig. 59. 


Die scbiefe Stellung von be und ef ist eine Folge 
daB wabrend der Yerscbiebung des Stiftes der Zylindi 

eine kleine i 


r 




/T 


Fig. 60. 


weitergedreht ha 
folgt die Versch 
des Stiftes sehr s 


so stehen (Pig. 60) be und ef nabezu senkrecbt auf ah. 


§ 59. Clironograplien. Wenn der Zylinder nicbt m 
stanter Geschwindigkeit rotiert, kann man doch die 
von Erscheinungen, deren Lauf auf seiner Oberflacl] 
gezeichnet oder registriert wird, ermitteln, wenn man z 
eine zweite Erscheinung aufzeichnet, die sicb in bel 
Zwischenzeiten wiederholt. 

Wir setzen in den folgenden Beispielen voraus, d; 
Zylinder vertikal steht. 

a) Man kann mit Hilfe eines Uhrwerkes einen Sti 
ununterbrochen mit dem Zylinder in Beriihrung ist, je 
kunde wakrend einer kurzen Zeit nach oben Yerschieb< 
durch man eine Linie wie in Fig. 61 bekommt. Wi 



^ri_irL.ri 

c li/ 



Fig. 61. 


durch einen zweiten Stift, der die Linie zeichnet u 
vertikal unter dem ersten steht, bei p und q der Anfa: 
das Ende einer gewissen Zeit registriert, so kann man 
man nachher vertikale Linien durch p und q zieht, die 
dieser Zeit auf ablesen. Dabei konnen auch Bri 
einer Sekunde bestimmt werden, wenn man annimmt, d^ 
rend einer Sekunde die Bewegung des Zylinders 
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forniig gewosoii iat In der l?'ignr ist dio vorlaufene 
Soknndnu. 

h) Man kann dio Anzahl dor 8ohvvingungon, die 
Stimmgabol in einor Sokuude macht, bostimmen, wcnn 
miter doni Htift, dor dio Schwingungoii aufeeidinot, einon z\ 
anbringt, dor in bokannton Zoitintorvallon auf doni Zj 
Markon wie dio bei /> und q in Fig. fil odor andoro Zc 
macht. 

c) Kurzo Zeitou kbiinon goinoaaon wordou, wonn mar 
eine Htimmgabol vorfilgt, dio in di'r Sckundo oino Ixdi 
Anzafil von Sohwingungon maofit. In Fig. (52 wird dun 
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dio nailer einor ztt untorHuchoiidon Frsclioinung dargi 
wilbroud tlio oboro Iiinio dor Stimiiigabol angohiirt, d 
ZoitinoHaor diont. Uio lioidon Schroibstirto atoliou am 1 
wiodor aui' doraolbon vortikalon Linio. Iho durcli nh 
goboiio Zoit botrilgfc ilann I.K Holtwingting.Hzoiton. 

lat auoli dor imtoro Holiroilmtift mit cinom aohwing 
Kftrjior vorbimdou , so krinn man dio Schwingungazoit 
lotztoren findon, indom man ermittolt, wioviol Wolleu 
ilie boidon Htifto in dorselbon Zoit boaehrieben worden. 

d) Kine Abllnilornng dieaer Mothodo boatoht darin 
man in don Augenbiickeu, 

doren Zoitabstand man or- \y j 

mittoln will, au» deni Btift, (gt. 

der mit einor bokannton 

Poriode aohwingt, oiuon olektriao-hou Ftinken auf don Zy 
(Iborsjtringou liiBt. Man boknmmt daun oine Zeiclmun 
in Fig. (5U. 

Apparato, dio dazu dienun, auf einom rotierendon Zy 
odor auf oinem fortgosefiobenen Papiorstroifen Marken 
bringon, dio boatimmten Zeiton ontspreclien, wordon C 
gmphm gonannt. 

S tid. Andere Mothode, eine fraphleche Baretellan 
Falles eiaee Kdrpers in bekommen. Kin Hchreilmtift, d 

«♦ 


g4 Erstes Kapitel. [ 

Ende einer schwingenden Feder befestigt ist, befindet sich, 
lange dieae sich selbst iiberlassen wird, im Punkt 0 (Pig. 
der „Gleichgewichtslage'V und geht, wenn er nach A 
scboben und. bier losgelassen wird, auf der borizontalen L 
AB bin und ber. Er ist fortwabi 
in Beriibrung mit einer vertikalen Pb 
die in der Ricbtang P O fallen ks 
auf diese Platte wiirde die Linie OP 
zeicbnet werden, wenn der Stift wahr 
des Fallens in Eube ware. Werden £ 
der Stift und die Platte beide bew 
und zwar so, da6 der Fall in dem Au^ 
blick anfangt, in welcbem der Stift 
A losgelassen wird, so bekommt man 
Linie A CD E, Die Entfernungen zwisc 
den Punkten a, 6, c, d, in denen d] 
Linie OP scbneidet, sind dieWege, wel 
die Platte zwiscben den aufeinander folg 
den Augenblicken zuriickgelegt hat, 
deaen der Schreibstift durch die Glei 
gewicbtslage gebt. Da diese Augenbli 
gleicbweit auseinanderliegen, mtissen, 
aus dem Gesetz des freien Falles (§ 5^ 
abgeleitet werden kann, ah, 6c, cd eine aritbmetiscbe R€ 
bilden. 

Aus der Gestalt der Linie kann man auch erseben, < 
sicb die Feder immer weniger weit von ibrer GleicbgewicI 
lage entfemt. 

§ 61. Q'escbwindigkeit bei einer nicbt gleicbformigen 
wegung. Bei einer derartigen Bewegung spricht man zunac 
von der miUl&rm Oes&hwindigkeU wdhrend einer gewissen Zeit i 
sodann von der Qeschwindigkeit in einem hestimmten Avgenbl 

Unter der mittleren Gescbwindigkeit versteht man 
Gescbwindigkeit, die der Forper bei gleicbformiger Bewegi 
batte baben mussen, urn in der betreffenden Zeit densell 
Weg zuruckzulegen, den er in Wirklicbkeit durchlaufen 1 



Pig. 64. 


iieweguug uml Krltfte. 


^ trjj 

blick vernteht man tloii (ireiizwert, welcluuu Bich die i 
(.ileHcliwiiidigkeit iWv eine gewinne aiif diesen Augeiiblick b 
Zeit nilhartj weun man aich die liiliige der latztoren doi 
Nnll nilbarn liltit. 

Mail kann diene BeHtimnmng aiudi bo auBBprecho 
(.tesekitindiffkeii in mnem heHtimniien Amje.nidhk nnrd gt 
tmnn man den in einer ntmidlieh kleinen Zed uernekgeiegi 
dawk diem Zell dlridierL 

Weun (‘in Z(‘itiiitervaU mkr kiein ist, so ist die fUr d 
gelteudc^ mittlere (u^Bcdiwindigktdi uur weuig Via’scdiied 
dmn gi‘iuinni(‘u (trenzwmd und kann aln NilherimgH\^ 
cb'HHfui St(‘ll(^ genommen werderu Wenn z. B. ein KiHenlj 
in ('iina* Minute eiuen Weg von 12(H) in zurlkdclegt^ bo 
( teHeliwindigkint am Anfang dieser Minute wold nicht ii' 
wert vemcbieden von 20 m pro Sekunde, aber blitte ni 
iHiolmebtet, daB in HO Minuten ein Weg von H2400m 
lauteii wird, bo \vilnb‘ man vielliuehi eiuen merkticlien 
iH^gtdnm, weun man aiiniihme, dm AnfangHgeHchwiiidig 

toil IHm pn» Hekniide 
an X an ^ 

gewesem 

Die griipbiHehe Damtelhing der Ibiwegungeii kaii 
(lieiien, clan (Jeangte zu erllluterm Zutiilelmt iieht iiiai 
mif diili' liei idrmr gleicddBrmigew Ibnvegung wie. din dw 
geratle Idiiia vein Fig. Ml diirge«t«dlte die (Jeseliwii 
diireti dia Tangente ties Winkcils gegidmii wird» dtm / 
Of iimelii Kbenio wird bei einer Bew(‘giiiig» die dti: 
kriiiniiiii Lillie mn Fig. 12 dargenteltt wird, wenn man 
Acltse dar Zeiten iiitd O F ah Acdme der Wage wllbtt, cl 
lore Clescliwiiidigktdt ftir dic^. diireh A € iiiwgedrtlokte Zei 
tl^ijrXk lieHtimmt. HQlni iiilmltcdi der znriiakgidegt* 
also iUjjA(* di** mittlerii fi(‘iieliwimligkeii Die mittli 
acdiwiiidigkeit wlllirtmd der Zeii A (Z wird durob tg 
gegelien itiid die Desaliwindigkeit Hr (km tltircdi /I aj 
letim Aiigeiililick dwrcli dk I’angaiita de« WiiikeDi < 
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[§ 63 


Zeit t Um diese zu finden, betrachten wir ein auf diesen 
Aiigenblick folgend6s ZeittGilchBn A t. Am ICiid6 dcssclbon ist 
die Zeit t + At, und setzt man dies in die Formel, die ^ als 
Funktion Yon t darstellt, an Stelle von t ein, so findet man, wie 
groB ^ in dem neuen Angenblick ist. 

Man bat dann zwei Werte von s aus der Formel be- 
rechnet, von denen der eine fur die Zeit t, der andere fiir die 
Zeit t +' At gilt. Die Differenz derselben kann man die Zu- 
nabme von s nennen und mit As bezeiclinen; sie ist der Weg, 
der in der Zeit A t durchlaufen wird. Die mittlere Geschwindig- 
keit w^rend der Zeit A t ist nun 


Js 

~JT 


und die wahre Geschwindigkeit zur Zeit t ist der Grenzwert, 
dem sich dies Verhaltnis nabert, wenn A t immer kleiner wird. 
Man kann also scbreiben (§ 39) 


T • ^ S 

Dim — - = 


At 


ds 
d t 


Bei dem Abnebmen von A t muB t selbst unverandert gelassen 
werden; diese GroBe gibt namlicb den im voraus festgestellten 
Angenblick an, fiir den man die Geschwindigkeit sucht. 

Man findet alsOj sobald s als Funktion der Zeit t gegeben 
ist, die Geschwindigkeit durch Differenzieren (§ 40). Dabei 
verdient bemerkt zu werden, daB, wenn wir fiir d t eine positive 
Zunabme der Zeit wahlen, ds positiv oder negativ ausfallen 
kann, je nacbdem der Ort des beweglicben Punktes am Ende des 
Zeitelementes in bezug auf den Ort am Anfang desselben 
auf derjenigen Seite liegt, nacb welcher man 5 positiv rechnet 
Oder nacb der entgegengesetzten Seite. Die vermittelst der ge- 
gebenen Formel berechnete Geschwindigkeit v ist also positiv, 
wenn die Bewegungsricbtung mit der Ricbtung iibereinstimmt' 
in der mans positiv nennt, und negativ im entgegengesetzten Fall. 

§ 63. Anwendung auf den freien Fall. Gleicbformig be- 
scbleunigte Bewefininsr. Bescbleuniffimp*. AITIATYl 'fa n A-M /I A-*”. 


Ut'wogung uiid Krilt'te. 
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* "lat a At 

\IU (1 

i> 2at. -j ( h ; 

AIho: lleitii frrien Full isl die (lem-.hwindiijkeil jyroportioncd dcr 
/.til, u'lihrtiid dtr die lirwei/iiuif Hlntlijefunden hat; odor auch: ifi 
uiifeinurider f'tdtfetukn iileiihen Zeifleilen niiiiint dir (leeeMwmdigJceii 
Jriitnuiul uin denmlhen IMmij ui. 

Kill© Htm’ogung, bei welc.hor dios lotztoro dor Fall ist, 
wird glrinhfiirniiti Imchhunitjt gonannt. linter tier limcdileunigimj 
vwrsteht man (label die iiunalimo dor (-il OHchwindiglceit in dor 
Zeiteiiibeit. 

Der froio Fall iat uatUrlich nicht die einstige gloicliRlrmig 
beMebUsunigte Bewegung. In jeder Eichtung und mit jedem 
Wert von « kann man hIcIi oino Bowegung vorstollen, die dor 
(Eeiohnng (1) ontHpriciit. 

An Stollo doK in dm- erettm Sckundo znrbckgtib'gten WogoH 
kann man die lknrhleuni<ju»ij eiid’ilbren, urn die gltjiohl'drmip 
b(mr.bleunigt.e Bowegung nillnTzu beHo-hroibon. Nach (31oit;hung(B‘ 
int die HeHohleuidgmig 'Ja. Filr tlen freien Fall wird sie go- 
wiihnlich mit ;/ bezeichnet. Dio Formeln (B) und (1) werdeu danr 


e (ft (4 

a «» I ^ I* ( 6 ' 


Mit Hilfo dioser Formeln kann man die Qoschwindigkeii 
bereolmen, die ein KSrper bekommt, wenn er von einer H5he t 
horabfllllt. Ana (f>) folgt flir die Dauer dea Falloa 



nml dann aim (4) fUr die KndgoHchwindigkeit 

'• •“ 

Wiut die McHHung der Boscbleunigung beim freien Fall 
betrilTt, so bemerkeu wir, dab man die genauesten ReaultaE 
nicht durch dirokte Beobachtung eines fallondeu KBrpers, 


! 
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an verschiedenen Punkten der Erdoberflache ungleiche 
bat. Je mebr man sicb den Polen nabert, desto scbne 
fallen die Korper, und der Wert von g wird groBer. I 
folgen einige der fiir g erbaltenen Wertej als Langenein 
ist dabei das Zentimeter nnd als Zeiteinbeit die Seku 
benutzt. 

Breite Eallbescbleunigung 


Der Wert von p^ ist fur Konigsberg 981,4, fiir Berlin 98 
fiir Wien 980,8. 

§ 64. Vertikal in die Kobe geworfener Korper. Die 
obacbtnng bat gelehrt, wie bereits in § 48 erwabnt wnrde, 
die erst steigende und dann fallende Bewegung eines sole 
Korpers die Eigensebaft bat, die wir durcb Pig. 42 (S. 
ausdriickten. Man kann daraus das Folgende ableiten. 

a) Die Gescbwindigkeit des Korpers ist gleicb groB 
zwei Augenblicken, die gleicb viel vor und nacb dem Z 
punkt liegen, in welcbem die Bewegung umgekebrt wird. 
Weg z. B., der in Fig. 42 zwiseben den Zeiten 1 und 1,0 
zuriickgelegt wird, ist derselbe wie derjenige, welcber zwisc 
den Zeiten 6,9999 und 7 durcblaufen wird. 

b) Da wabrend des Fallens die Gescbwindigkeit in j( 
Sekunde um g zunimmt, mufi sie wabrend des Steigens in j( 
Sekunde um g abnebmen. So ist z. B. in Pig. 42 der Un 
sebied zwiseben den Gescbwindigkeiten in den Augenblick( 
und 2 derselbe wie zwiseben den Gescbwindigkeiten in 
Augenblicken 7 und 6. 

Weil bei einem vertikal in die Hobe geworfenen Koi 
in aufeinander folgenden gleicben Zeiten die Gesebwindig 
jedesmal vm densdhm Betrag abnimmt, wird die Bewegung e 
solcben Korpers ghiehfdrmig verxogert genannt. 

c) Wird ein Korper mit der Gescbwindigkeit vert 
in die Hobe sreworfen. so muB. da in ieder Sekunde die 


utid Knlftii. 


tsr.j 


i 


Hokuiult'ii (lit! (TOHcluviiuligkeit Null gowordon soin. I)i 

iwt <U«' Zi'it, wt'lfhe t'tlr tins Steigen, uud elxjnsci die Zoit, c‘ 
ftlr <l!is Kiillou gohraucht wird. 

l>io lldhe k, die dor Kurpor erroicht, ist zugleich d 
Wog. tlen or boini Falloii in dor Zoit (8) zurlicklegt. A 
Fnrmot (5) ftdgt dahor 



g df>, Zusammensetzung von zwoi Gesohwindigkeiton. \\ 
w(dle» amiohmoii, oiuo Kbono, •/.. B. das Dock oitios Bchill’ 
bowogo sich mit konfitantor (itiMohwindigkoit in oiner Hichtur 
die in dor Kbono aollmt liogt, uud oin Ktirpor bowego sich 
tlor Kbono, z. B. os rollo oino Kugol liber das Deck d 
Schithw. Man kann daun auf die Puiildt' der Elmtc achteu, 
dtmon Hitth der Kbrpor, jedeanial nach gloichon Zeitcu, boihul 
Dio Lago dioHor I’unkto bostinimt die Bowegung, die d 
Kdrpor t'ilr oition Boobatditor zu lialani Hcboiut, dor solbst s 
d<*r Kbono atobt uud an dor Binvogung dorHelben toiluimr 
vitdk'iold ohno etwas davon zu boniorkon. Dioso nohmnht 
Bowogung wird auoh dio nkdim Bowegung dos Kbrpors 
bozug auf dio! Kbono geuainit; aio luuB vou der wahren od 
nhrndntm Bewoguiig untorachiedon werdon, von der man ei 
Vorstollung bokommt, worm man 
untorsucht, welcho liintck dm 
liaummt der KOrper nacheinander 
enroicht 

Wir nehmon nun an, daB 
die relative Bewegung mit kon- 
stanter Goschwindigkeit in <Ior 
Richtung eiiior geraden Linie in 
dor Kbono stattlindot. Dioso Linie 
ist in Kig. 115 mit AM bozoichnot; 

A, H, f', I> sind die in gloichon 
Almthndon vonoinander liegendon Punkte dor Linie, in denen si 
dor Ktirpor in Augenblickon bofindet, die in Zwischonzoiten = 



der Grescliwindigkeit A A' stattfindet. Hat die Linie die 
A 31 zur Zeit 0, so werden die Lagen von ^ in den ^ 
blicken 1, 2, 3 dargestellt durch A', A", A'", wenn man A' 
A" A'" = A A' macht. Die Linie selbst, welche parallel z 
selbst fortschreitet, hat nacheinander die Lagen A' M', ^ 
A'"M"\ 


Wahrend sich der Korper zur Zeit 0 im Punkt - 
Eaumes befindet, befindet er sich zur Zeit 1 in d:einj( 
Punkt von If', in den B gekommen ist, also im Pui 
den man erbalt, wenn man durch B eine Linie parallel z 
zieht; alle Punkte von ^ if verschieben sich namlich ir 
selben Eichtung. Aus der Figur ist zu ersehen, wie ir 
selben Weise die wahren Orte G" und D'" des Punktes fi 
Augenblicke 2 und 3 gefunden werden. Man sieht nun ] 
da6 A^ B\ G"j D'" auf einer geraden Linie liegen; da6 
wirklich die wahre Bahn des Korpers ist, wird durcl 
trachtung der Lagen bestatigt, die er in Zeitpunkten ha 
zwischen den Augenblicken 0 und 1, 1 und 2 usw. 1 
Ferner ist AE = E' 0" = und da dies auch dei 

sein wiirde, wenn A E, E^usw., A A', A' A" usw. nich 
Wege in Zeiteinheiten, sondern in beliebigen gleichen J 
Yorstellten, so ist die absolute Bewegung des Korpers g 
formig. 

Die Geschwindigkeit dieser Bewegung ist AE'; man 
wie man sieht, diese Oeschwindigkeit dadureh finden, dafi man c 
schwindiglceit A A' de/r Ehene und die Oesehwindigkeit A B, d 


Korper in hexug auf die letxtere hat, nach der Eegel, die i 
§ 27 fur die Zfusammensetx/wng von Yektoren gegehen haha 
sammensetzt 

Zu demselben SchluB kommt man auch, wenn di 
wegung des Korpers auf der ! 
und die Verschiebung der let 
in der Eichtung A L mit veri 
licher Geschwindigkeit stattf 
Fiir die Dauer sehr kurzer (e 
lich unendlich kleiner) Zeiter 
man auch dann, noch beid< 
wegungen als gleichformig betrachten. Es sei nun (Fig. 66) 
Ort im Eaum, an welchem sich der bewegliche Korper in 
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^ ti5^ 

gewisson Augenblitik bofiudet, E die Lsige, wolcho or nacb 
oiuer Hohr kurzeii Zeit orreicht haben wtirde, weim die Kbeue 
in Euhe wilre. Weim aich nun wahrend dieaer Zeit der Punkt A 
bin nach a, und die Linie AE bis nacb a a fortbowegt hat, so 
ist der Kckpunkt e dijs Parallologramins A a e E der neue Ort 
dea Karpora im Kaum. 

Die Linien A a, A E und Ae stollou also die ein und dor- 
aelbou aohr kloinen Zeit entapreehendon Wego bei der Bowegung 
der Kbone, bezw. der relativon und der absoluton Beweguug 
dea KfiriJors dar. Dio dieson Bowegungen entspi-echeudon Do- 
Behwiiuiigkeiten nillsaen die Richtung der drei Linien haben 
und der Lilnge deraelben proportional sein-, bioraus folgt (§ 2B), 
dab tlie dritto Geacbwindigkoit durch die Diagonale AH' dea 
I’arallolograniniH dargeatollt wir<i, doason Seiton A A' und AH 
die beidon anderen Goachwindigkoiten angoben. 

Von einein Kbrper wie der hi(U' ludraebteto pflegt man 
zn Httgen, dab er uni (inuliwindii/Lfitcn uii/li'irh hat, nJlmliedi 
die relative (itt.sehwindigkeit in bezug auf die Kbeue und die 
Gesehwindigkeit dieser U-tzterep. 

{iim'f .lasibvie/i'XHTisft i/fmii/J wollm u>ir itnltr (kr Aiwsm/o 
„mn Kiirprr hithr, %uvi (irmhwin<liijkriten‘* immir mmkhtm, dap er 
difjpnii/r (ifnchumdii/kml hat, wdefte matt erhiilt, wmin man dkm 
tii'idm narJt der Uryel mn § 27 tummmensetti. 

Die Bezeicbnungutt „Parallelogramn[i dor Deachwindig- 
keiten", „roHultiereudo Geaohwindigkeit", „Zerlegen einor Ge- 
aehwindigkoit'*, „Ge8chwiudigkeit8koinpouenten" bedUrfen nach 
dom in § 27 geaagteu keiner weitoren Krlftuterung nadir. Wir 
bomerken nur nooh das Folgende: 

a) IMmn die (leidett (irndiwindiijUrilen, die man xummnmt- 
inxe/im hat, dimelim ader mli/fiirnt/mditi'. Itirhtumj, no int die 
nmltiiri'tidr (iinidiudndiifkeit glekih Hirer Summe oder ihrer IHffe- 
mil. Hiervon kann man sich leiebt Uberzuugon, iiulom man 
einen Kiir|)er betraehtot, der sicb in einer gewissen Richtung 
in Miner Kbene bewogt, wllhrend dieso Kliene in dorsidbeu oder 


Nacbdem wir jetzt festgesetzt haben, was ^ 
sammensetzung oder Vereinigung zweier Gescb 
entgegengesetzter Ricbtung zii versteben baben, 
Gescbwindigkeitsanderung eines vertikal in die ] 
Korpers (§ 64) aucb in folgender Weise bescb: 

Ein Korper^ welcker vertikal in die Hoke si 
ehensogut wie ein fallender Korper — in jeder Se 
schwindigkeit , die er hereits hatj eine Oeschwin 
naeh untm. 

b) Ein Korper kann aucb naebr als zwei G 
zngleich baben; die wabre Gescbwindigkeit wi 
nacb den fiir Vektoren gegebenenEegeln gefund( 
Stein z. B. hat in bezug auf die Erde die Be 
wir kennen gelernt baben, aber er nimmt ai 
der Eotation der Erde um ibre Acbse, an der 
Bewegung. unseres Planeten um die Sonne, enc 
wegung des ganzen Sonnensystems durcb den 
absolute Bewegung eines Korpers wird von i 
obacbtet; bei den Erscheinungen auf der Erde 
betracbten werden, kann jedocb meistens voi 
der Erde abgeseben und die relative Bewegu 
obacbten, als die wirkliche Ortsveranderung an 

§ 66. Bescblexmigung bei einer beliebig 
Bewegung. Im allgemeinen betrachtet man j 
Bescbleunigung bei einer solchen Bewegung c 
Qeschwmdigkeit pro Zeiteinheity abgeleitet aus 
welcbe die Gescbwindigkeit in einer unendli 
erleidet; man berechnet also die Beschleunigui 
man die Anderung der Gescbwindigkeit wah 
endlicb kleinen Zeit durcb die Lange diesei 
Bezeicbnet man eine unendlicb kleine Zeit 
Anderung der Gescbwindigkeit v wabrend dies 
so ist die Bescbleunigung 

dv 

^ = 

Man kann die Berecbnung ausfiibren, sobald 
der Zeit t gegeben ist. 

Wir bemerken bei dieser Formel nocb das 
man in der Babn des Punktes eine bestimm 


die positive gewahlt, dann gibt (§ 62) das Vorzeichen der 6e- 
schwindigkeit v die Eichtung der Bewegung an. Auch der Wert, 
den man ftir q findet, kann sowokl negativ alspositiv sein. Dem 
entsprechen die versckiedenen Eichtungen, die die Beschleuni- 
gung baben kann. 1st q positiv, so bedeutet dies, da6 man, um 
die Grescbwindigkeit am Ende der Zeit di zu bekommen, die 
Gescbwindigkeit am Anfang derselben mit einer nnendlicli 
kleinen Gescbwindigkeit in der positiven Eicbtung zusammen- 
setzen mn6; wenn q negativ ist, so bedeutet dies, da6 die un- 
endlicb kleine Gescbwindigkeit, die zu der Gescbwindigkeit, die 
der Punkt bereits bat, binzukommt, die negative Eicbtung bat. 

Haben q und«; dasselbe Vorzeichen, also die Beschleunigung 
und die Gescbwindigkeit dieselbe Eicbtung, so ist die Bewegung 
im eigentlichen Sinne des Wortes bescbleunigt, dagegen ist 
sie verzogert, wenn q und v entgegengesetztes Vorzeichen haben. 

§ 67. Zusammenhang zwischen der Gescbwindigkeit eines 
Punktes und derjenigen seiner Projektion auf eine feste gerade 
Linie. Sind zwei Korper so miteinander verbunden, da6 die 
Bewegung des einen eine Folge von der des anderen ist, so 
hangen auch die gleichzeitigen Geschwindigkeiten miteinander 
zusammen. Die Gescbwindigkeit des Punktes Q in Fig. 49 
hangt von derjenigen des Punktes P ab, und in ahnlicber 
Weise wird die Gescbwindigkeit aller Teile einer Dampf- 
mascbine von derjenigen des Kolbens bestimmt. Wird die 
Zeit, in welcher dieser bin- und bergebt, vergroBert oder ver- 
kleinert, so andern sich alle Ge- 
scbwindigkeiten in der Mascbine in 
demselben Verbaltnis. 

Wir wollen uns jetzt vorstellen, 
da6 sich ein Punkt P (Fig. 67) auf der 
krummen Linie L bewegt, und wollen 
ihn in jedem Augenblick auf die ge- 
rade Linie AB projizieren. Wahrend 
dann P den unendlicb kleinen Weg 
PP^ durchlauft, gebt die Projektion 
Q um die Strecke Q Q' weiter; die 
Gescbwindigkeiten von P und Q verbalten sicb also wie PP' 
und Q Q\ 

Man kann fiir jeden Punkt die Gescbwindigkeit durcb 




eine gerade Linio ciaratollou. (U« m .u-r itifiinuig nn 
weguTig gezogen iat uiid dt'rt'ii Liing*' dit> Uriitk' .Iit 
schwindigkeit angibt. DioatT Vfkttir [5; 27) iiuiU I’tir ii 
Eichtung der Liiiio fallon, die dio Hahn in /' ht'riihrt, tin 
Q in die Eiclitung von All. Wnnn I’p «lit' <ifs.h\viiidi 
von P ist, so findet man dio von (,). naiiiliidi V/. tud. iu 
die vierte Proportionale zn /’/*'. <J (/ uml /’/' Hurlit. Ihi 
der unendlicii kleino Bogim /' /*' mit tier Tangontf /ii*i!t!ii 
fallt, bekommt man die vierte Propm-litnmle, weiia nian , 

projiziert. Wir erhalten also die Hegel: /»». 
keit der Projektion eines Ihmktm in/ die Ik-ajekliim drr lir.t.’hin 
heii des Punktes. 

Befindet sich /’ in oinein Hnnkt der Biihn, in wel 
die Tangente parallel -1 K ist, m» int die (lewhwiutligkei! 
Projektion ebenao groB win die ( iesehwitnligkeit von / 
jedem anderen Fall iat ain kleiner. Steht «lie 'r»ingenti 
der Bahn senkrecht auf A H, so iat tlit' ({eai'hwindigktnt 
Projektion gleich Null. Das Ueaagte gilt aueh, weiiti ilie ! 
und die gerade Linie nieht in mm Kltetie liegen. 

§ 68. Zerlegung einer krummliaifes BewefUtif in i 
Ebene in zwei geradlinige Beweguagea. V\'ir kdmien tien I’nii 
welcber sich auf der krummen Linie L bewegt, jMtf %wri Linis 

tier Kbeiie tier Hiilin, z. 11, nu) 
zueinandtir aenkrnehten Konrtlini 
achaen OX und O (h’ig. US 
jizioren. Lie I’rojektittiien /*, iin 
bewegen sieh auf A und o V, 
weiiii iniiu weiB, wm aie diiH tin 
kfinn man fiJr jeilen Augenbliek 
die Lugo von P bentiromeu, 

Man piiegt zu sagen, do/l 
Punkt P die Bewegungm dtr Imidm IVaJeldmifn, in drr i 
also eine Beicegung ntwh reehtu und eine Hrwritnug nnrh > 
x/ugleioh hat. 

Dabei ist die OescJiUHtuliijkeit dm I'ltitkks dm h'r.tidhinlf 
GeschmndigkeUen, die die Ikujekthmm in dm, mil, m 
haben. Wird nilmlich die OeHchwindigkeit /M in /*/; und 
parallel zu OAT und 0 Y, zerlogt, so sind dieste Koinjann' 
gleich den Projektioneu von PA auf tlie Atdeteu. aLo i 
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dem vorhergchenden Paragraphen gleich den Gescliwindigkeiten 
YOU I\ und 

thulo Iknvegung eines I\inkte8 im Raum kaun dadurch beschrieben 
werdoiu daB maa angibt, wie sich sehie Projoktioneii auf drci zueinaiuler 
BeiikrCH’httui Atdiaen bewegen. Die Geachvvindigkeit dee PunkteB wird 
aueh bier fiir jedea Augenblick dadurch gefundea, daO man die Ge- 
achvvindigkeitan der Projektioneu miteinauder zuaarnineDisetzt. 

§ 09. Geschwindigkeit tind Beschleunigung bei einer em- 
fachen Schwingung, Wir kOnneu jetzt die Geschwindigkeit 
bei einer eitifaclieu Schwingmig bestimmen, indetti wir bo- 
denkon, daB dicno der I)(diuition gemilB die Projoktiori einer 
gleiclifdrmigtui Kroinbewogung int. Der Punkt P, der in 
Kig. 47 (S. 08) den KreiHuinfang durcbliiuft, hat die kon- 
Htunte UoHchwindigkeit ^InajT (vS. 72); diese (Jeschwindig- 
keiP hat auch der Punkt Q in dem Augenblicke, in wolchem 
er durch den Mittelpunkt 0 geht. Dagegeu iHt in A und in 
B die Geschwindigkeit den Punkten cinen Aug(uiblicdc gleich Null. 

Will man die < hw.hwindigkeii in e.inom l)eliebigen Punkt 
fnulen, m muB man mil tlom (loHiuuB doB Winkela 

multlplizit'ren, den ditUhnvc^gungHrichttuig vou /* mit OA macht 
Diener Winkel int urn | vt groBer hIb der Winkel zwischen 
OA und (H*; die gOBiudite Gemdiwiudigkoit iat also, wemi wit 
die Hewegung <lurch die Fornud (2) daratellen, 


if 


2 IS ft 
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CUH 
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sin 2 51 
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(ii: 


Man winl Hich Icicht ilavoii aberzeugen, daB dieso B’ormel den 
Weclisel in der Riuhtuug dor Gescbwindigkoit riclitig zurn Aus- 
druek bringt. 

Auh (11) kann nun woitor die BeHcblounigung q abgoloitot 
wijnUui. Wir wolltm die Heroclinung nicht mittoilou uud una 
auf tbw Iti'Hultat 

c«h2,t (12) 


brHnhriiiikon. Vm-gleicht man dies mit der Qloichung (2) 
(H. 12), so siebt man, duB die BeachUmnigung gefuudeu wird. 
jnd«m man die Kntfermuig des Punktes nm O mit ©inem 


Das negative Vorzeichen bedeutet^ daB die B 
immer nach 0 gericMet ist, was aucb leicht ei 
aus dem soeben iiber die Gescbwindigkeit Gesagten 
ohne weiteres bervor, daB die Bewegung von A o 
bin bescbleunigt nnd die Bewegung von 0 binweg 
Die durcb (13) ausgedriickte Proportional: 
scbleunigung mit der Entfernung 5 ist ein wicbtige 
der einfacben Scbwingung. 

Man kann (11) erbalten, indem man ( 
s a cos {2 7ttl T) in der in § 40, e angege 
differenziert; ebenso findet man die Bescbleuni 
durcb, daB man den Wert (11) der Gescbwindigkei 
§ 70. Bewegung eines in beliebiger Eicbtun 
geworfenen Korpers. Wenn man mit konstanter 
keit in borizontaler Ricbtung fortscbreitet, kan 
Ball in einer Ricbtung emporwerfen, die man 
nicbt auf seine eigne Bewegung acbtet, fiir vertil 
siebt den Ball vertikal iiber sicb aufsteigen und ■ 
fallen, so daB man ibn nacb einiger Zeit m 
auffangen kann. Ebenso kann man auf einerc 
cbes sicb mit konstanter Gescbwindigkeit bew( 
fallen lassen oder vertikal in die Hobe werfen, ( 
an der Bewegung derselben merkt, daB das 
still stebt. 

Wir konnen daber sagen: Auf einer mrtikc 
mit konstanter Oeschwind 



zontaler Richtung verschol 
ein Korper in derselben 
und fallen wie auf eine^ 
lAnie. 

In Fig. 69 sind di 
vertikalen Linie fur e 
blicke angegeben, die 
Zwiscbenzeiten aufeina; 
OA ist die Lage zur Zi 
Korper seine groBte Hobe erreicbt bat. Wir nel 
er sicb dann in O befindet. Die Projektion des 
OA bat dieselbe Bewegung wie ein vertikal in 
worfener und dann wieder fallender Korper; < 2 , 
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Stellen, an welchen sie sich in Angenblicken befindet, in den( 
die vertikale Linie die verschiedenen in der Figur angegebene 
Stellungen einnimmt (vgl. Fig. 42, S. 66). In der Figur sii 
nun in einer Weise, die keiner weiteren Erklarung bedai 
die Stellen im Eaume bestimmt, welcbie der Korper nad 
einander einnimmt; die krumme Linie, die durck alle diei 
Stellen geht, die wirkliche Bahn des Korpers, ist eine Parab( 

Ein Ball, der yon dem Beobachter im Schiff scheinbj 
yertikal in die Hohe geworfen wird, yerlafit Wirklickke 
die Hand mit einer Gescbwindigkeit, die man erhalt, wer 
man die Gescbwindigkeit, die der Beobachter dem Ball i 
vertikaler Richtung erteilte, mit der horizontalen Geschwindij 
keit des Schiffes zusammensetzt Nachdem der Ball die Hai 
yerlassen hat, ist er vollkommen frei; dieselbe Bewegung, weld 
er jetzt bekommt, mu6 er daher auch haben, wenn er i 
anderer Weise eine Gescbwindigkeit in schiefer Richtung b( 
kommen hat, wenn z. B. ein stillstehender Beobachter ihn i 
dieser Richtung in die Hdhe^ geworfen hat. 

Ein in heliebiger Richtung in die Hohe geworfener Korp 
beschreibt daher eine ParabeL Die Bewegung der Horizonte 
projeUion ist gleichformig und die Bewegung der Vertikalprojektii 
ist dieselbe wie die eines vertikal in die Hohe geworfenen Korper 


Im Punkt 0 (Fig. 70) werde ein Korper mit der Anfang 
gescbwindigkeit Oa^v^m dde 


Hohe geworfen, und zwar in 
einer Richtung, die mit einer 
horizontalen Ebene den Winkel 
a bildet. Zerlegt man in 
eine horizontale Komponente 
Op=Vq cos cc und eine yertikale 


a. 

/ 




c 

Fig. 70. 


Oq = Vq sin cc, so ist die erstere die Gescbwindigkeit der gleicl 
formigen Bewegung, die der Korper in horizontaler Eichtun 
hat, wahrend die Bewegung in yertikaler Richtung dieselbe ii 
wie die eines KOrpers, der mit der Anfangsgeschwindigkeit 0 
yertikal in die Hohe steiet. Hieraus konnen alle Einzelheite 
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oc^ 

“2 7 ~’ 

dies ist die Lange der Senkrechten A G vom hocbs 
der Parabel auf die borizontale Linie OB, Die . 
Steigens ist (§ 64) 

sin a 

' ~9 

und der in dieser Zeit in borizontaler Ricbtun 
gelegte Weg ♦ 

^ ^ Vq sin a sin a cos « 

OC— ‘-y. C0SGf=-^ . 

9 ^ 9 

Das Fallen langs A B dauert ebensolange wie d 
auf OA] bieraus folgt 

'f a. ■ i, ,■ 0 B = 2 0 C = . 

9 

Folgerungen aus dieser Pormel. Wird ein Korper m 
Geschwindigkeit erst in einer Richtung, die den Winkel 
bildet, und dann in einer Ricbtung geworfen, die mit diese 
Winkel 90® — oe bildet, so wird in beiden Fallen dieselbe 
OB erreicbt. Diese Entfernung ist am groBten, wenn a = 

§ 71. Anderung der Gescbwindigkeit bei d< 
liscben Bewegung. Die Gescbwindigkeit des Koi 
in der bescbriebenen Weise eir 
durchlauft, kann in jedem Au^ 
eine borizontale und eine vertika 
nente zerlegt werden. Wabrend ( 
unverandert bleibt, kommt zu de 
wabrend jeder Sekunde eine ver 
unten gericbtete Gescbwindigkeit 
Um die Anderungen der Ge 
keit gut zu iiberseben, kann ma 
Hilfsfigur (Pig. 71), inamer aus 
Punkt, Vektoren ziehen, die die Gescbwindigkeit des I 
verschiedene Augenblicke darstellen. 

Ist nun in einem bestimmten Augenblick die Ge 
keit PQ und sind ibre Komponenten PE und PS, 


p ^ 



Pig. 71. 
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jius I‘Q bokommen, iudem man diese letztere Gescbwi 
dirokt mit iMr=a^, vertikal nach unten, zusamniense 

Alan kaim eino dorartige B'igur auch koiiBtruieren 
Fall, dali die Geachwiudigkeit zuerst schief ^lach oban g 
ist Man aieht so, daB sowohl wilhrend doa Steig 
wilbrend des B'allens in der Parabel der Korper i; 
Hokunde eine nach union gericbtoto (Joaidiwindigkei: 
kommt, die mit der boreits vorhandonen Goschwindig 
aammengesetzt wird. 

In t Bokunden bekoniint dor Kbrper eino Gescbwi 
gt zu dorjonigon binzu, die or bereita liat, so daB, we 
die Goschwindigkoit fUr einen boatimmton AugonblicI 
man die Goachwindigkeit fttr oine beliebige spatere i 
inittolbar durch Konatruktion eines Parallelogramnn 
kanu. Daboi kann t auch ein Bruch soin ; wahrend ein 
auch noch so kloincn Zoittcilchons Ixikonunt dor Kfir 
dioHoin ZeitteilclKui proportionalo GcHohwindigkeit iiac 

1; 72. Besohleunigung bei einor krummlinigen Be 
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Tangente; nach einein Koiti lfiiuntt j i'4 ' i' 
tind hat die GoHchwiiitiigk«‘it (J IK die iin alls'- 
von PA verschiedon isi 

Wenn GrSBo uiul Ki<ditiuig 
so wttrdo die Gescliwindigkeit ntii Kitdi* »i« 
durch QO, parallel un<l gbicli I'.i, 
struiert man nun ein Paralielngranim, vtm di 
gonale uud Q V die oine Seitw i**t, w> gild 
QD die Geachwindigkeit an, din dnr Kiirimr i 
dec bereits vorhandenen hiitif.ubnk*iji»nii<n hat, 
diese Geschwindigkeit durch ‘lie Ldngn r tic 
dadurch finden wir die Goschwindigki'it, well 
pro Zeitoinhoit bekommen Init und «lin wir 
sdkleunigung wllhrend dcr Zeit r nnnnnu khiHtcii 
ihr die Richtung von QP zu. 

Unter der IkmMmmgimg im l‘unU /' vi 
Grenzwert, dera aich diese miltlere Hi<HchU*ntjigi 
man die Zeit t aieh deni Wert Ktdl iiHhern lIU 
der Besohleunigung ist diejenige, welilier i*ii 
von QJ) nhliort, und die OrhUe der He 
der Gronzwert dos Verhhltidases Klif r. Ma 
schleunigung durch einen Vektor I'll v«u gee 
darstollen, doHHWi LiUige den W’ert vun ./ nui^ 

Weun man Kiigt, daii eino Hesehh-Hingim 
tung PH vorhanden i»t, so tnetut iiinti dainif, 
in einer unendlich kleintm Zeil r /.« der tJeti 
er bereits hat, einc (toschwiudigkeit «/ r in tii 
hinzubekommt. 

Das im vorhergohimthsn Hnriigrnjdew t#i 
wir jetzt so ausdrilckon, ditli wir siigeii, tier Ktii 
parabolischen liuwcgung cine verlikid »»« h 
Besohleunigung g. 

Es verdient benierkt zu werden, ilaU m 
gehenden Betrachtung nitdit wMig ist, daii d* 
Ebene Uegt, Audi fllr eim* bdiebige Hewii 
kann mmr die Beschbniuiguna in tier a«iji'si't*l 


IJewoguiig uiitl Kriifte. 


S "Hi 


Bci diosem Wort inuB man nun uicht immer an oin Zu 
dor Uriijif dor Geschwindigkeit denken. 

§ 73. Komponenten der Beschlennigung. Wir wo 
nelunon, daB dio Linie LL, von dor iin vorhergoheiule: 
graphtsn die Rede war, in einer Kbone liegt. Wir 
dann zwoi zueinandor aenkrechte Koordinateuachson L 
O r annehmon, und aowohl den betrachtetcn materiellei 
ala auch die Vektoren, wolclio die vorschicHlonen Geacli 
koiten darstellon, auf diese Ac.hacn projizieron. Wir 
boreita, daB in jedem Augonblick die Prpjektion d 
schwindigkoit auf 0 X init dor Geachwindigkoit liborein 
mit der aich dio Projektion dos Funktos auf diosor Ac 
wogt. Dioao letztoro Geachwindigkoit ist also in den betr* 
Augonblickon pa und c/?); da man fUr pa auch qo aotze 
so wird die Zunahmo der Geachwindigkoit durch ob u 
auch durch q die Projektiou von <J D, dargeatellt. 
ergibt aich leieht, daB die mittloro Beachleunigung d 
jektion in der Zeit r, dio dio liichtung von 7 d und di 
qdjr hat, die Projektiou dor mittleren Boschleuuigi 
auf dor krummon Linie aie.h hewogendou Punktoa iat 1 
Beziehung rnuB alatj auch zwischen den Grenzwortei 
mittleren BoHchlounigungen, d, h, zwiachen don Boscbleun 
in oiuom bestimmten Augonblick bestehen. Wird di 
schleuiugung fttr don einen Punkt dutch Pif angege 
wird aio fttr den anderen durch ph dargestellt 

Hieraus folgt endlich, daB, wonn man don Vek 
in die Komponenten PJT und PN, parallel zu don Koori 
achsen, zorlegt, diese die Boschleunigungon dor Proj( 
des hotrachteton Punktos vorstellon. 

Kntsprechend dor AimdruckKwoiHO, daB dor KOrpor di 
gungon in den Richtnngen von OX und O F zugleieh auBfllh) 
wir auch, daB or die Beschleunigungou PK und PiV zugb 

(Jberhaupt, wenn man sagt, daB ein Kbrper zwoi odi 
lieschlounigungen ha^ so meint man damit, daB man d 
licbe Beschlennigung bekommt, wenn man dies© Bos 
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§ 74. Bewegung eines Korpers, der auBeren Ein 
entzogen ist. Bis jetzt wurde nur iiber die Beobachtui] 
Beschreibung von Bewegungen gesprocben. Die PI 
wiinschen aber anch die Ursaehen der Ortsveranderui] 
Korper zu ermitteln oder wenigstens nachzuforscben, wii 
von verscbiedenen Umstanden abhangt. Wer ein I 
schnitzelchen nach einem daruber gehaltenen Glasstab, d 
einem seidenen Lappen gerieben nnd dadurch eUUrisiert ^ 
ist, emporsteigen sieht, wird in der Anwesenbeit dieses 
stabes die Ursache der Bewegung des Papierstiickcbe 
blicken; er wird sagen, da6 dieses von dem Glasstab aov 
wird. Dies ist zwar nicht mehr als eine Redensart, 
sie hat den Vorteil, die Aufmerksamkeit anf die Tatsa 
richten, da6 das Papier nicht in die Hohe steigt, we: 
Stab nicht liber dasselbe gehalten wird. 

Ebenso konnen wir, sobald wir wahrgenomnaen 
daB tiberall die Korper nach dem Mittelpnnkt der Er 
fallen, nicht umhin, die Anwesenheit der Erde als die I 
dieser Bewegung zu betrachten. 

In alien Fallen, in denen ein Korper aus dem Z 
der Ruhe in den Znstand der Bewegung tibergeht, gel 
einen anderen Korper zu finden, dessen Anwesenheit od 
stand als die Ursache der Bewegung betrachtet werder 

Ist ein Korper alien duperen Mnflussen entzogen y so 
er, wenn er in Ruhe ist, dauernd in diesem Zustand, 

Um einzusehen, was geschieht, wenn ein solcher sicl 
uberlassener Korper eine gewisse Geschwindigkeit hi 
trachten wir eine Kugel, die auf einem horizontalen Fu 
liegt. Offenbar wirken auf sie keine Einfliisse ein, di 
Bewegung hervorrufen konnen. Wir setzen nun die 
diirch einen Schlag mit dem Hammer in Bewegung r 
obachten, was nach diesem Schlag geschieht, also jii 
die ur^rungliche Bewegwngsursaehe aufgehdrt hat zu wirke 
Kugel beschreibt eine gerade Linie und kommt zur Rtihe 
dem sie eine Strecke durchlaufen hat, die von der Besc 
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und ilaB, wt>nn wir din Unebenheiten ganz eiitfernen k6rmt< 
din Kugol sich unaun»)rlich mit dorselbon Geachwiiuligk 
weiterbowognn wllrdn. 

Ana dioson und ilhnlichon Eracboinungen hat man d 
folginuion Satz abgeleitet: Hat ein luJrpcr, auf dm kdne aupm 
Kmfliism wirkm, eine OfM'hohuiitjkeit, xo behiilt er me unnufhi 
lick mit dmelben lUchtumj und </n"ifSr bci; er hat eine glcichfurm 
f f eradUnifie Hmmjung. 

Von dor Kicbtigkcit <Iie8eH GcacdzoH iat man llberzcu, 
nicht woil man oinon Korpor, dor in Bowegung iat, all 
auBonm Einfliiaaou ontziohou kunn, aondorn woil man I 
obacditct, dal5 aich die Bewogung um so inobr oiner gleic 
formigon nilhort, jo beascr oa golingt, dioao EinfUlase zu ei 
fernon, uud woil man uoch niomala eino Abwoichuug von (' 
gloicbfiirmigen Bowc'gung boobatditot bat, obno oiuo Uraac 
dal'Ur angobon zu kiimn'ii. 

Dhh Goaotz augt auadrUcklio.h, ilafi aich dor Kilrpor 
(jenidir lanio. bewogt. Audi fiir jodo RicbtungHiUuloruag ka 
man oint^ Uraaclus fuidon. Niomund wird bozwoifoln, claB 
oin von dejr Erdo auagohondor EiniluB iat, infolgodeaaen ai 
dor Monti in oinom Kroia um dio Erdo bowogt. 

^ If). Kr&fte. Sohwerkraft Um jthyaikaliacho Eracb 
nungen kurz und doutlich boachreiben zu kbnnen, ist ©a m 
wotulig, fUr dio im vorhorgehondon Paragraphon besprochen 
EuBoron EintlUaao oinea Namon zu babon. Man iat daber iibt 
eingokomraen, wonn man aiebt, daB aich ein Kbrpor in b 
wogung aetzt oder daB ©iae bereita vorbimdono Bowegung 
Gesobwindigkeit odor Eicbtung nine Andorung orleidot, zu aagt 
daB auf den KSrpor eino Km/t wirkt, dio dann ala dio Ih'mt 
d.ftr Bowegung odor BowogungKJlndorung botracbtet wird. 

doder Knift acbroibt man eino boBtimmte Mohtunff w 
eint* boatinunto Hrlipa zu. 

Um dioa niUtor zu erlEutoni, denken wir nocbmala 
einen Kdrpor, dor auf einer vortikalon Linio ateigt oder ft 
otler die in 8 tO bebrachteto Parabel beachraibt Wir wiaa 
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Teilen dieses Raumes in derselben Weise stattfinden kon 
Dies alles bringt uns zu der Vorstellung, da6 der Korper 
er sich auch befindet nnd einerlei ob er in Rube ist ode; 
bereits eine Gescbwindigbeit in dieser oder jener Richtun 
besitztj einer unv&rdnderlichen vertikal nacli unten gericbt 
Kraft unterworfen ist, nnd da6 die Wirk ung dieser Kraft 
in der Be schleunigimg besiehf^^ Diese Kraft nennt man die Sch 
Jcraftj \md vfiv konnen also sagen: 

Die fortwdhrend in derselben Riehtung und mil derselben G 
imrJcende Sehioerkraft erteilt einem Korper, wdhrend er sieh be 
XU der bereits vorhandenen Qeschioindigkeit in aufeinander folge 
gleichen Zeiten gleiche Gesehwindigkeiten vertikal nach unten, 
xwar ist diese Qeschwindigkeit -pro Selcunde gleich g. 

Einer derartigen ' Redeweise bedient man sicb and 
anderen Fallen. Jedesmal, wenn ein Korper eine andere 
gleicbfSrmige geradlinige Bewegung hat, spricht man 
einer Kraft, die in der Riehtung der Beschleunigung \v 
mit anderen Worten, in der Riehtung der Geschwindigkeit, 
der Korper in einem Heinen Zeitteilehen zu der bereits 
handenen hinzubekommt, oder nmgekehrt, die Wirkung 
\ Kraft besfeht immer darin, daf dem Korper in jedem kleinen 
teilchen in der Riehtung der Kraft eine Qeschwindigkeit erteilt \ 
die mit der bereits vorhandenen nach der Regel von §65 x/asam 
gesetzt wird. 

Wirkt die Kraft gerade in der Riehtung der Bewegung, s 
diese beschleunigt; dagegen ist sie verzogert, wenn die 1 
der Bewegung entgegengesetzt gerichtet ist. 

Weicht die Riehtung der Kraft Yon der bereits 
handenen Gesehwindigkeit ab, so ist die Bahn gekriii 
Im Falle von Fig. 72 (§72) z. B.' muB eine Kraft in 
Riehtung von PH wirken, wenn die angenommene Bewe 
wirklich stattfinden soli. 

Das Gesagte wird noch in verschiedener Hinsicht er^ 
werden, sobald wir einige Arten von Kraften kennen ge 
haben. Fiir jetzt bemerken wir noeh folgendes: 


liinvegtttig luui Krifte. 


§ 76 ] 

ePikssMiSM IcmiPi, tjehe man dem Wmi kmm andere Ikdeuii 

ah die, umkha wir ihm im ’VorlmgeJimidm heigelegt halmn, 

III clieHoin Lehrbiich wird das Wort niir eiri oinziges 1 
iii eiiiatii abwoiohaiulan Siniie gebraucht werdea.^ 

b) Eb kmm tmhi meJidrueMhh genug darauf hingewu 
nwdm, da§ auf eimn hihjierf der meh niif. hmMarder (hj^ehtmn 
keM auf einear germlen I Arne hewegt, aUes xpimmtpieiigemmn 
kmm Kraft mirkl Ktwas au<iivrt\s ist es, (biB auf ibn e 
Kraft gmirki hat, als or dio (JoHchwiudigkcut bokaiu. 

Wir sagten Hooben „alloB zusaiurneugeiiomiuen^^, weil, 
wir l>ald lorntui wordan, xwoi odor mehr Krilfte auf deu K5r 
wirktui klbuuui^ die eiuandor aufliaben. 

c) Iru vorhargahcuulon war imr von Fllllen die Rede, 
donon oino Qoiohwindigkeit naeh ntid naah entstelit odor s 
albniihihh ilndort Nur in solchon Fllllen wird von oiner Ki 
in dam angogabmian Sinno goH|)r<K*hcm. Mit andaron Wori 
vifie Kraft hatf utu rinfui Kih'ger ripie ( ft\srhirifaiigkrif seJ aie /i 
mi kiaiu^ xu erteilrn, eiur gnrlssi* ZvH auiig. In violon Fill 
in danon man nuf don orston Bliak sagon wilrde, dali c 
CiloHohwindigkait pldiillrh anlHtolit, zaigt os sioh boi nilhi 
Hotraolitiing, dali sia dam Kdrj>ar niclit augonblicklich, sorid 
in eipmr mhr kurxrfi Zeii arteilt wordon ist 

§ 7il Waiter® Baispial® von Kr&ften. a) Duroh die Mnsl 
kraft von M'onsohan odor Tieron kmm oin Kdrpir in Bawegi 
gosiitzt odor oino boroiti vorhancien© GoHcliwiiidigkait vergrdt 
otltir farklainart warden. Wann man oinon Bcddittcm in 
waguiig sotzti ertfiilt man ihm wllbrend oincir gowisitm J 
©in© boiohlaiiiiigte Bawagung. 

li) Bareitu in § 74 wurdo oiiit* eirkirimfm Afmiehtmg irwil 
Hat limit zwai in dorsalban Woiio oloktrisiert© Glassttlcke, ^ 
ilonon das oiiia baweglioh ist, so niiiimt dieses, wenn m 
gdmmm wird, eiiio Gasahwindigkiil an, dio von dein ando 
Stllek Ititiwog gerielitot ist Ki find©t dann elna ekkirimihe 
Mia/Sufig itiitt 
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Man kann einen stab- oder nadelformigen Magnet (Kom] 
nadel) so an einem Faden aufhangen oder mit einem Hut( 
auf eine Spitze setzen, da6 er sich um einen Punkt in 
Mitte seiner Lange in einer borizontalen Ebene drehen k; 
Sich selbst uberlassen nimmt er dann eine bestimmte Stel] 
ein, wobei das eine Ende nahezu nach Nor den weist. i 
nennt dieses Ende den Nordpol, das andere den SudpoL 
Richtung des Magnets fallt nicht mit dem astronomisc 
oder geographischen Meridian zusammen; im westlichen und n 
leren Europa weicht der Nordpol westlich von dem letzteren 
Man nennt die vertikale Ebene, in welche sich der Magnet 
stellt, den magnetiscken Meridian nnd den Winkel, den d 
Ebene mit dem astronomischen Meridian bildet, die Deldinai 

Die Deklination ist jetzt in Amsterdam 13,5^, in Bonn 12 
in Berlin 9,3^, in Konigsberg 5,5^, in Wien 7,8^; sie nil 
jedes Jahr um nahezu 0,07^ ab. 

Hat nnn ein Magnet die soeben erwahnte Stellung 
genommen, dann setzt er sich in Bewegnng, wenn man eii 
der Enden einen Pol eines anderen Magnets in einiger ] 
fernung gegeniiberstellt. Man mu6 also sagen^ dafi der 
Magnetpol eine Kraft auf dm anderen ausilbt; die Richtung derse] 
wird durch die folgende Regel bestimmt: 

Ztoei ungleichnamige Foie (ein Nordpol nnd ein Slid 
%iehen sich an, xwei gleichnamige (zwei Nordpole oder zwei £ 
pole) stolen sich oh. 

Anch ein Stiick Eisen, welches man in die Nahe e 
der Pole einer KompaBnadel halt, tibt anf diesen eine K 
ans. Das Msen xdeht heide hlagnetjpole an und wird auoh 
gekehrt von diesen angexogm. 

Endlich miissen noch die Krafte erwahnt werden, die 
wenn kein Eisen nnd kein Magnetpol in der Nahe ist 
die KompaBnadel nach dem magnetischen Meridian znri 
treiben, nachdem sie ans diesem entfernt worden ist. Man 
alien Grund, diese Krafte dem EinflnB der Erde znznschreil 
nnd nennt sie daher erdmagnetische Krafte. 


lU’wuguug uiui Ivrftftti. 


§ <"! 

Bt'wt'Kuap: oiuos mif oilier horizeutalen Kbom* Kleitoiuloii ( 
niUoiuieii Kiirjtors verziigort wird, ho achroibtm wir dioK 
Knil't dor llfitmnij za. Kbenso widorHotiit. aich bei Kbrji 
die Hioh in idiior KlUssiglcoit odor in oinoin (tIiih bowegeu, 
Hogi'iiHimto (IV(/rr»/a«(/ doH vuiigeboiuien StoffoM dor Bowogi 
^ <7. Die Wirkung einer Kraft aufgehoben durch 
SpannuBg eines Sell* oder den Widorstand einer Stutzfla 
Wird oiu Kdrpor an eiuom Soil auf'gohiiiigt, ho hat die Sc.h’ 
krnft niolit die frUlier orwilhiite Wirkung. Botraeiitot i 
nbor die Sutdie nilbor, ho zoigt Hieli zuniloliHt, dad daa 
Hteta etwaa verliiiigort wird. I litmo V'erlilngorimg fdllt boi oi 
Gummiacidaucli Hofort in die Augon; aie kaiui auch bei ei 
Metalldraht, dor mit einem (Jewicht von eitiigea Kilogni 
belastet wird, dureh geignete Hilfamittel Imobachtet wer 
Die lintersuchuttg dor ErHcheinung iiat zu dor Oliorzeujj 
gefllhrt, dad itninor oine gowiMse Verlilngoning Kfcattfindet, 
diek das Soil und wio loielit dor Kiirjicr auch int, 

Siidauu zoigt, joder verliingorto DralitdaH BoHtroben, wi 
zur urHiirlhigliolusii Liliigo zurllckzukehrou. Kr strebt iufi 
(iosseii don Ktirpor, dor an ihm hilagt, iiaeh obeii zu bewr 
und or tut dies tatHftchlich, wenn wir deu Kdrpor orst mit 
Hand noch otwas woiter nach unten zielitm itnd ihu danu loslai 
Wir mtlsseii also sagen, dad dor Draht auf don K6 
eiuo Kraft nach obon auaUbt, und os zoigt sich, dad dor 
stand dor Kuho, in welchom sich dor Kdrpor bofiudet, dad 
vorunacht ist, dad zmi Krkfte auf ibn wirkon, von denon 
eitto naoh oben und die andoro nach untou gorichtot iat. 

Von zwei Kritften, die auf einon Kdrpor wirkon, ohne 
in Bewegung zu setzen, aagt man, dad sio mitoinandor 
Gleirhffmkhi siud odor sich gogonsoitig auffmhen. 

Dio Kraft, woleho das Soil auf don an ihm hEngei 
Ki’irpor ausftbt, hoidt dio Hjmmmntf dos Soils. Wenn man 
(irllckoti will, dad sio durch das Bostroben dos Dralitos, 
nach einer VerlEngorung wiodor zusammonzuziebon, hoi 
gohraebt wird, so wird sie KlmtixiUU genanni Dio loti 
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Ein. Seil kann auch geapaniit aein, wenii of 
als die vertikale Riclituug liat Wir koiiiiea ih 
befestigen und am andoren Entle in belieliignr Ri< 
Die Spammng hat imnier die Hichiung der Umga u 
Wir konnen iibrigens daB Stnl aueh diircli 
f5rmig (d. h. nacli cum 
linie) gewiindemui Mt 
' Fig. 78 . eraetzen; dii 

Vor^iug, daB man cli© 

durch maBige Kriifte leicht beobachten kann. 

Bemerkungen wio die vorhergohenden findcii 
Anwendung, werm ein K5rper auf oinar boris^o: 
z. B. auf einer Tischplatte ruht Dan Holz w 
wenig eingedruckt; es strebt seine ursprilnglicha 
anzunehmen und iibt dadurcb auf den K8r|ter a; 
die die Schwerkraft aufhebi Dies© Kraft nei 
Widerstand der UntersttttzungsHl^cbe. 

§ 78. Augriffspunkt ©iner Kraft. Wenn w 
einem Punkt eines Kdrpers befestigen tind diinn 
ziehen, so iiben.wir eine Kraft aus, die, wie mai 
Befestigungspunkt angrdft, Auch bei anderen K 
man von dem Angriffspunkt\ ein Stiick Bjiacin od 
Nahe befindlicher Magnet wirkt z, B. atif dm Poh c 
nadel. 

Die Schwerkraft, welcher ein Keirper iiii 
wirkt nicht auf einen ©inzolnen Punkt; si© k; 
seheu warden, ale aus sehr vielen Krilften bestalu 
warden, die auf all© Stoffteilchen wirken, mm dcin 

zusammengesetzt iet 

I § 79. GleichgewioM von Krifttn. Mm 
t Krdfte ghich mid, erskm, mm wm auf dms$lb$n 1 
auf gleiche Kdrper — wirken und dirndlm Wirkmn* 
OeschwindigkeiUdnderung (§ 75) oder dimeJim Fimni 
hewirken; %weUBnB, wmn sm dumh glmdm K&rpm 
demselben Zmtand hefinden, amgejiht mrd&n^ und dr 
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Wir konnen z. B. auf einen Korpei? dadurch eine I 
austiben, da6 wir eine Spiralfeder mit dem einen Ende 
dem Korper befestigen und mit der Hand am anderen I 
ziehen. Der Grad der Verlangernng der Feder bestimmt c 
offenbar die Kraft, mit der sie auf den Korper wirkt. Hi 
wir nun zwei gleiche Pedern und ziehen erst mit der e 
und dann mit der anderen an demselben Korper, so ei 
man dieselbe Wirkung auf diesen letzteren, wenn bei den be 
Versuchen die Verlangerung der Pedern gleich groB ist. ! 
sieht hieraus, wie zwei Krafte, dienach dem zweiten Kennzeic 
gleich genannt werden miissen, es auch nach dem ersten i 

Befestigen wir die beiden Federn an demselben Pi 
eines Korpers, aber so, daB sie nach entgegengesetzten Se 
ziehen, so bleibt der Korper in Euhe, wenn die Federn gl 
viel verlangert werden. Hieraus geht hervor, daB zwei Kr 
die nach dem zweiten Kennzeichen gleich groB sind, dies s 
nach dem dritten Kennzeichen sind. 

Das dritte Kennzeichen kann natiirlich nur auf Ki 
Anwendung finden, die auf denselben Korper wirken, wah: 
das zweite auch auf Krafte angewandt werden kann, die 
verschiedene Korper wirken. 

Die erwahnten Yersuche mit Spiralfedern geben nod 
einigen Bemerkungen Yeranlassung. 

Zunachst kann man die Feder in umgekehrter Lage 
brauchen, so daB das Ende, an welchem man zuerst mit 
Hand zog, an dem K5rper befestigt wird. Wenn dann an 
Feder so stark gezogen wird, daB sie um ebensoviel verlan 
wird wie das erste Mai, so ist auch die Wirkung auf 
Korper, an welchem sie befestigt ist, wieder dieselbe. 
Feder zieht also an diesem Korper ebenso stark wie bei 
ersten Versuch, so daB wir schlieBen konnen, daB eine 
gedehnte Feder (und dasselbe gilt you einem ausgedehnten Di 
sick nach beiden Seiten hin mit derselhen Kraft xusam'i 
mtziehen strebt. - 

Sodann bedenken wir, daB, wenn wir eine Kraft F (Fig, 
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getreten, d. h. ist die Feder so weit ausgedelmt als 
vermag, somiissen die beiden Ivnlfte eiiiander gleic 
Die Spannung einer Feder ^ die dureJi eim geiviai^e- hi 
wirdj ist gleich dieser KrafL 

Mit dieser der Kraft F' gleichoii Spaoriung w 
die Spiralfeder auch auf don Korper J, mit andta^o 
I&aft F wird in unmrdndert^ Gropie atif deu Kilfi 
an dem die Feder befestigt ist 

Von dem letzteren k5nnen wir ims nocli 
Versnch liberzeugen, bei welchem zwei Fedarri 
wie Fig. 74 zeigt, gebraucbt werden. Wir nahri 
daB die Feder B G gleich der Feder A B in Big 
man nun, in den beiden B^allon von Big. 78 urul F 
Krafte F aus, was man daran sohen kann, daU ci 

iin erntori 

" — a woit HUHgt 

Fig. 74. dio Ke<l*!r 

ten Full, ( 

. die Wirkung auf den KSrper A in beiden ITiUloa i 
in Fig. 74 eingeschaltete Feder A li Ubortrfigt alao 
von B G auf den KOrper A. 

Aus dem Gesagten geht bervor, dab man in 
wie dem in JB''ig. 74 von vielon KrEften sprocho 
alle einander gleich sitid. Zieht man den Punl 
Hand nach reohts, so wird dio Hand (lurch die 
links gezogen. Dagegen Ubt B C auf .1 // cine 
rechts aus und steht selbst in B untcsr d((r Kinw 
Kraft nach links. Wir miisson uns sogar vorntell 
nur die eine Feder an der anderen zielit, 8ondt*ni 
Wirkung auch zwischen den beiden Teilen bosUsh 
eine und dieselbe Feder in Gedank(iu dtircli ei 
EEnge senkrecht stehendo Ebone teilen kann. 

Aus alle diesem sioht man nun auch, wie 
ist, immer deutlich anzugeben, auf wolchon Kbrpi 
wirkt und durch welchen Kdrpor sie anagatlibt wi 
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gestellt, die auf einer horizontalen Ebene steht, so wi 
Saule zusammengedruckt und sie iibt durch ihre Elastizitj 
beiden Seiten eine Kraft aus; nacli oben eine Kraft, die a 
Korper wirkt und mit dem Gewicht desselben im Gleich^ 
ist, nach unten eine Kraft, die die Unterlage in de; 
Weise niederdriickt, als ob der Korper direkt auf ihr 
Die Saule tibertragt wieder die Kraft, die auf ihr obere 
wirkt, auf die Unterlage. 

§ 80. Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung 
im vorhergehenden Paragraphen besprochenen Korper ii 
die Saule, auf welcher er steht, einen nach unten geri( 
Druck aus, und wird selbst durch die Saule mit einer 
groBen Kraft nach oben gedriickt. Zwei ahnliche gleicl 
entgegengeaetzt gerichtete Krafte sind zwischen der Sar 
der Unterlage wirksam. 

Uberhaupt Iibt ein Korper niemals eine Kraft aui 
anderen aus, ohne daB dieser auf ihn eine Kraft in d< 
gegengesetzten Eichtung ausiibt. Man unterscheidei 
Krafte als Wirkung {Aktion) xLi[id Qegenwirhung [ReakUo? 
man hat gefunden, daB sie immer gleich groB sind. I 
ziehungen und AbstoBungen z. B., welche elektrisierte 
"oder Magneto aufeinander ausiiben, befolgen dieses ' 
wenn ein elektrisierter Korper A an einer Spiralfed< 
gehangt und von einem anderen E, der sich unter il 
findet, angezogen wird, so zeigt die Ausdehnung der 
eine gleich groBe Kraft an, wenn man A und B veri 
wahrend ihre relative Stellung unverandert bleibt. 

Die Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung is 
vielen Fallen nachgewiesen worden, daB man sie a 
Fallen annimmt, in denen vielleicht eine der Krafte n( 
nicht nachgewiesen worden ist. Man hat z. B. beobacht 
ein elektrisierter Korper, wenn er schnell bewegt wird, 
Pole eines Magnets wirkt; man darf nun annehmen, dj 
die letzteren auf den ersteren einwirken, ob gleich die 
nicht experimentell nachgewiesen ist. 

§ 81. Folgen der Gleichheit von Wirkung und 
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ihn einwirkt; es scheint, da6 wir selbst unseren Korper ohne 
eine solche Ursache in fortschreitende oder steigende Bewegung 
bringen konnen. Bei naberer Uberlegung zeigt sich jedoch 
daa GegenteiL 

Wenn wir ruhig auf einem Treppentritt stehen, so drlicken 
wir diesei^ so weit ein^ da6 durch die Gegenwirkung Gleich- 
gewicht mit nnserem Gewicbte bergestellt wird. Um aber 
die Treppe hinaufzusteigen, driicken wir die Tritte starker 
nacli unten, bei sclinellem Treppensteigen, indem wir mit den 
FiiBen gegen die Tritte sohlagen] die grofiere Gegenwirkung, 
welcke dies zur Folge bat, gibt unserem Korper die Q-e- 
scbwindigkeit nacb oben. 

Beim Fortscbreiten anf borizontalem FuBboden machen 
wir Gebrauch von der Ranbeit desselben, Jeder kann selbst 
die Beobachtung macben, daB er den FuBboden nacb hinten 
druckt; die Gegenwirkung des FuBbodens ist es, die bewirkt, 
daB der Korper nacb vorn gebt. Bei einem vollkommen glatten 
FuBboden wiirden diese borizontalen Krafte nicht bestehen 
konnen und das Fortscbreiten wiirde nnmoglicb sein. 

Ist der FuBboden raub genug und selbst bewegliob, so 
bewegt er sicb riickwarts. Hiervon bat man verschiedene An- 
wendungen gemacbt; wir weisen nur darauf bin, daB ein© 

Person, die einen Kabn mit der Stange fortschiebt, diesen mit 
seinen FuBen nacb binten driickt. Er selbst wird durcb das 
Deck des Fahrzeugs nacb vorn gedriickt, aber er bleibt an 
demselben Platz, da die Stange, die er gegen den festen 

Boden druckt, eine entgegengesetzt gericbtete Kraft auf ihn 
auslibt. 

Die Fortbewegung eines Fahrzeugs durch Ruder, Rader 
oder eine Schraube besteht darin, daB man auf das Wasser 
eine Kraft nacb hinten austibt; bierdurcb wird wieder eine 
Gegenwirkung bervorgerufen, die auf das Fabrzeug wirkt. 

Das Scbwimmen der Fiscbe und der Plug der Vogel 

baben mit diesen Bewegungsmitteln einige Abnlicbkeit. Die 
fiir das Aufsteigen erforderlicbe Gegenwirkung wird durcb den 
Vogel bervorgerufen, wahrend er die Plugel niederscblagt. 

Beim Emporscblagen der Plugel wirkt auf ibn allerdings eine 
Kraft nacb iinten, allein die Geschwindigkeit der Bewegungen 
und die Stellung der Fliigel sind derartig, daB die Luft beim 
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Niederschlagen einen groBeren Widerstand leistet als beim 
Emporschlagen, 

Als letztes Beispiel der Gegenwirkung, die jede Wirkung 
begleitet, erwahuen wir den Fall eines Korpers, der ixber 
eine Flache, z. B. eine Tischplatte, fortgezogen wird, wobei 
er einen Reibungs-widerstand erleidet. Der Korper strebt 
dann die Platte mit einer dieser Eeibnng gleichen Kraft fort- 
znzieben. 

§ 82. Das Messen der Krafte. Um die GrbBe von Kraften 
dnrch Zahlen angeben zu kbnnen, miissen wir zunacbst fest- 
aetzen^ nacb welcher Regel wir das Verhaltnis zweier Krafte 
bestimmen wollen, und zweitens miissen wir eine bestimmte 
Kraft als Einheit wablen. Nun saben wir bereits in § 75, daB 
die Wirkung einer Kraft in der Anderung der Geschwindig- 
keit, der Bescbleunigung, besteht, die sie einem Korper er- 
teilt; es liegt also nahe, die Kraft als 'proportional dieser Be- 
schlennigung zu betrachten. Vielleicht ist es aber etwas dent- 
licher, wenn wir die GroBe von Kraften zunacbst nacb der 
Ausdehnung beurteilen, die sie an einer Spiralfeder bewirken; 
es wird sicb bald zeigen, daB wir, wenn wir so verfabren, 
mit der zuerst genannten Auffassung nicbt in Widersprucb 
kommen. 

Die GrbBe der Scbwerkraft, die auf einen Kbrper wirkt, 
wird das Oewicht des Korpers genannt. Um die Gewichte ver- 
schiedener Korper zu vergleicben, konnen wir uns einer Spiral- 
feder bedienen, die mit dem oberen Ende an einem festen 
Haken aufgeb^ngt und am unteren Ende mit einer Scbale ver- 
sehen ist, in die man die zu untersucbenden Korper legen kann, 

Zwei Korper baben nun offenbar dasselbe Gewicbt, wenn 
sie dieselbe Verlangerung der Peder bewirken, und denjenigen 
Kbrpern, welcbe die Feder am meisten verlangern, dtirfen 
wir das groBte Gewicbt zuscbreiben. 

Wir stellen uns jetzt vor, wir batten eine Anzahl von 
Kbrpern, z. B. Stlicke Kupfer von demselben Volum, an denen 
wir in keiner Hinsicbt einen Unterschied bemerken kbniien. 
Wenn wir diese der Reibe nacb in die Scbale bringen, be- 
kommen wir jedesmal dieselbe Ausdebnung, so dafi die ver- 
scbiedenen Stlicke auch gleicbe Gewicbte baben. Wenn wir 
ferner nacheinander 1, 2, 3 usw. Stiicke Kupfer in die Scbale 

Lorentz, Lelubuoli der Pbysik. I. 8 
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legen, so wird die AusdehBniig immer groBer. Wir stellen uns 

Yor und dies konnen wir, ohne in irgendeinen Widerspruch 

zn kommen — , daB die Krafte, durch die in diesen Fallen 
die Feder ausgedehnt wird, sich verhalten wie 1, 2, 3 nsw. 
Da femer ein Stiick Kupfer, dessen Volum 2nial oder 3mal 
so groB ist als das Volum der erwahnten Stucke, dieselbe 
Wirkung austibt wie 2 oder 3 der letzteren, so setxen wir das 
Gewieht von Korpern^ die aus demselhen Stoff hestehenj ihrem 
Yohim proportional, 

Jetzt ist es klar, wie man mit Hilfe der Spiralfeder das 
Verhaltnis verschiedener Gewichte oder anderer Krafte be- 
stimmen und auch alle in einer bestimmten Einbeit aus- 
drucken kann. 

Als Krafteinheit nehmen wir yorlaufig das Gewicbt won 
einem Kubikzentimeter Wasser bei 4° C., d. b. bei derjenigen 
Temperatur, bei welcber eine Menge Wasser das kleinste Volum 
bat (§ 6). Wir nennen diese Gewicbtseinbeit das Gewicbt von 
einem Gramm oder kurzweg ein Gramm, 

Mit HUfe der Tabelle von § 6 konnen wir leicbt das 
Gewicbt von 1 ccm Wasser von einer anderen Temperatur 
berecbnen. Bei ErwStrmung von 4° auf 10® wird fur eine 

bestimmte Menge Wasser das Volum ^al groBer. Da 

0,999877 ° 

es sicb nun gezeigt bat, daB sicb das Gewicbt eines Korpers 
nicbt andert, wenn man ihn erwarmt, muB das Gewicbt von 
1,000124 „ ^ 

0 999877 Wasser von 10® immer nocb ein Gramm sein; 

hieraus folgt, daB 1 ccm daTon = 0,99975 Gramm wiegt. 

Um nun z. B. das Gewicbt von einem Stiick Blei in 
Grammen auszudriicken, baben wir nur zu ermitteln, wieviel 
Kubikzentimeter Wasser man in die Scbale bringen muB, um 
dieselbe Ausdebnung zu bekommen, die durcb das Blei bewirkt 
wurde. In derselben Weise kann aucb eine Kraft, die wir 
mit der Hand auf das untere Ende der Feder ausuben, oder 
eine elektriscbe oder magnetiscbe Anziebung, die in vertikaler 
^cbtung auf einen an der Feder aufgebangten Korper wirkt, 
in Grammen oder Teilen eines Gramms gemessen werden. 

Wir braucben wobl nicbt zu sagen, daB man das Gewicbt 
eines Korpers vermittelst einer Wage genauer bestimmen kann 
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als vonniltelst eiuor Spiralfeder. Wir nehmen aber bei diesen 
Bctrachtungon au, dali man eine Boeder benntzt, weil man 
niit dioHor ancli verscUiodeno andere Krilfte leicht measen 
kanii. 

In Wirklichkeit wird das Gowiclit eines Korpers nicht 
dirokt mit dem Gewicht oinos gewissen Volums Wasser Yer- 
gliclum, sondoru mit dem you „Gowicbten^S d. b. von Metall- 
atbckon, die dirokt odor mdirekt mit oiiior Menge Wasser ver- 
glichon worden airuL Man brauclit also nicht jedesmal den 
Kaum, den cine gcvvinse Mongo Wassor oinnimmt, zu inessen, 
luid hieriu licgt eiu groBor Vortoil, da es schwierig ist, diese 
Mt».BHung gcnau auszufllhrcn. Dies ist in so hohem. Grade der 
VixW, daB man, wenn os mbgUch ist, eine Volumbestirnmung 
(lurch eino Wilgung erBctzt; man ermittolt z. B. oft daa innere 
Volum eincB GeniBcs dadurch, daB man die Monge Wasser 
odor QiUHikHilber wi(^gt, die es fasson kanm 

Kieo ciia'H (ii*'wi(*htHHtUc,keB mit (Uiku* WivBscr, 

derou V^nhun wurde, int btd Kinrulirimg dea mtitriacluiu Hyateras 

auagcifiUirt wtirdcni; man hat damala oin StUck Platin vcrforti^(t, das ao 
gut wie. mugUfU tlaHHolliu (uuvicht wie eiu KubikcUrzimcter Waaser vou 
4“(t hat, Htdek iat daa Novmalkilogramm, das nocli jcjtjst auf- 

Imwahrt wird, vutj dam genaue Koplau aiigofortigt wordon sind tmd mit 
dam alle (Jawkht^stUeku, die wir bcuutmv, dlrekt oder indirekt ver- 
gludum sind, 

Ali ganaueru ITuttsrftudumgen galehrt hatton, dali das Normalkilo- 
gmmm eiwaa von dom Oowicht oines Kubikdoj^lmeters Wasser abwich, 
wurdo dm KUogmmm nkht vtirEndort, so daB es jetzt nicht mehr ganz 
riobtif i«t, mi »fnn, daB I cbdm Wassor von 4® C. I kg wicgt. 

Ahnlioh vwhUlt m sich mit dom Motor, Man hat gogon Kndo des 
IB. Jtthrhundesrfcs olnan MaBitab angc'fortigt, dor so gut wie mdgUcU 
gloich dam viar^igmillionstan Toil des Erdurnfangos war. Dies Normal- 
mater Ist baibahaltau wordon, aimh nachdom gonauero Massungen des 
Krdumfarigas ain Itosultat gfdlofort hatton, welches von dem frilher er- 
haltanon atwa« ahwaiaht. 

Dor tintarachuul zwisobim dem Gewicht eines Kilogramme und dem 
elnas KublkdasiimatorH Wasmir von 4^0, ist ttbrlgons so gering, dafi wir 
in alien Flllon, die in diesarn Bnch© mv Bpracho kommen, davon abseben 
kOwnmi, 

§ 8U. Homogene tmd nichthomogene KSrper. Speziasohes 
Oewioht Kin Klirper odar eiu Stoff heiBt homogm^ wonn die 
Kigaiiicliaftan dcsialben in alien Punkten dieselbon sind oder, 
ganauar gss^fei wenn klaina Taile von gleichem Volum und 
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gleicher JPonn iind Lage, an verschiedenen Stellen aus dem 
Korper herausgenommen, in ihren Eigenschaften Yollkominen 
•ubereinstimmen. 

Fliissigkeiten und Gase konnen in der Eegel als bomogen 
betrachtet werden, ebenso krystallisierte feste Korper. Bei 
Holz verrat sicb der Mangel von Homogenitat schon bei ober- 
flacblicber Beobachtung; Glas nnd Metalle sind viel mehr 
bomogen, aber vollkommen sind es ancb diese Stoffe niemals, 
da durcb die Bearbeitnng, welcbe sie erfabren baben, die 
Oberflacbenscbicbten andere Eigenscbaften angenommen baben? 
als die tieferbegenden Teile. 

Bei Stoffen, die bomogen sind oder die man als bomogen 
betracbtet, verstebt man nnter dem sjpexifischen Qewicht die 
Zabl, welcbe angibt, wievielmal ein gewisses Volum des Sto£fes 
mebr wiegt, als ein gleicbes Volum eines bestimmten StofFes, 
mit dem alle anderen verglicben werden. Fiir diesen Stoff 
wablt man in den meisten Fallen Wasser von 4^ C. , und man 
kann daber sagen: das spezifiscbe Gewicbt eines StofFes gibt, in 
Grammen ausgedriickt, das Gewicbt von 1 ccm des Stoflfes an. 

§ 84. Zusammenbang zwischen der G-roBe von Kraffcen 
nnd der Gescbwindigkeit, die sie einem Korper erteilen. Man 
kann in verscbiedener Weise die GroBe einer Kraft beurteilen, 
wahrend sie einen Korper in Bewegung seizt. Wir konnen z. B. 
einen Korper vermittelst einer Spiralfeder uber eine borizontale 
Ebene fortzieben; die Verlangerung der Feder ist dann in jedem 
Augenbbck ein Ma6 fiir die Kraft, die auf den Korper wirkt. 
Oder wir konnen bei elektrisierten Korpern erst, wahrend sie 
in Eube gehalten werden, die Krafte messen, die sie aus ver- 
scbiedenen Entfernungen aufeinander ausiiben, und dann, wah- 
rend sie sicb bewegen, aus ibrem Abstand auf die GroBe der 
Kraft scblieBen. Man bat namlicb alien Grund zu der An- 
nabme, daB die Wirkung zwischen zwei gegebenen elektrisierten 
Korpern, unabbangig von der Bewegung, die wir ibnen geben 
k5nnen, nur von ibrer relativen Stellung abbangt. 

R TYlQTl YinTI Q ITp n /I /I r. lx /n-w 


§ 85 ] 


Bewegung und Krafte. 
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I. Wirkm nacheinander versehiedem Krafte auf einen Kdrj)ery 
aber jede Kraft eine Zeitlang in derselhen Richtung und mil der- 
selhen Qrofie^ so sind die Qesohwindigkeiten , die sie dem Korper 
in der Zeiteinheit erteilen^ d. h. die Beschleunigungen den Krdften 
proportional, 

Diesem Gesetze gemaB mtissen die verschiedenen Werte, 
lie die Beschleunigung g eines fallenden Korpers auf der Erd- 
Dberflache bat (§ 63), dem Umstande zugeschrieben werden, 
iaB die Scbwerkraft an dem einen Ort starker und an dem 
inderen scbwacber wirkt. Das Gewicbt desselben Korpers 
ivllrde demnacb aucb obne Zweifel derselben Spiralfeder in der 
Nabe der Pole eine groBere Ausdebnung geben, als in der 
Sfilhe des Aquators. 

Nacbdem wir obiges Gesetz kennen gelernt baben, ist es 
dar, daB die beiden in § 82 erwabnten Auffassungen nicbt 
niteinander in Widersprucb steben. 

§ 85. EinfluB der Stoifmenge, die in Bewegung gesetzt 
wexden muB. Ein zweites, nicbt minder wicbtiges Gesetz ist 
las folgende: 

II. Wenn eine und dieselhe Kraft ^ immer ohne die Riehtimgl 
ifid die Qrbpe zu dndem, nacheinander auf verschiedene Korper 
oirhtj so ist die Qeschwindigkeit, welche diese m der Zeiteinheit he^ 
:ommen, * umgekehrt proportioned der Stoffmengej welehe sie enthalten, 

Besteben die Korper, welcbe man miteinander vergleicbt, 
lus derselben Substanz, z. B. aus Kupfer, so ist offenbar die 
Jtoffmenge, welcbe sie entbalten, proportional dem Volum, 
tnd da jedes Kubikzentimeter gleicb viel wiegt, aucb dem 
jewiebt. Ftir solcbe Korper kann das zweite Gesetz aus dem 
irsten abgeleitet werden, wenn man nocb den Umstand be- 
tickBiebtigt, daB alle Korper gleicb scbnell fallen. Wir wollen 
B. annehmen, das eine Stuck Kupfer sei doppelt so groB 
Is das andere. Die Gewichte wollen wir mit K und 2K be- 
eiebnen. Durcb diese Krafte bekommen dann beide Stiicke, 
mnn wir sie fallen lassen, in der Sekunde die Gesebwindig- 
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[§ 85 


Stiick nach dem ersten Gresetz in der Zeiteinheit eine Gre- 
scliwindigkeit bekommen. Eine Kraft K, die dem kleinen 
Stuck die Geschwindigkeit g erteilt, gibt also dem groBen nur 
die Geschwindigkeit 

Wirkt auf beide Stiicke dieselbe Kraft F, so ist die Ge- 
schwindigkeit, die das kleine in der Sekunde bekommt, nach. 
dem ersten Gesetz 

F 

und die, welche das groBe Stiick bekommt, 



Werte, die wieder dem zweiten Gesetze geniigen. 

Hat man es mit Korpern zu tun, die aus verscbiedenen 
Substanzen bestehen, so muB, wenn das Gesetz Sinn haben 
soil, zuerst festgesetzt werden, nach welcbem MaBstab man 
die Stoffmengen, welche sie enthalten, miteinander vergleichen 
will. Wir wollen nun uhereinlcommen zu sagen^ daj^ z, B. ein 
Stuck Kupfer und ein Stuck Eisen dieselbe Sioffmenge enthalten, 
wenn sie an demselb&n. Ort der Erde gleich viel wiegen, Ein Stiick 
Kupfer mit dem Gewicht E und ein Stiick Eisen mit dem 
Gewicht 2E enthalten nach dieser Auffassung Stoffmengen, 
die sich zueinander wie 1 zu 2 verhalten, und auf diese Korper 
konnen nun wieder die obigen Schliisse angewandt werden, so 
daB aueh in diesem Fall das Gesetz seine Giiltigkeit hat. 

Die Stoffinenge eines Korpers wird die Masse genannt. 
Die Massen verschiedener Korper sind, w;ie wir gesehen haben, 
ihren Gewichten an demselben Ort der Erde proportional; 
die Wage ist daher das Instrument, welches dazu dient, 

I Massen miteinander zu vergleichen. Die Begriffe Gewicht tmd 
\ Masse mu^ mam, jedoch scharf voneinander unterscheiden. Das 
Gewicht eines Korpers ist die Kraft, mit der er von der Erde 
angezogen wird; es ist groBer oder kleiner, je nachdem wir 
unsere Beobachtungen naher bei den Polen der Erde oder 
naher beim Aquator machen. Die Masse dagegen andert sich 


!it*waguiig inn! 
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^ Hi;| 

eiiittr HiariilftMler ilhor eine liorizoiitiila Blilcha lc>rtzielit iui<l 
jaclaBnui! clio \m ainar bostimiutaii AuB(iahniing vorluiiitleiia 
Bam’lilaunigung miBt 

§ HB. Beispiele das Einflusses der Masse mf die Bewegiings- 
ersebeinanfan. Je groBta"' die Manse mnm Kia'pere isty desto 
lilngera Zeit hraiicht aina und dic^selho Kraft, urn eiiia be- 
stiminta (iasahwiiidigkait harvorzuhriiigcm. Khatisa ist die Zeit, 
wilhraud der iniia Kraft vvirkeii iimB, xmi tdae bareits vor- 
fuuideiia Ctasehvviadigkint zu vaniielitan, bei eiianti Kdrper von 
grolier Masse Illngar als bei eiiuun kleinau Kbrper. Die der 
Bewegung eatgegeiigesatztett Geschwindigkeiten , welche die 
Kbrper in diesem Falla in aufennantb'r folgtaiden Zeitteilen 
arhalteii , lait andareri Worteri die GeHcbwindigkeitsvertuinde- 
rungtm, siiid wiadar dar MiiBsa uragekehrt proportionaL 

Weiiii der Magnet von § 76 durch eine tlroliende Be- 
wagiing in einer horizotdalen Fljeiie atis sfiner (Beiidigewit*htH- 
kga gebraeht und <laim bmgelassen winl, ho niinmt er eiiu^ 
beHehleunigti' Bewc*gimg na<‘b der (BiUcligewichlHlage bin an. 
Kr rdierstdireitei diene Luge und hut, mibaid dii^s gesebehen 
ist, widl auf i!m hMh Krllfte wirken, <lie ilin in ileu tnagneii- 
selien Mtuddiiiii zu Mttdleii streben, eine verzdgerte Bewegung. 
Niieli eitdger Zeit iat <lit* (leBehwindigkeii ersebbpft; dor Miigiiiit 
kefirt iiiieh der I’lleieligewiehtiilage ztirllek urnl giilit voii neuein 
dureli sie htmlureh; kurz, tr sebwingt liber tiiieu gewissan 
Wtiikel bin luid her. 

Dabei wird fllr tlen Obtrgang mm airier der iuBoritan 
Bteliungeii in die Hlabhgawiebtskge ebeiiBovitil Zeit gtibrauebt 
wii fiir ilk Bawtgung fon der (Jkiieligewicdilslagti in sine 
jener Btelliingen. Ferner hat man giduiideii, diiBt wdanga die 
Ableiikitfigswinkel iiieht zti groB sinik groBti und klidiiti Heliwtii- 
gittigtui hi derselbeii Zeit genmcht werden. Ilierimf konifnen 
wir spilter zurllek, wtdmui ab«r jetzt btimiiidt^rM darauf liiiij diiB 
tlie Hrliwiiigiingeii langaamer wiirdeii» wiiiin itiiiit den Magnet in 
Biiiiklein die fin liiitdan Saitaii gkieli wait ton der Mith^ lb»gen, 
itiit zwei gkdrfiisii Stileken Kiipfer b#k«tet 
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kann also nur durch die Vermehrung der Masse des Stabes 
vorgebracht sein. 

Da6 diese Vermebrung wirklich eine solche Wirkung 1; 
mu6, siebt man leicbt ein, wenn man sicb vorstellt, da6 
gleicbe Magnate, von denen der erste nicbt, wohl abei 
zweite mit Kupferstiicken bescbwert ist, so gedrebt we 
da6 sie gleicbgroBe Winkel mit der Gleicbgewicbtslage b 
xmd da6 sie dann zugleicb losgelassen warden. Da die wi: 
den Krafte bei beiden dieselben sind, muB der zweite Mj 
wegen der groBeren Masse in derselben Zeit die kleinerc 
schwindigkeit bekommen; er wird also die Gleichgewicht 
spater als der erste Magnet erreicben. 

Abnliche Erscbeinungen konnen bei tonenden Kor 
z. B. bei einer scbwingenden Stimmgabel, beobachtet we 
Die Zinken sind bier abwecbselnd weiter nach innen gel 
iind weiter voneinander entfernt als in der Gleicbgewicbts 
Die Elastizit^ des Stabls treibt stets die Teilcben nacl 
Gleicbgewicbtslage und bat bei jeder Annaherung an 
Lage eine Bescbleunigung und bei jeder Entfernung vo: 
eine Verzogerung zur Folge. Wenn man die Zinken 
Stimmgabel mit Kupferstiicken, Kautscbukringen oder ( 
derartigem belastet, obne an der Elastizitat etwas zu ander: 
macbt man die Scbwingungen langsamer, wie sich z. B. : 
wenn man diese auf einen rotierenden Zylinder aufzei( 
(§ 57). 

§ 87. Einheiten der Kraft und der Masse In der 
metrie pflegt man die Langeneinbeit und die Volumei 
nicbt beide willktirlicb zu wablen, sondern, nacbdem mai 
erste festgesetzt bat, fiir die zweite den Inbalt eines Wt 
zu nebmen, dessen Kante gleicb der Langeneinbeit ist. 
durcb werden die Eegeln fiir die Inbaltsberecbnung einb 
als es sonst der Fall sein wiirde. Hatte man als Langenei 
das Meter und als Volumeinbeit den KubikfuB genomme 
wiirde man'* die Zabl, welcbe den Inbalt eines rechtwink 
Parallelepipeds angibt, nicbt bekommen, indem man die Za 
welcbe die Lange, die Breite und die Hobe anereben. 


lUswtigtiug uud Kntfto. 


8 H"1 

einfaclien, mmn imm dafilr eorgt, daB zwiachou dor K 
aiiiheit uud dor MasHoiioiiiheit aiii boBtiiumtor Zimmn 
luiug iH’.stoht. 

Man mihii tliese FAnheiten dap dm EinMU der Krafi 

^ erieiU^ d, h. dap .sis 

iiesckiriadifjkeii / rerurmshif menu .sie eine ZmislnfieM lawj 
dm Kinhmi, der Masse trirld, 

Wirkt dauu oiuo Kraft A* auf dio MaBHo 1 , ho ist 
BoHchlouuiguug nach dam orntou GoHotz (Jf iS4) lu Uud i 
deiu zwoitou (Jonotz (§ H5) wird dio licmcldouuiguug 



Wiuin dio Kraft auf dio MaHBo m wirkt 

III Worteu ausgodriiokt: dio Zald, wolcho die BeHchlouuii 
augibt i^t gloioh deiri Quotieutem dor Zalilou, wolcluv dio h 
tiful dio MaBHO angobeu, odor in kllrziU’t^r AuHtlruokHwoiHo, 
wir in Holcdion Fallon oft bonutziui wordou: am die NeseJdeufd 
%u hehanmen^ map man die Krafi dnrek die Masse dieidierta 
Dio Korutol (14) kaun auoli in dor Form 

K ■■■- m 

goHcbricilion wordou. 

Wotulot inati mm dione Bozitdmng auf oimni fallen 
Kdrpor an, ao wird K das (iciwieht (Urn Kdrpors, wolcdies 
1* iiciiiiieu wollon, wllhroiid f/ die frillier benprcHihene 
sobleimigung r/ wird, Zwiaebeu den Zalilonwt^rtim dos 
wiclites und der Masse babon wir also die llozioliung 

P^gm ....... . 

Wmm zwiiohan don Kiuhoitou dor Kraft uud de^r M 
der aiigogciboiio ZuHiiuunoubang bc‘Htolit wollcm wir sagou, 
die Fanhoiton j,zuoinimcbsr passon^^ Dias ist noeb liuf 
Boliiodtute Waino moglicb, z. li: 

ii) Zoitoiuheit dio Sakimdti, Liiigetieiiilieit d&s Metori Ki 
oinboit dm (Itiwicbt aines Kilograiniiis. Die Maiseneiulioi 
jetzt iiicdit die Mange Staff in aineiii Kilagramm^ deun 
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die eines Kilogramms, so wiirde eine Beschleunigung 1 < 
stehen; daher miiB die zuletzt genannte Menge Stoff zur Mass 
einheit gewahlt werden. Dies ergibt sich auch aus der For 
(15, da P — g sein mu6, wenn m = 1 werden soil. 

b) Einheiten von Zeit und Lange wie oben, Masseneinl 
die Masse eines Kilogramms. Durch eine einfache Schl 
folgerung oder, wenn man will, durch die Formel (15) fin 
man, dafi jetzt als Krafteinheit eine Kraft genommen wer< 
mu6, die ^mal kleiner ist als das Gewicht eines Kilogram 
Natiirlich kann man auch als Einheiten Bruchteile o 
Vielfache der genannten Einheiten benutzen, ohne etwas 
der Art des Systems von Einheiten zu andern. 

Die Einheiten in der unter b) angegebenen Weise 
wahlen, verdient aus folgendem Grunde den Vorzug. ] 
Masse eines Kubikdezimeters Wasser ist an alien Orten c 
selbe. Werden also die Einheiten in der zweiten We 
gewahli^ so arbeiten alle Physiker mit derselben Masseneinl 
und also auch mit derselben Krafteinheit, da diese von < 
Masseneinheit abh^gt. Dagegen ist das Gewicht eines Knb 
dezimeters Wasser nicht hberall dasselbe; das unter a) 
nannte System ist daher nicht geeignet, bei genauen Messunj 
allgemein benutzt zu werden. 

Ein System von zueinander passenden Einheiten, 
welchem die Masseneinheit ein Kilogramm oder ein einfacl 
Bruchteil desselben ist, wurde zuerst bei der Untersuchu 
der elektrischen und magnetischen Erscheinungen eingeffil 
Gegenwartig pflegen viele Physiker als Langeneinheit das Zei 
meter und als Masseneinheit das Gramm zu nehmen, wS^hre 
Zeiten in Sekunden ausgedriickt werden. In diesem Zentimei 
Oramm-Sekwnden- System, welches wir als das C-G-S-System 1 
zeichnen wollen, wird die Beschleunigung der Schwerkraft dui 
981 ausgedruckt und ist die Krafteinheit, der man den*Nanc 
gegeben hat, der 981 ste Teil des Gewichtes von ein 
Gramm, also etwas mehr als das Gewicht von einem Mi! 
gramm. Das letztere findet man durch eine ahnliche Schli 
folgerung wie oben. 


HH, 
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.iiiniuititler {uiHHinidor Kinheiten boruhen , ebaiisogut galtan, 
man /.* li dw untar n) otlar 1)) ganannteii Kinheiten 

dlhlta. 

AuHiiiihinHweiHn wardan wir tliiB Gawicht oiiieB Gramms 
itar m\m Kilogramnin ills Kraftainlunt und auch eine aader© 
janganaiiilitut ids das Zantimatar baimtMm, 

Wir bamarkan utiah, dnB miui aft dan Wart y,(Ttramm*^ bo- 
ut/*!, biild um dio „MaHso*3 bald um das HCtewiclit oinos 
tramms** m bo/4‘iolman. Vorwirning win! bioraus boi oinigom 
iiiohdonkan nioht cuitHtoliam 

§ BH, Dieht©. rNirr der IHehin tinen ^wskhi /m 

k,.J|bw£,^r/ir VdummnfmlL Ini (!-G-B-SyHtmn wird also die 

duroh dia Zald ba/aiolmet, woloha luigibt, wioviol 
raniin in I ocm antbiiltan sindj also dundi diosolbo Zahl wia 
an s|i0^ifbcha Gowicht in bo/,ug auf WasHor von 4“. 

Zuwailoit wird dio Ditdito oinos SitdTos dtiroh dio Zabl 
isgodrilokt, woloha ungibt, wiaviolnml grblior iat ala dio 
iohta oinor Hulmiair/., mit dor man alii* SUdTo vorgliuoht. 
ioHo Ziihl HtoUi /aiglaidi daa Hjio/dtiHoho (iawioht doK HtofTtm 
- ba/ug auf diaao Hubatan/* vor. 

§ Bib Probkme ubtr di© B©w#gunf ainti mattrislka 
iftktii, Dio Bawaguiig mnm als iimtorielliir Fuiikt bn- 
iiobtotfin Kdrimm gibt m sgwaiiir'bi Froblam©ii Veraiilassuiig. 
uwtiikii iiuii man, iiaebdem man di© Bowogutig diircli Be- 
uiolitnng ktnnen gekrnt bat, mmn Hcddufi auf die wir- 
iitcli Kraft aiilitw, odar audi wolil dio Kraft angobfm, die 
r iiii© iMiitiiiimte aiigenommona Bowogung iilltig ist Zii 
asfiRi Zwiiikti timiittelt man vmorst dio Bi.^soblouriiguiig (§§ fill 
id 72); difi Kraft mnfJ dio Kiehtung dt^rsolbon !mb©n unci 
10 Grritia, dio iiinn fiudot, indom miiii dio GrllUe dar Bo- 
libninigung mil dor Masso multl|di/iort 

111 aiidonui Killian kannt msii fir jedari Augiubliek die 
dio iiiif don Kbr|.iar wirkt, und m Iiiintielt sieli ciaruni, 
;i BawiJgiiiig XU bustimnnsii* Diet ist miflieii, wcitiii ftir dtiu 
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flucht zu einer Teilung der Zeit in nnendlich. klein< 
nehmen. 

a) Oeradlinige Bewegung. Die Bahn ist eine ger 
wenn die Kraft immer dieselbe Eichtung hat und d 
anfangs in Euhe ist oder eine Anfangsgeschwindigk 
Eichtung der Kraft oder in der entgegengesetzten Eic 

Wir teilen die Zeit in sehr Heine Teilchen und 
zunachst so, als oh wahrend eines jeden dieser 
Kraft dieselbe GroBe beibehielte, welche sie am A 
selben hat, als ob sich die Kraft also nicht allmahlic 
mit kleinen Spriingen anderte. Ist m die Masse des K^ 
K die Kraft am Anfange eines der kleinen Zeitteilche 
erleidet der Korper im Laufe desselben eine Geschw 
vermehrung oder Geschwindigkeitsverminderung 



Mit Hilfe dieser Formel kann die Geschwind 
Ende des Zeitteilchens r aus der Geschwindigkeit i 
desselben abgeleitet werden; aus der Geschwindigk( 
Augenblick, in welchem man anfangt die Bewegui 
trachten, kann also die Geschwindigkeit am Ende c 
zweiten, dritten Zeitteilchens usw. gef unden werde] 
auch die Geschwindigkeit in einem beliebigen Augen 
Eesultat wird um so genauer sein, je kleiner man 
teilchen gewahlt hat; das wahre Eesultat ist der ( 
welchem sich der fur die Geschwindigkeit gefund 
nahert, wenn man die Zeitteilchen immer klein 
Kiirzer konnen wir dies ausdriicken, indem wir s 
die Zeit in nnendlich Heine Teilchen geteilt und 
jedes Teilchens die Kraft als konstant betrachtet w 
Sobald die Geschwindigkeit fur den ganzen V 
Bewegung bekannt ist, kann auch der Ort des K 
jeden Augenblick gefunden werden. Bei diesem Pro 
wahrend eines Zeitelementes r die Bewegung als gl 
betrachtet werden, so daB man den zuriickgelegten 
rechnen kann, indem man die Geschwindigkeit mit ■ 


lU'wi'ftung uihI Krftfti'. 


S HlIJ 


Itl 


In vit'Inn Killlon ist dio Kraft, wcikdin nuf <Ion K(5r[)( 
wirkt, ithliiingig v»n dein Orto, an deiu or sich hotindot. Mn 
kiinu cliuui dio Beroclinuug dor Ooachwindigkeit mid die Hi 
Htitnnmng d(‘H Ortos iiicht vonoinandor tronnen, Hondoni imi 
sicli III it lioidon Krngoii zugloich boscliilftigon. Es soi 
dio AniiuigHlago do8 Kdrpera. Wilhroiid oiiios erston Zei 
otomontoH legt or oinon Weg zurUck, dor aua dor Anfaiigi 
gosoliwindigkoit goftmdon wordeti kami; man koimt dann auc 
don Ort Q, in woltdioiu or am Eiido diosos Zeitolomontoa ai 
gokoimuoii iat. Zugloioh kaiin aus dor Kraft, dio in df 
Aiifaiigtilugo /’ nuf den Kdrpor wirkto, abgeleitet wordoi 
wio groB dio (feachwindigkoit am Kndo dos Klementos g( 
wordon ist. Dioao nono GoHciiwimligkoit diont dann znr B« 
rochming ties Woges, dor in einem zwoiten Zoittoilchon zurtlcl' 
golegt wird, wiUirond dio gleichzoitigo (kiKobwindigkoitsilndi 
rung au8 doin Worto gofunden wird, don dio Kraft am At 
fang doa zwoiton, nlao am Eiido dor ersten Zoittoilcbona liatt 
oinoni Worto, dor bokaiint iwt, da man don Ort Q boreita lx 
stimmt bill. In diosm' VVoiso kann man weiter so.hlicBon. 

li) Kn/iftmliiiiijr IMuri/utiff. Wir iiohmon jotzt an, daB nio 
dio Kraft in ilioHor mlor jonor Woiso in Riclitung mid Gri’tB 
ilndort, wilhroml dor Kiirpor oino boliobigo AnfangsgoHohwindif 
koit bat, doron Riobtung niolit mit dorjonigeu dor Kraft zi 
Hammonzufallon braucht. 

Ks soi /* (Kig. 75) dio Anfangslago, I'A dio Anfangi 
gONohwindigkoit, /’/' die anfanga 
auf don Kbrpor wirkondo Kraft. 

Wir toibm die Zoit winder in 
unondlioli kloino Toilohon, dio wir 
mit r bozoicbnon. l>or in ijom 
orstoii Klomont duroblanfono Wog 
P() wird HUH dor (Rmobwindig- 
koit 1' A horechnot lilltto nun 
koino Kraft auf tien Kdrper go- 
wirkt, so wUfdo die Geacbwindig- 



Fig. 75. 
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[§ 90 


die Eichtung der Kraft als konstant betrachten; die GroBe 
Yon Qh ist durcli den Ausdruck (16) gegeben, wenn K die 
Kraft PF ist. 

Die Geschwindigkeit, welche der Korper in Q hat^ ist die 
Eesultante Q C von Q B und Q L Aus dieser Eesultante findet 
man den Ort B des Korpers nach einem zweiten Zeitelement, 
wahrend die Geschwindigkeit die er dann hat, bestimmt 
wird, indem man ED ^ Q 0 mit der Geschwindigl^it Bd zu- 
sammensetzt, die die Folge der Kraft Q G ist, die auf den 
Korper wirkt, wenn er sich in Q befindet. 

In dieser Weise kann man eineEeihe von Orten P, Q, Pusw., 
die in nnendlich kleinen Entfernungen Yoneinander liegen, be- 
stimmen nnd also auch die ganze Bahn kennen lernen. 

Da6 in denjenigen Fallen, in denen die Kraft sich weder 
in Eichtung noch in GroBe todert, der Korper eine gleich- 
formig beschleunigte oder Yerzogerte geradlinige Bewegung hat 
Oder eine Parabel beschreibt, brauchen wir nicht naher aus- 
einan derzns etz en. 


§ 90. Zusammensetzung von Kraften. Oft wirken zwei 
oder mehr Bewegungsursachen zugleich auf einen mate- 
riellen Punkt. Die Erfahrung hat gelehrt, da^ die Oeschwindlg-- 
keitj die der Punkt dann wahrend eines Zeitelementes bekommtj die 
Eesultante der Oeschwindiglceiten ist, die ihm die Krdfte ein%ehi er- 



c 


Fig. 76 . 


teilen wiXrden, was man auch so aus- 
driicken kann (Ygl. § 65), daB man 
sagt, der Punkt nehme die letzteren 
Geschwindigkeiten zugleich an. 

Angenommen, auf einen ma- 
teriellen Punkt P (Fig. 76) wirkten 
nur zwei Krafte, die durch die Vek- 
toren PA und PP dargesteUt werden. 
Die Geschwindigkeiten^ welche diese 


Krafte, wenn jede fiir sich allein 
wkte, in einer nnendlich Heinen Zeit t dem Punkt erteilen 
warden, werden, wenn m die Masse ist,' dargesteUt durch 


TA 


P P 


Tt . 


Ht'wi'j'Uiig urn! KrUft(>. 
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ranillflosniuuas dargostdlt wirtl. IHeaelbe (leMchwindigki'it 
wttrilt* ahcr in dcr Zait r (nitstchaii, woim uuf dan Punkt eiiio 
oiiizigt' Kraft in tlar Riclituiig vtm Ve uud vou der GruBo 

,,,, Pc K m 

i I ess 

$ 

wirkti*. 

Auh tlcn angaftthrtou Btaitduingim folgt 
/’f /•«: /*/»; 

wanuw folgt 2.Hj, daB l'(J dio Diagoualo einos Paralielo- 
gmiuma ist, wokdu'S huh PA uud I'B ala Hoitou beschriebou 
wird. Alao: 

Zwri Kriifh, Uk mf tkmeihm Pimlct irirlcm, kiinnen duroli 
Ciim cinwje Krnft ermtxt tmrdm, und man Imkommt den Veldor, 
dcr dme mtrMU, intiein man die Vfiklnrm, tceMie die xwei tje- 
gefmmn Kriifle mrnlellm, nttch dcr Heijii vnn § L'~ miteiminder xii- 
mmmmertU. Dii! AuadrUcko „ParalUd(igraium der KriU‘te‘‘, 
„ZuHamiueufiet/,i'u veil /.wei Krnfteii**, „Z(>rlegung eiiuvr Kraft" 
uud die Worte „Koiuiiuutuileu‘‘ und „ReHulfaiito‘* bedilrfoii 
jetzt keiuer I'lrklilrung luehr, ebeuHowonig die ZuHaiuuuHi- 
aetzung eiuer beliebigen Auzabl vou KrilfU'u, die auf oiueu 
miiteritdleu I’uukt wirken, zu eiuer eiuzigeu lieaultauta, aowio 
die tsiiifachtui Hegetu fllr das ZuHammeuaotzen von KrAften, 
die in I'iuer uud derstdbon geradon Linie wirken. 

Zwei Krilfto haben die Itosul- 
taute Null, Hind alao, wie wir be- 
reita wissen, mitcinander im Gloich- 
gewieht, wenu aie gleich groB und 
tudgegengesetzl gericlitet Bind. 

Pei drei Kriifkn ini (Itnirh- 
yr.ti’ii'hi micjlith, wtnn dir dritte P(] 

(P'iip 77i i(hich and mlyeijenifeHetzl 
fferirldrt ial dcr ItcmUanle dcr Imidm 
nmkrmt PA and PH. Dann ist auch /*/! gleich und. entgegon- 
gesetzt gericthtet der ResuUante von PH und PC. 
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seitig vernichten^ eine Aiiffassucg, die allerdingi 
Fallen etwas gekunstelt ist. 

Es Terdient nocli bemerkt zu werden, da6 di 
tung, darch welche wir zu dem Satze Yom Parallelc 
Krafte gekommen sind, unabhangig yon der Gresc 
ist, die der materielle Punkt am Anfang der Zei 
haben kann. Einerlei welcFe Ricbtung und Gr66( 
schwindigkeit hat, der Punkt wiirde immer au6erd( 
Geschwindigkeit Pa oder die Geschwindigkeit Ph (} 
kommen, wenn entweder nur die eine oder nur 
Kraft wirkte, und er bekommt zu der bereits i 
Geschwindigkeit die durch Pc dargestellte, wenn b 
zugleich auf ihn einwirken. 

Der Satz, da6 zwei Krafte, die zugleich auf ( 
riellen Punkt wirken, diesem dieselbenGeschwindigkei 
die sie zur Folge haben wiirden, wenn sie allein 'v 
wie gesagt, aus der Erfahrung abgeleitet. Die Eici 
selben kann jedoch nicht durch einen einzigen ^ 
wiesen werden, Ist der Satz z. B. fiir die Spam 
Seilen bewiesen, so folgt daraus noch keineswegs, > 
fiir die Anziehungen und AbstoBungen von Magne 
Das Gesetz muB daher fiir verschiedene Klassen 
besonders bewiesen werden. Dies ist nicht immer 
schehen; daBwir dennoch von der Eichtigkeit des Ge 
zeugt sind, ist der Ubereinstimmung aller daraus 
Schliisse mit der Wirklichkeit zu verdanken, 

Mit anderen Satzen, die in diesem Kapitel 
wurden, verhalt es sich ebenso. Bei den meist 
wiirde es nicht leicht sein, durch einen einfach( 
Versuch zu beweisen, daB die Beschleunigung, di( 
und demselben Kbrper erteilen, der GroBe der 
portional ist. Zu den auseinandergesetzten Grur 
man denn auch nicht durch eine Keihe von 
zufiihrenden Versuchen, sondern durch ein langi 
der Naturerscheinungen gekommen. 

§ 91. Zerlegung der Bewegung und der KrafI 
aufeinander senkrecht stehenden Eichtungen. In F 
I/P die Bahn eines materiellen Punktes vor, der 
Ebene XOY bewegt,. PR die Beschleunigung in 


Bewegung und Kraffce. 


] 


§ 92] 

stimmten Augenblick nnd FF, von derselben Eichtung ^ 
PE, die zu dieser Zeit wirkende Kraft Wenn die Masse i 
m bezeicbnet wird, bat man 

FF=^mxPH. 

Zerlegt man nun die Bescbleunigung in die Komponen 
PK und PE, parallel zu den Koordinatenachsen, und ebei 
die Kraft in die Komponenten PQ undP;S^, dann ist 

PQ X PK und PS = m x PK. 

Wir wissen aber bereits, da6 PK die Bescbleunigung bei ( 
Bewegung des Korpers 
in der Eicbtung OX 
ist, d. b. bei der Be 
wegung derProjektion 
aufdieser Acbse. Hatte 
der Korper nur diese 
Bewegung, bewegte er 
sicb also so wie es 
die Projektion tut, so 
muBte auf ibn also die 
Kraft PQ wirken. Et- 
was abnlicbes gilt von 
der Bewegung in der 
Eicbtung von 0 Y, und 
wir konnen scblieBen: 

Die Kraft, welcbe bei der krummlinigen Bewegung wiri 
muB, wird gefunden, indem man die Krafte, welcbe wit 
muBten, wenn der Korper entweder nur die Bewegung in 
Eicbtung OX oder nur die in der Eicbtung OY batte, i 
einander zusammenzusetzt. 

Zu einem hiermit ubereinstimmenden Satz kommt man, wenn : 
die Bewegung eines Korpers im Eaum in bezug auf drei zueinai 
senkrechte Koordinatenachsen betrachtet. 

Wir wollen in den folgenden Paragrapben dieses Kapi 
die Grundsatze, welcbe wir jetzt kennen gelernt baben, aufeii 
Bewegungserscbeinungen anwenden. 



Fig. 78. 
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\, 


bekannt ist, den in einer bestimmten Zeit zuriickgelegti 
berecbnen kann. Besonders einfach wird diese Bere< 
wenn die Bewegung gleicbformig beschleunigt oder v( 
ist. Teilt man namlicb die betrachtete Zeit in unendli' 
gleicbe Teile nnd berecbnet fur jeden Zeitteil den 
gelegten Weg mit der Gescbwindigkeit, welche der 
am Anfang dieses Zeitteils besitzt, so bilden die E( 
eine aritbmetiscbe Eeibe. Ist n die Anzahl der Teile, 
Gescbwindigkeit am Anfang der Zeit & nnd die Gescb 
keit am Ende derselben, so ist das erste Glied der 


Q. 

Vr, — nnd das letzte Glied 
0 n 

Summe 




Also 


n 


f i I 

r->^+ 




■» 




2 n 


Der Grenzwert biervon fiir ^ = oo ist 


s = i(®o d. L: 

Bei einer gkiGhfdrmig beschleuni gten oder q leichfdrm 
zogerten Bewegung findet man dm xwruGk geleqten Wegj wen 
die hetraehtete Zeit mit der halhen Summe (dem Mittel) der A 
v/nd Endgesehmndigkeit multvplmert 
“TaFan’Tairen^jeFKSrper in dem Augenblick, in vri 
wir anfangen seine Bewegung zu betrachten, bereiti 
Gescbwindigkeit v^, so wird durch die Wirkung der S 
kraft die Gescbwindigkeit nach t Sekunden geworden sc 

der in dieser Zeit zuruckgelegte Weg ist also 

4® = ^ >* + 

Wird ein Korper mit der Anfangsgeschwindigkeit w 
in die Hobe geworfen, so dauert es 


9 

Sekunden, bis die Gescbwindigkeit erscbopft ist (§ 64) 
die balbe Summe der Anfanes- und 


^8 tni 94] 
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In dieseiu Renultat, welcliea bereita friliher (§ CM) gefuu' 
wurde, kcnumt die zweite Potonss der Anfangageschwindigl 
vor, da, wenu aie B. verdoppelt wird, der Kdrper cjine zwm 
liliigere Zeit steigt imd nidi auBerdem in dieaer Zeit mit ei 
ssweiinal grdBerau rnittleren Weachwindigkeit bewegt 

§ fKH, Brack ainas Korpers auf eine horizoatale Ebi 
die nach oban odar nach untea bewagt wird. Wir wed 
armahmen, die Kbtene liabe eine bt'Htddeunigte Bewegung ni 
oben und die BeHchlininigung nei In tnnem lM*Htinnnten Aug 
blick a. Danu !iat aueh der Kerper, der auf dt*r Kbevue li< 
eine ebeiiHo gruBe BoHehltuinigung mid, wenu die Masse m 
inuB, alles zuHanimengenonunen, eine Kraft nach oben auf 
wirkmi, die durdi 

a 7n 

luiagedrflckt wird. Auf den Kdrper wirkt nun erstens das 
wicht r und zweiteuH der uadi tdien geriddeii^ Widerstj 
der Ebene, ileu wir x inmnen wellen, Alne: 

.r I* ti w, 

und, da /’ -- // m mU 

‘T ^1 1 j /* 

Wegen der (Meidibeit von Aktion und lieaktioii bat der Br 
des KdrperH auf die Ehene detiscilben Wert Die Flilli, 
denen die Ebene due verzilgerte oder gkidifclrmig© Bewigi 
nadi oben hat oder naeh unten gebt, wcilliiii wir deui Lis 
ilbarlimsin. Wir madien nur nocb auf alii^ eigen ttiinli' 
Wdst$ aufinerksam, in weleher der Druek bestlinmt wird. 
ist nidit bikannt, well uns gegf»l>en i«t, win wait die Eb 
ciingedrtlekt wird, aondern weil wir die Biiwegung des KlSr|j 
kiiinen. 

Mit dein Drunk verlnllt m sidi bier wie in vieleii Flllloii 
dor Hpannuiig eines Hdls; er ist iiidit forlier giigelMiii, stiiid 
or rieliiei nidi niidi tleu llniHtilndeii, Die Eliene wird oImih sov 
eirigedrtiekt, diiB die Kraft, ctiii iiti auf dcin ICcIrper iiiisi’ 
don obeit bereebneten Wert lint; ist ditser erreidit, daiin 
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welches an den Enden zwei nngleiche Gewichte in 
rechts ein Gewicht P nnd links ein Gewicht P'. 
an, da6 das Seil nicht iiber die Eolle gleiten kai 
P' > P ist; die Spannungen des Seils rechts unc 
der Eolle nennen wir S nnd S\ Wenn nun di 
losgelassen werden, so entsteht eine beschleunigte 
und dabei kann man das Folgende bemerken. 

Da das Gewicht rechts steigt, mu6 S > P sei 
einzigen Krafte, die auf das Gewicht wirken, sind 
ki'aft und die Spannung S, Dagegen mu6 links /S 
Endlich mu6 S' > S sein, denn der Unterschied dieser i 
ist es, der der Eolle eine beschleunigte Kotation e 
hat also 

P< S < S' < P'. 

Die Spannungen iS und S' regulieren sich nun vo 
da6 die Differenzen S — P, S' — S^ P' — S' gerad( 
Werteannehmen, die sie haben miissen, damit bei d€ 
der Gewichte und der Eolle sich die Lange des Seils r 
Um einzusehen, wie dieses „regulieren^^ vor sich ge 
wir an, daB in dem Augenblick, in welchem die G< 
gelassen werden, zunachst noch 3 = P ist. Dann 
Gewicht rechts einen Augenblick in Euhe bleibe 
die Eolle bereits angefangen hat sich zu drehe: 
wiirde eine kleine Ausdehnung des Seils rechts en 
S > P werden. Oder, wenn ;S" viel groBer als S war< 
die Drehung der Holle sofort so beschleunigt w 
eine kleine Ausdehnung des Seils rechts und eine 
ziehung des Seils links die Folge ist. Dadurch 
Differenz /S' — /S kleiner werden. 

Der Einfachheit halber wollen wir annehme 
Eolle eine viel kleinere Masse hat - als die Gewi 
werden sich die Spannungen so regulieren, daB 
kleiner ist als die Differenzen S —• P und P' — S', 
Krafte vorstellen, die auf die Gewichte wirken. 
dann die Differenz S' — /S vernachlassigen und fiir 
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§ f)r>l 


iiach oboii uiul nach unten erteilen, miissen sie dieseii Massen 
unci also aucli don Gewichten proportional sein. Man hat also 


woraus folgt 


(6^- P):(F -- S) == P:F\ 


2 PP 


Hieraus findet man fllr die Kraft, welche das Qowicht P nach 
oben treibtj 


und fUr die Ikmcldcunigung, welcdio die Qowichte bekoxximen, 


/ 

P' 4 - P 


§ fin. EinfluB dea Widerstandes der Luft auf den Fall 
dar Kdrpar. Kin Kdrper, der sich in der Luft fortl)ewogt, er- 
leidet eitien Widerstand (§ 7(>), der kni sa (jrojkr iat^ je aohneller 
die PeimjHHij IhL Wenn wir einen Korper fallen lasscnij so hat 
er wuiinnHl dw (‘rstcni Zcnttcnlclum noch einc^ ho gcu’inge tkv 
Ht‘hwindigkeit, duB voni Luftwiderntand ubgoHcdion werden kaun; 
iinfangH liai er dither nalu*/,u dic^selbe gleichfdrmig beschleunigte 
llewt'gnng, die er iin luftlearen fiauin annehnnm wlirdc^. Bairn 
Zunelnnen der ileHeliwindigktut wire! aber auch der Widerstand 
irnniar grdBer; die gasamta auf dan Kdrpar wirkende Kraft^ 
die itiisulianta dm CiawielitaB imd das Widerstandes ^ nimmt 
lib. Die Bewagung ist zmir noeh beschlaunigt, aber die Q-e- 
scliwiiidigkiiitifermehrungen wibrend aufainander folgendar 
glaicliar Zciiteleiiiante warden immar kleinar, Dias geht so 
fort| hm fim (imrfmmdigkeU erreirhi id, Imi tmMmr dsr Mri^- 
dand tjltkh drm GmmaM den KilrpmH int Da sick dann die 
beidem Krilfta einander aufheban, llndcirt sich die Geschwindig- 
koit niaitt incdirj nnd diese glaiahfBrmige Bawagung beliilt der 
Klkpi^r bid, alwn wtnl fitrUvdhmml der Widerstand im Gleiehgewicht 
mit dam itciwiaht iuL Die Regentropfen haben in der Nahe 
dtir Krdoberfillcli© ein© solehe gleichftirmig© Bewegung. ' 

Wi© groB die Kndgeschwindigkeit ist und wie lange es 
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Daraus folgt, da6 von zwei Korpern, die bei gleichem Q-e^ 
verschiedene Oberflachen haben, der mit der groBten Oberf 
die kleinste Endgescbwindigkeit bekommt. 1st namlich ^ 
Wert der Geschwindigkeit, bei welcher fiir diesen Korpei 
Luftwiderstand die Schwerkraft aufhebt, so wird fiir 
anderen Korper, wenn er dieselbe Geschwindigkeit erreichi 
der Widerstand nocb kleiner sein als das Gewicbt. Bei di 
letzteren Korper bat daber, wenn er die Gescbwindigk 
bat, die Beschleunigung nocb nicht anfgebort. 

Ebenso kann man beweisen, da6 von zwei Korpern, w* 
dieselbe GroBe nnd Gestalt, aber verscbiedenes Gewicbt b; 
der scbwerere die groBere Endgescbwindigkeit bekommt. 

Man wird jetzt einseben, weshalb Korper wie ein ! 
Papier, eine Feder, eine Scbneeflocke, ein Fallschirm so Ian, 
fallen, wabrend eine scbwere Metallkugel sicb in der 
nabezu den Gesetzen des freien Falls entsprecbend bewe] 

Ein Mittel, die Oberfiacbe eines Korpers zu vergro 
bestebt darin, daB man ibn in getrennte Stiicke zerteilt; 
durcb kommen namlicb zu der urspriinglicben Oberfiacbe 
Oberflacben binzu. Zerteilen wir daber von zwei glei 
Korpern den einen in kleine Teile und lassen diese in ei: 
Entfernung voneinander gleicbzeitig fallen, so wird die 
wegung viel langsamer vor sicb geben als der Fall des K5i 
der unzerteilt geblieben ist. Ein kleiner Korper bekommt c 
eine kleinere Endgescbwindigkeit als ein groBer Korper 
demselben Stoff. 

Wir konnen dies aucb begreifen, wenn wir bedenken, 
wenn alle Dimensionen eines Korpers 2mal kleiner gen 
werden, das Gewicbt 8mal, die Oberfiacbe aber nur ^ 
kleiner wird. 

Sehr kleine Korpercben bekommen nur eine geringe 
gescbwindigkeit. In rubiger Luft wiirden sie indes ii 
fallen. Es sind jedocb immer stromende Bewegungen in 
Luft vorbanden, z. B. infolge von Temperaturverscbiedenh< 
und wenn nun die Endgescbwindigkeit, welcbe ein Kdrpei 


lit^wt^guiig uiitl Kriifti*. 


IB) 


9iij 

zfilitlom'ii StHuhtinlclunu dm in clam Wage aiiiea Sormaiistmhl 
ill tier Hictlitliar wartlari. 

Whs hiar tlhar dan Widamtaml m dar liuft gesagt wurdc 
gilt iiiic'h vena Wldarstaud iu FlilHBigkaitaiu Dieser ist untc? 
Kcmsi glaichaii Umstilmlaa grBfiar ids der Widarstaad dar Luft 
ain klainas Kdrjiaralian Hcdiweht alHoim Wansar laialitar als in de 
Luft Fain verteilta NiedarBahlaga Hetzan sicdi zuwoilan ilbei 
limipt nielit. 

S lUI. Grefle des Wlderstaades. Bai m^hv khnuan <h!m‘hwiudi| 
kintan mi tic^r WUlartiticucl «•, cUin alii <1a« cxiar aiua Fltlsicigkait %\ 
aitiCHi Krn’|H*r auidllit, dar Cicinahwiiitligkiiit p pruportioiiiiL Wire! dial 
liniiiar gfdMar, ici iiitnmt r jticlwh sahnallar m> daB dar Ziwaimu©! 
Imiig zwkahaii hiildan sidiliciBllah liaridlcdi gaimu diirah etna Fonual vo 
diir Farm 

w « r® 

ftUigacIriakt warden katm. 

IJin idna Vcir^titllung von dar (h'f’iBa dan iHiftwidarstandc^a %\% gcduii 
fliliraii wir tin* didl edna Ktigil vom lindiUM It\ die atah mit dar wd 
kltdnan CU»iichwindlgkait r in Luft von (FM^. lH‘wagt, cuiiaii VVidarataii 
iirlaiilaf, di^r durah <Iia cninahnng 

w ■ tkeci:ir> a a 

banluiiint %vlrti« wonn tdloi* in tidLH'Kinliidttiii au»gcidrlla.ki wird» 
Widar»tiind bin kltnuan Ciimcdiwlinllgkaltau iat diir iunaran Itaibung di 
Luft wrzttitdiralbaii, din wir apiltor kiHtiiisn liirnan wardisii; tir ist iiltdi 
will iniin bid nbiidtii’ Id tabor Bolmobtung arwiirtan kfltmtei dir Oba 
fliabo, ioiitlirii dtim liiiditti H pro|H>rtbitiiL 

Ilid griliiiniti tliimdiwindlgkolttin trltfc dit| iniieri Eilburig in di 
lliitltirfruiid; din tbetiretl«aba ilailiifiiiittiif dot Widiiritandiis, dir dm: 
biatiibt, int init groiim Bahwlarlgkidtiiii varinmdtni. Dlii folgintda II 
tmobliiiif Iml diiliiir miuh nialil vial inebr lliidotituitg* sli daB »i« « 
Aiiiiiiliina eliitir bailiiitfiitiin Form flir tdn« 4irii|iiriioliii Foriiitil fllirt 
Eiiiii Kbanti bnlio die ('Irliflo S und liawagii ilab itili dar Oiiialiwlndlj 
kidt f‘ III dar Eialitung dar Nornndtni In aiinir Fli^sigktdfc odor aini 
viiii di^r IHabta Ida Kbona Vi'rdrIIngt |iro Bakundii id« Vottini £ 
dan Miltalu* nbo aiiio Ummi Nhiiiiit iniii wi, daE sla dlitar d 

llaiipliwiiiiligkidt r artailt, mt iiini dio Kbtitiii mif citi Mittal tdii© Kri 

fp S |i r* 

utiiibaii, Waa bt nllitiliab dia Kmfl, din dar Mania A* ^ f indaxBakuin 
liki Cliiialiwliicligkidt a artailmi ksttw. 


136 


Erstes Kapitel. 


gerade die Gescliwindigkeit v bekaimaon. Man liat gtd\inclfni» d 

die Ergebnisse der Beobachtung ziemlieh gut dun-li din nni|dri«cdit! Ftirii 

w =s k S (> C 

wiedergegeben wordeu kbiincn, in wnlchcr k nin baktcu* int, dnr 
mentell bestimmt werdeiu niuB. Dieser Fakitn* int %^on <lnr <lrdtJn ii 
der Gestalt der Ebeue abhitngig. 

Wegon der Gleicbheit von Wirkung und Cb^gniiwirkiitig lit! < 
Kraft w auch der Widerstand, deu daa Mittcd der Ebeue tustgegeiimtl 
Bei Fbichen, die kleinor ala I (plm sind, isfc k ungefilhr tJdk 
Die Formel kaim auch auf mxm Kdrpor vt»n iHdielngt^r Ue«t 
angewandt wei’den; man mu6 dann untcr S die GrliBe Pntjckti 
des Kdrpers auf eine mv Ikwcgungarichtung acnkrealife Ebeue v 
steben, uiid unter k einen Koeffizianten, dar van di‘r ClaMtiilt diw Kdr|» 
abhfingt. Es ist z. B. eina garingara Kraft arfortlarllch, uiu aiim Eiij 
mit einer gewissen Gcischwindigkait durtdi ain (Jaa nder alua FblHfdgk 
zu bewegen, als dassalba mit einer kndwfdrndgtui Schinlw m tuii» < 
denselben Radius wie die Kugel liat und <lia senkn*cht zur 
richtung gehalten wird. 

Pilr einen Kdrper, der an der Vorder«ait«i nut einer licluirfan liai 
Oder mit einer Bpitz© veraeben ist, let der Koeffizient k vie! kbdi 
als far eine Ebene. Dagegen ist er grdEar ids filr eliw Eb*iie 
einem KSrper, der die Fonn einer Kugelbaube but wmti der die liii! 
Seite nach vorn wende.t. Vtsrsueb© haben z, Ik gidehrt, tiiiE fdr idti 
Fallschirm, der die Gt^talt eines Regeimehirrnea hiit, der Kiieftliii 
beinabe zweimal so groB ist als filr eine Ebene, Wird der Eiilkelit 
umgekehrt, so wird dor Koeffiziant nngefiihr ¥mi deiiijeiiigeii filr e' 
Ebene. FUr ©in© Kanoneukugel, di© sich mit einer Uiweliwltidtgkeif 
Hunderton von Metern bewogta, orgab sieh, daB k ungefiibr ll|4 kt* 
Da die Kriift© zwischen ©inem Kdrper und dtun ttiiigtibeiidrii Mil 
nur von der relativen Gesehwindfgkeit tibhilngeit «telit 

Formel (17) auch die Kraft vor, mit der ehi Luft^ uder Fllk54gk«tit4iitr 
mit der Geschwindigkeit auf ©inan ruhendau Kilrper wirkt. Mil Hi 
einer solcben Fo^rmel kann man z, B. dl© Wirkung de^ aitf 

Fliigel einer Windmahle oder die Wlrkutig tines Wiii8eritfaiiti» atif 
Schaufeln eines Wasserrades bereehnan, 

§ 97. Ander© Beispiel© eiaer B#wip«g, ii# iif©h «i» 
Widerstand gleichfdrmig wird. Bei ©iriiin, Wtigia, itir i 
©inem horizontalen Weg fortgazogeii wird und btii ciinenn Srii 
welches vermittelst einer Lein© bewegt wird, kHiiritii mdr ill 
liohe Betrachtungen anstellen wie beim Fall in der Liifi. I 


liewagiuig uud Krllfte. 


§ tJS] 

wegiing inuli <lit) Kraft da/ai dietian, die Bewogimg zi; 
Echlinitiigeii; Hobald abar dia KudgaHcliwindigkeit arraicli 
diant nia niir da/ai, dia l{eil>uiig zu ilbarwindeiu 

Wir konntni dia Bavvagurig dadurah verzOgern, diiB 
dia bawaganda Kraft varklainern oder aiifh(h*eii lasHeiiy 
aucli dadurcli daB wir den Wideretand vargrBBern. DaBj 
mmt Hchwar beladauan Wagon init einer l)eBtiminten 
aahwindigkait auf ainer liorizontalen Kbana fortzubow 
eine grdUara Kraft arfardarlich int als ben oineni leiclr 
Wagon, ini eine Falge davon, daB dor Wideretand, dor 
Weg bietet, um ho grdBor int, jo BtErker dor Wagon d 
dia Beliwarkraft gegan den Uodon gedrllckt wird. 

§ 9B. Fortschlagen oder Fortwerfen aines Korpars* H 

(hs^mindiglmt mm Kmfl erxeugl^ hamjt tut ah mni' der Zet 
wdkrend der ma mrkL 

Man kann dnher nlaht sagaa, dafi^ nni mnmH> Jultper 
gewiHsa (h^sahwindhikaif xn erfrilan^ aitia Kraft nni haMia 
(tfnpr rrftmlariirh isL W'ia. groB dia Kraft Hoin innB, 1 
^t>n dor /ant nb, in wtdahar aio die varlangte CleHahwiiuii 
zuHtaudi! fjringau hoIL 

Wir wollan z. B. annehmau, wir wollten ainer K 
daran M'aHBe 5(H) g betiilgt, eina GciHidiwindigkoit von 2t; 
pro Sekunde geben. Wir kdnnen Hie zu diesiin 

0,204 Sekunden fallen laisen; diibei wirkt auf sie 

Kraft von 500 x OBl Dyn. Wir kSnnon abor auch oiae s!w< 
«o groBe Kraft 0,102 Hekuudon lang oder eine zwothundto 
80 groBo 0,(H)102 Sokimdon lung auf dio Kttgal wirkeu hi 
Wtum wir dor Kugol dio (lOMchwiridigkoit von 200 cm dati 
golic'U, djiB wir Hit! niit oinom llaiiunor fortpchlagon, so k(5 
wir iiiiH dor («t*Hohwiniiigkoit wodor dio (Irdlio dor Kraft, 
auch dio Zoit abloiton, wiUirond dor sio gowirkt hat. 
oiuzigo, was wir sagen kOnnon, ist, daB tlas Protlukt b 
einon boHlimmton W'ort hat. Aus dor Kt>rm«l (14) ftdgt nils 
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Bei Kraften, die sehr kurao Zeit wirkon 
man zu sagen pllegt, cinein Kurpor oitie 
ploizlich erteilen, wird daa Produkt A'r die (jriiBc 
genannt. 

§ 99.. Bew egxuxgsgroBe. Wmn ein matfrirller 
Oeschwindir/keii v fiat, so kann man in der Hichlxiuj di'i 
\ Vektor xielien, dessen Oropa das Produkt aus v and i, 
vorstdlt Dieser Vektor mrd als das MnjS far din 
Quantitdt der Bewegung hetrnohtet und anch sdbst dir 
grofe genanrd. 

Wenn ein materieller Punkt zugleich zwoi (»< 
keiten hat, so konnen wir auch sagen, daB erdio zwoi 
groBen, welche diesen (■iieschwiiidigkoiton eutspreclu! 
hat, und aus der Begel fhr das ZusanmienHtttzon 
Geschwindigkeiten in Verbindung luit dmu Snt/.o 
folgt dann, daB die wirkliche BewegungagriiBn gef« 
indem man die beiden soeben genatmteu Bewegungsg 
der Vorschrift von § 27 zusammensetzt. 

Anstatt zu sagen, daB ein materieller Punkt 
Wirkung einer Kraft zu der Goschwindigkeit, welch 
hat, eine gewisse Geschwindigkeit hinzubekommt, 1 
auch sagen, daB er eine none BewegungsgrBBe bel 
mit der bereits vorhandonen zusammengosetzt word* 
Der Nutzon der Einfdhrung dieser neuen Grfl 
dem folgenden Satz, der unmittelbar aus dex h'orino 
, Mm bestimmte Kraft, die imhrend einer heslimn 
unv&rdnderter Bioidung mrkt, hringt rim hrMimmte lieu 
'■hervor, emerlei wie grofi die Masse drs materirUrn Put 
Setzt man in (18) t = I, so wird A' - ma, d. i 
I Die BewegungagrSpe, wekhe, cine Kraft in der 
hervorhringt, wird duroft diesselhr. Ztdd amgedrikkt tek 
Nimmt man dagegen an, daB r sehr klein ist 
man das Produkt A'r den StoB, so lehrt uns die I* 
Mn Stofi wird dureli dieselbe Zald ansgedriiakt i 
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und Gagenwirkiiug in V'orbindung init dom Sate von § 85 , 
die (iroHchwindigkcitun, welciio wic in niiicr gcwisaen Zisit %\ 
bereita vorhaudonon hinzubekomuien, entgogengc8ete.t geri' 
und umgokuhrt proportional don Maaaon aind, odor, was 
duHsolbo hinauskotnmt, daB dio Kdrpcr gloicho und ontge 
geacte.to IlowegungagriSBon bekommen. 

Ks Boion 7 ,. B. und It (Fig. Tb) zwoi Kug(dn, dio 
Masson uiul habon und doron Mittelpunkto sich 
dorsolbon goradcu Linio indorstd- ^ 

bon liichtung bowogon. Kb aoi c, 
die GoBchwindigkoit von A, ( \ f 

dio (iioBchwindigkoit von It und • V •' n j 

r, > Oj, BO daB A dio Kugel It ^ ^ 
einholt. Im Augenblick der 79, 

ersten Bertlhrung Itaben die 

Mittelpunkto nocdi dioao GoHehwindigkoit(>n und nio wo 
BKih dahor nooh oinigo, wtuiu auoh nur kurzo Zoit, oina 
nilhorn, was nur uiiiglioh ist, wonn dio Ki'irpor an dor 
rtthrungsHttdlo i*ing<'drilokt wordtui. Dadurcb ontHtoht, abor 
gogonsoitigo AbstoBung,' wolc.lio dio GoHohwindigkidt von A 
kloinort und dio (■Jt^Hcliwindigkoit von It vorgrbBort 1 
eiuigor Zoit wordon ini’olgodosBen dio Kdrper eino gloic.h f 
Gtmchwindigkoitj' bokoininon habon. Dioso wo 11 on wir bored 

Dio GoBchwindigkoit von A hat um r, -- z abgenon 
und diojeuige von It hat um x — o, zugonoiniaen. Dioso ii 
eruugon mUsson den Massen umgekohrt proportional soin. 
hat also 

{v^ — x):(* - Oj) => , 

worauB foigt 

.j. ”0 '’i +■ *’» 

W| 'I" Wrj 

Man koinnit zu domHtdbon liosultat, wonn man bed 
daB botin StoB .1 uml It gloiidio, abor ontgc<gong08ote,t(i 
wegungsgrbBon bokoinmeu uml daB Hich also dio Humnic 
BowogungsgrbBon boidor Kbrpor nicht iln«h‘rt. Hieraus 
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nur muB jetzt durcli die Zeiclion + uiul -- untorwchit' 
werden, nach welcher Suite die Bowogung g<'ric.lit«t ist. 
Vorzeiclien, welches x bekoinnit, gibt daim zugleich <li(‘ Riuht 
der gemeinsamen Geschwindigkeit an. l)ie.su ist Null, wcnu 
Korper vor dem StoB ontgegengo..setzte Gu.s(‘.hwiiHligk('ite'a iial 
die den Massen umgekehrt proportional sind. 

Das Gesagte gilt auch fUr einigo andure Kornu^n dor 
sammenstoBenden KSrper, z. B. filr Zylindor, die siuh mil 
Achsen auf derselben geraden Linie bewegen. 

Ob sich die Geschwindigkeitcn der KQrper, naclnlciu 
einander gleich gowordon sind, noch woitur ilndorii, wolleii 
vorlaufig dahiugcstellt sein las.scu. 

§ 101. Kraft, die fiir eine einfache Schwingung erfori 
lich ist. Wenn ein Kbrper zwisuhen dun Bunktun .1 tint 
(Fig. 80) eine einfache Scliwingung ansfulirt, so ist die 
wegung bei jeder Annllberung an don Mittelpunkt o dor Hahn 
schleunigt, bei jeder Entfornung von diosom Punkt vf^rziigurt 1 
Daraus folgt, daB auf den Ktirper in jodom Augonbliuk oino Ks 

A 0 j B wirkon muB, die nach d«m Funk! 

^ * bin gerichtet ist, oino Kraft, dio n 

■ in der in § H!) angogobonoii Wcdso 

rechnen kann. Sie ist, wilhrend der Punkt oinen dor Wogo . 
Oder B 0 durchliluft, nicht konatant, da wir os hier nicht 
gleiohfdrmig besclileunigtou oder veratigorton Bowogungen zn 
haben. Aus dein Kosultat, wolclio.s wir in § flf) fWr die : 
schleunigung fauden, folgt, daB in dem Augunblick, in wolch 
sich der KSrper in der Entfornung « vun O bulindut, dio Ki 
den folgenden Wert haben muB: 


In dieser Formal bedeutet m die Masse. 

Bs ist leicht einzusehen, weshalb die Kraft urn so grbBor s 
muB, je kleiner T ist. Wenn wir den KOrjmr ointtia! niit 
Schwingungszeit T und ein andores Mai mit dor Bchwingnt 
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no liuigc^n Zt‘it tiui mllBsen, so ist es kein Wunderj daB v 
eiiia vianiial so groBe Kraft wirken lassen musson. Eben 
ist as oiiilauchtand, daB die Krschopfung der Geschwindigfo 
wilhrond tier Ik^woguDg von 0 nach B bei dem zweiten Ve 
Hitch cini^ vicrnial bo groBo Kraft erfordert als bei dem erste 
Bcsouders wicJitig ist der in der Formel enthaltene Sat 
StM em eina einfache Schwingung ausfuhre 

so mtip anf ikn eim Kraft, wirJcen^ die der Bntfemung vom Mitt 
ptmM der Ikthn proportional ist. Die Kraft muB am groBt 
nm\ an dcxi Knden der Bahn und, wllhrend sick der K5rp 
cicni Ihiiikt (> nEltort, abnehmen, nm beim Durchgang durcb 
ftlr einen Augmiblick gleich Null m sein. 

§ 102* Einfaohe Sckwingung tmter dem EinfluB ein 
gegebenen Kraft. Man kann den soeben ausgesprochen 
BiiU tiinkahrcn und sagen: 

mif elmn Korpet\ der sick auf einer geraden Linie I 
(Fig. HI) imwegrn knnn,^ fine Kraft unrld, die inmier nadi eini 
feskn Vunki d diene r Linie. kin ge- ^ 
riehiri and pngnoUfonil der Kntfernung - 

ran isi, so udrd der Korpe)% ivenn Pig, gi. 

er in detn eitmi odrr nnderen l*unkt 

ttm itmjelamen uird odor den Ihmkt 0 mit eimr gewisi 
i hmdtmmligked verUifii^ 0 mm emfaofm tioftmngtmg um den'i^h 
mmitihren. 

Da auf (leu KSrper keine Kraft wirkt, wenn er sich 
Punkt a beliudet, iat dieser Punkt die Gleichgewichtslage. 

(Jerade deshalb, veil die Krafto, die auf eiuen Kbrj 
wirken, oft oine Rosultaiite haben, die nach oinem fostc.n Put 
bin Ki^ricbtt^t nud der Kntfernung von diciHcm Punkt proportioi 
ixt, koniint'n cinbudu' Sc.hwingungcsn ho hsluttg vor. 

Kine wiehfig(s Kige.ntUinlichkeit bei dor Bewegung eit 
matericlb-u Pnnktcw, auf den derartigo Krilfto wirken, ist <3 
dab die SebwingungHzeit dieHclbe ist, cinorlei, ob der Punkt 
cine grfdic oder wine kleino Kntfernung von seiner Glei( 
gcwifhtsbige. gobraeht wird. Wenn wir ihn z. B. einraal in 
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hingetrieben als beim zweiten; er bekommt dahei 
ersten Versucb gro6er6 Geschwindigkeiten, und i 
in dem Ma6e, da6 er bei beiden Versuchen den 
derselben Zeit erreicbt. 

Man driickt dies dadurch aus, da6 man sagt 
nn d kleine Sch wingiingen isoohrqn sind. 

Kennt man die Masse des Korpers und da 
^ Verha ltnis zms^en der Kra% die auf ihn wirkt, n 
fernnng von 0, so ist die Daner der Sch win gunge 
,Man siebt obne weiteres ein, da6 eine VergroBerung 
wirkenden Krafte bei gleichbleibender Masse zur 
daB die Schwingungen scbneller aufeinander folge 
eine VergroBerung der Masse den entgegengesetzten 


Es sei a das betreffende konstante YerhSltnis, so c 
jdurcb 0(5 dargest^lt werden kann; dann wird die Scliwing 
jdaB (§ 101) 

4 71^ m 


^2 


- 5 = OC 5 


1st Hieraus fblgt 


i 




I Aus dem Umstand, daB in dieser Formal die Amplitu 
kommt, ergibt sick das Gresetz des Isochronismus. 


§ 103. Anwendungen des Satzes vom Parallelc 

Krafte. a) Kdrp&Ty der an zwei Seilen aufgehdngt ist, 

(Fig. 82) ist an einem Pi 
gebangt, der durch zwei 
und GB mit den festen 
und B verbunden ist. Ai 
drei Krafte, namlich das ( 
Korpers^ welches wir dun 
stellen, und die Spannung( 
^ a und pa Soli Gleicbi 
stehen, so miissen diese lei 
Kesultante haben. die ffleii 
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Man kann dies auch anders einkleiden. Man kann namlich 
die Kraft CP in zwei andere zerlegen, die in der Verlangerung 
der Seile wirken. Diese Komponenten sind es, die die Span- 
nungen Ton A C und B G hervorrufen. 

Zwei derartige Mnkleidungen sind hei vielen Prohlemen moglieh 
b) Qleidigewicht auf einer schiefen PJbene. Eine Ebene, die 
mit einer borizontalen Ebene den Winkel a bildet, wird von 
einer vertikalen Ebene, die auf ihr 
senkrecht steht, in der Linie AB 
geschnitten (Fig. 83). M. sei ein Kor- 
per, der auf der schiefen Ebene liegt, 
und der Vektor MQ stelle das Ge- 
wicht P desselben vor. Man kann 
dann If Q in die Kraft M S, parallel 
zu AB, und die Kraft MB, senk- 
recht zu AB, zerlegen. 

Die letztere Kraft kann keine 
Bewegung hervorbringen; sie driickt nur den Korper gegen 
die schiefe Ebene und wird durch den Widerstand derselben 
aufgehoben. Die Komponente 

MS = Psinof 



ist es, die den Korper in der Richtung A B nach unten treibt. 
Durch eine Kraft F von derselben GroBe, die in der Richtung 
Yon BA nach oben wirkt, kdnnen wir den Korper im Gleich- 
gewicht halten. 

Ist die Ebene vollkommen glatt, so wird der Korper unter 
der Wirkung der Kraft F, sobald diese etwas groBer als 
Psin a ist, nach oben gehen, und dies wird selbst dann geschehen, 
wenn P = Psin (z ist, wenn der Korper eine Anfangsgeschwindig- 
keit nach oben hat. In diesem Sinne kann man sagen, dafi 
eine Kraft Psin a hinreichend ist, um den Korper die schiefe 
Ebene hinaufzuziehen. 


Von dem Umstand, daB diese Kraft bei einem kleinen 
Neigungswinkel viel kleiner als das Gewicht P wird, wird ofl 


i Y^won/inn or 


oroTYi Q 1 fPaTJtrDrf-f act 
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BA abweicliendeii Richtung auf ihii wirkt; dit's ist, z. B. df 
wenn der Kdrper an eincm Soil hefoHtigt ist, wolohos 
parallel zu BA lauft. Um die GloiohgciwiolitHliodiiiguii 
zustellen, muB man bedonkcm, daB auf <lt'u Kdrpor <lrt'i 
•wirken, namlicli die Schworkraft, dio Kraft F (die Sp! 

do8 Soils) mid <lio Kraft, 
durch dio Kbeiio aiisgoilbl \vi 
Kin Kbrpor, der auf eiuo 
kommon glatton Gberllilclu^ ruli 
sicli in Bowogung, sobald ti 
riugsto Kraft in dor liiehtuu 
Oberfliicho wirkt. Alsu: 

Ikr durch cine ridlkumnm 
Ohcr/liuihc nimjeiihlc U'ukr^tm 
die lUchhmt; dt r Surmnlm. 

Wenn man dies berUckaichtigt, so liiotot os koiui' Solo 
keit, das Parallelogramm der Krilfto zu tindoit, durcli » 
dieGleichgewiclitsbedingung zwiachen don drei gonanutou K 
ausgedriickt wird. In Fig. 84 ist M Q in U T, sankreebt z 
und MV, entgegongosotzt der Kraft F, zorlogt. 

c) Okidhgewicht auf rincr ImliahUjcH vulUmnmvn i/hillfH 
fldohe. 

Die Glcicligowicbtsbedingung fllr eiiicn auf > itiiT » 
Oberfliicho liogondon Kdrjior knnn man im allgoiuointn 
driickeri, indom man sagt, daB die liosidtante aller Krilfl 
auf ihn wirken, mit AuHnaliino des WidorslamloH th-v 
flache, in der Richtung der Nonnalen und zwiir niirh der 
flache bin geriohtet soin inuB. Dami knnn sie ni 
durch den Widerstand aufgehoben worden. 

d) Bewegung auf eintr aofmfm Khcm. Wirkt auf den k 
M von B'ig. 83 keine andere Kraft als die Schworkraft «i 
normale Widerstand der Flache, so geht or in dor Hiehtin; 
ahwarta, wElirond er sich aufwilrts bewegt, sobald er oil 
schwindigkeit in der Richtung BA hat, Ditwo Bewog 
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gleiehformig beschleunigt oder verzogert. Die BescUeuni^ 
ist gsina, wie man findet, wenn man den Fall des Kor 
auf der scliiefen Ebene mit dem freien Fall vergleicht. 

Bei einem Korper, der sich aufeiner beliebigen gekriimr 
Oberflache bewegt, gelten abnliche Betracbtungen. Man 1 
in jedem Augenblick das Gewicbt in zwei Krafte zerlegen^ 
denen die eine in die Bichtung der Normalen fallt und 
andere die Oberflache entlang wirkt. Diese letztere K 
ponente bestimmt die Bewegung auf der Oberflache, und d 
Bewegung kann nach der Methode von § 89 naher unters^ 
werden. 

e) Ein Korper, der durch einen Faden mit einem fe 
Punkt verbunden ist, ist offenbar im Gleichgewicht, wenn 
Resultante aller Krafte, die auf ihn wirken, die Richtung 
Verlangerung des Fadens hat. Hieraus kann man able: 
wie weit ein Korper, der an einem Faden aufgehangt ist, di 
eine konstante horizontale Kraft 
aus seiner Gleichgewichtslage ver- 
schoben wird, 

§ 104. Einfaches oder mathe- 
matisches Pendel. Wenn man einen 
Korper an einem undehnbaren 
Faden aufhangt, der so diinn ist, 
daB seine Masse vernachlassigt 
werden kann, so bekommt man 
ein Pmdel, welches zum Unter- 
schied von einem spater zu be- 
sprechenden Apparat einfaches oder 
onathematisches Pendel genannt wird. 

Hat man das Pendel aus seiner 
Gleichgewichtslage O A (Fig. 85) in 
die Lage OB gebracht, so kann 
man das Gewicht BP des Korpers 
in zwei Komponenten zerlegen, von denen die eine, BR 
die Verlangerung des Fadens fallt, und die andere, BQ, 
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iosgelassen wird, so geht er mit beschleunigter Bewegu 
B nacli A und steigt auf der andereu Seite von A 
einem Punkt der von A ebenso weit entfernt ist 
Dann kebrt er nach B zuriick; kurz, er schwingt zwis( 
und G bin und her. 

Aus Fig. 85 folgt: 

B Q : P' 0' = sin P 0 A : sin B' O A. 

Wenn nun die Amplitude der Scbwingungen, also der ' 
B OAj sehr klein ist, so kann man statt dessen scbreib 

BQ:B'Q' ^ Bogen B A : Bogen B'A. f- 

Da also die Kraft, welche den Korper auf dem Krei 
nach der Gleichgewichtslage A treibt, der Entfernung 
proportional ist, so werden kleine Scbwingungen auf dem 
in derselben Weise stattfinden wie einfacbe Scbwingun^ 
einer geraden Linie. Wenn namlicb ein materieller 
wie bier, gezwungen ist, auf einer bestimmten krummei 
zu bleiben, so kann er sicb so bewegen, daB die langs 
Linie gemessene Entfernung 5 von einem festen Punkt de 
in jedem Augenblick durcb die Gleichung (2) von 8. 
stimmt ist. Dazu ist erforderlich, daB auf den Pun] 
Kraft von der in § 101 angegebenen GroBe wirkt, die la 
krummen Linie, und zwar nacb dem festen Punkt bin g( 
ist. Ein Beweis dieses Satzes kann bier nicht gegeben ^ 
Unter der Sehwinguncisxeit v ersteh en wir diejenig 
di e das Pendel braucht, um sicb aus der einen auBerste 
i n die andere zu bewegen. Sie wird fiir binreicbend 
Scbwingungen durcb die Formel 

^ = n-xfH 



bestimmt, in welcber I die Lange des Pendels bezeicbr 
Ist der Winkel AOB=b^, 10% 15^, 20^ so ist 
Wert von & bzw. 0,05, 0,19, 0,43, 0,76 7o zu klein. 

1st in Fig. 85 die Entfernung des Punktes B' von OA j 
und ist die Masse des an dem Paden bangenden Korpers m, i 
Gewicht des Korpers m g, so ist 
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%vofllr man andi seliwnbeu kaim 


IV Q* » m (j 


Ikgen B' A 


Dm in § IU2 e.ingfiiUu*ta Verhaitnis zwisclien der Kraft und 
Kntfiiniuiig von der Gleidigewichtslage ist also hier 


imd dureh Einsetssung in (20) fmdet man 

worauB die Forinel (21) folgt. 

In der Oleichung (21) Hind die folgonden Geaotze e 
halten. 

a) GroBo und kleino Kcliwingungen, wenn sie nur h 
reicliend kluin siud, bo daB die Formel angewandt wen 
kann, worden in derselben Zeit ausgeftthrt. Diesen laocliroi 
nuiB lernton wir lieroitB inehr im allgomeinon in § 102 konn 

b) Dio Schwingungszoit int unabhilngig von dor GrdBo i 

dor BoHohaftbnhoit don an dom ^ 

Fadon anfgobiuigton Kftrjior.s, / 

Dioa int oino Folgo ilavon, daB / 

filr vorKobiodono Korpor dio / 

(Jowichte don MaHsen pro- / * 

portional Mind, / / 

e) Kin Pondol schwingt / / 

urn so selmeller, je Jdirzor os / / 

ist. Wenn namlicli eiu hinges / / 

und eiu kurzes Pondel mit jrI 
gleichen Gewichten so weit aus /' 
dorGleittligowichtslago entfornt / / / / 

worden, (laB dio Bogon HA / / / 

und It a (Fig. 8(>) gloich lang 4,, j 1 ' 

Hind, so ist, wio man leielit Pig, 80. 

eiiiHioht, die Kraft /<</, dureh 

wakdit! dor Kiirper b nach der Gleiehgewiohtslage getriel 
wird, griVBor nls die entsprechendo Kraft B Q. Es ist da! 
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konnen. Die Lange eines Sckundenpeiulols, tl. h. oiiien Ptnnit 
welches in dner Sekundo eino Schwingung macht. iat an i: 
Polen grofier als am Aquator. 

Die experiinen telle Bestatigung der (iesetze a. h uiu 
ist von grofier Wichtigkcit. Ka giht z. B. kein hcaseri'a Mit 
urn zu heweison, dafi die Beachleuiiigung dor Soliworkraft 
alle Stoffe dieselbe ist, als die Booltachtung von Bondoln, i 
aus verschiedenen Subatanzeu beatobon. 

Wenn man die Lilnge I doa Pendels und tlio Zoit 
mifit, 80 kann man aus der Formel (21) g abloiton. I> 
Prinzip ist es, nach wolcbem man gonauo Beatiniinuageu c 
Beschleunigung der Scbwerkraft ausgefilhrt bat. Man mat 
dabei jedocb keinen Gebrauch von oinem malliomatisol: 
Pendel, sondern von einem andi'ren Pondei, wolohoH wir spit 
kennen lerncn werden. Man kann nilmlioh ein uiatbematiBo! 
Pendel nicbt realisieron, da oin undolmbaror Kadon cil 
Masse ebensoweuig existiert wie ein Kbrper. dttr wirklich 
ein einzelner Punkt betrachtot werden kann. Sobaltl ib»r a 
gehangte Kbrper eine merkbaro Ausdehnung hat, 1 

sicherheit ftber die Frage, was man miter tier Lhiige I v 
stehen hat. 


§ 105. Kraft, die filr eine gleiohfdrmige Beweptng 
einem Kreis erforderlioh ist. Wir mtbmen an, dafi aioli t 

Kbrper von der Maase m mit t 
konstanten GoHcbwindigkoit » i 
einem Kreis, dt^Hsen Radius /■ 
(Fig.87), bcwtigon sttll. Wir kiini 
die Kraft, wtdcbo zn ilioMotn Zwi 
auf don Kfirper wirken mufi, 1 
stimmen, indem wir zuerst in i 
in § 72 angogebotum Woi«*i t 
Beschleunigung auchon. I ta 
Pig. 87 dieselben Buchstabeti bonutzt sind wio in Fig. 72, 
brauchen wir das in jenom Paragraphon Gesagte nielit 
wiederholen. Zieht man die Radien MP und MQ mid t 
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naherung von Q an P die Richtung der Sehne FQ die 
der Tangente in P zum Grenzwert hat, nahert sich die Ric 
von QD derjenigen des Radius P if. Wir konnen also ; 
da6 bei der betreffenden Bewegung die Geschwindigkeit, \ 
der Korper in einem Zeitelement zu derjenigen, welc 
bereits hat, hinzubekommt, nach dem Mittelpunkt des E 
hin gerichtet ist. Hierdurch ist die Richtung der Beschleui 
bestimmt. 

Um nnn die Ord^e derselben zu berechnen, bemerke 
da6 infolge der Ahnlichkeit der genannten Dreiecke 


MP:PQ=^ QC:QD 


und also 


X PQ 


Dies ist die Geschwindigkeit, welche der Korper 
unendlich kleinen Zeit t bekommt. Hieraus folgt ftir die 
der Beschleunigung 

QC ^PQ 


Man kann aber die unendlich kleine Sehne P Q dur< 
Bogen ersetzen, und da nn ist der let zte Fakt or n ichts a 
j,ls_die„ Geschwind^^ Demnach wird die Beschleu 


Aus den gefundenen Resultaten schlieBen wir, di 
die angenommene Bewegung eine Kraft erforderlich is 
fortwahrend nach dem Mittelpunkt des ^ 

Kreises hin gerichtet ist. Diese sogenannte — — - 

Zentri petalkraft muB die GroBe P^- 


haben. 

Ein Korper Q (Fig. 88) mit der Masse m 
fiihre eine einfache Schwingnng auf der Linie 
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'I n r 

haben {OA =»»•). Auf P rnufi dauu luudi lifiii Mittiiliiuukt li 

•I n" m 
7 "' 

wirken. Dio Kraft, welehe orforderlich int, uin Kiiriio 


PF: 


wiinschte Bewegung zu geben, iat din I'nijrktkm (,>(/ vmi /' 
folgt, wenn 0 Q s' ist, fdr die Kraft dor in § UH gogclmi 

§ 10f>. Ersohelaungen bei drebenden Bewegua 
der oben betrachtete KSrpor eiiui Gtmcliwiiuiigkt' 
Eichtung des Kreiaumfangs, wirkt aber keine Krnf 
so geht er in der Eichtung der Tangonto wtntcr. 
sich bei verschiedenon Versuchen. 

a) Ein Stab ah (b’ig. 89), auf d«m cin« durchbol 
gleiton kann, kanii in ninor he 
Ebeno uni dim Punkt M gndrtdi 
Sobald diese Eowogutig anfiingt, 
die Kugel o oine Geacbwindigkt 
Eichtung od und gcht diiiin, 
annahornd, in ii«r Kiciitung dit 
weiter. Die Kugel entfernt niith 
dem Stab von if; hat tlieMor leh 
die Lage a'// eingonominen, » 
Kugel in e angekominen. 

Auch wenn der Kiirper « vermittolat eiiien K 
Punkt M befestigt ist, entfernt er sich unniittelbnr 
die Bewegung angefangen hat, etwas von if, aber dor 
ausgedehnte Faden ttbt auf ilie Kugel eine Spaimwii 
bewirkt, daB sie von derLinie ad abweicht. Die As 
geht so weit, bis die Spannung des B'adeas gerad 
wie die Kraft ist, die erforderlich ist, damit »ieb 
auf einem Kreis bewegt. 

Wird anstatt des i'adens eino Spiralfeder bt 
kann man durch Messung der Ausdehnung, welehe 
leidet, die Eichtigkeit der i’ormel (22) boweiten. 
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KiitfcrnungCDi vom Mittelpunkt verschiedene Ersckeinungen be 
obachtet. Ks kaim der Fall eintreten, da6 der Faden infolg. 
Koiiier Ausdelmung in einem bestimmten Augenblick ein 
Spammng bekonimen liat, welcbe binreicht, um den ersten Korpe 
in oinem Kroiso laufen zu lassen, die aber nocb nicht axis 
reicht, uui dioselbe Wirkung bci dom zwoiten Kbrper zu haber 
Dana wird sich diesor lotztere uocli vom Mittelpunkt entfernei 
und dabei don orsteren Ubor don Mittelpunkt hinaus fortzieben 
so daB soblioBlicb boide Kbrper nacb derjonigen Seite geben 
wo sicb der zweito befand. 

Ka kann auch der Fall eintreten, daB, wenn der Fade 
bei zunehuiondor Ausdelmung eine Spannung bekommen ba 
die binreielit, um don einen Kbrper in einem Kreis laufen z 
lassen, ilieae Spannung auch gerade den anderen KSrper i 
konstanter Kntfornung vom Mittelpunkt halten kann. Dan 
werdon beide Kibrjier auf dem Btabe in Rube bleiben. 

c) Man kann einen Kiirper auch zvvingen, sicb auf einei 
Kn'is zu bewegon, wenn man ihn an die Innenseite ein( 
auf horizontaler Fjbone angebrachten kreisfurmigon aufrecbte 
Randt'H legt und ihm eino tangontialo Gescbwindigkeit gib 
Wie hierbei der Widerstand des Ramies die Zontripetalkra 
bildet und wie dioser Widerstand borvorgorufen wird, ist leicl 
einzusehen. 

W'onn jomand auf einer horizontalen Kbene im Kre 
lierumliluft, so drttckt er mit den FllBen a. 
die Kbene nach auBen; infolgodessen wirkt i 
die Kbene die erforderliohe nacb dem Mittel- 
punkt geriehtete Kraft auf ihn aus. 

d) An einer vertikalenSaule d B(Fig.90), 
die sicb um ihro eigono Achse drebon kann, 
ist die Htanga A M, die an ihrora untoren 
Knde die Kugel M trllgt, drebbar in A be- 
ibstigt, so daB sie sicb in der Kbene AG M 
bewagon kann. Ist die Acbse in Rube, 
so berbhrt die Kugel die Saule A fkngt 
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sicli weiter von AB zvl entfernen, also ohne zugleich zu steigei 
Wenn dio Geschwindigkeit nm die vertikale Ackse konstant is 
so nimmt AM eine bestimmte Stellung in bezug auf diese Acbs 
an, so da6 M einen Kreis mit dem Mittelpnnkt G beschreib 
Zerlegt man nnn das Gewicbt MP m ME in der Eicbtung d( 
Verlangerung von AM und MD in der Eicbtung von M G, dan 
ist es die letztere Kraft, die die Kugel in einem Kreis z 
laufen zwingt. Diese Kraft mu6 die durch die Formel (2! 
bestimmte GroBe haben, und bieraus kann man den Winki 
MAG berechnen, wenn die Anzabl der Umdrebungen von A. 
in der Zeiteinbeit bekannt ist. Der bei Dampfmascbinen vo: 
kommende Zentrifugalregulator bestebt aus %wei gleicben m 
je einer Kugel versebenen Stangen der beschriebenen Art; si 
sind an gegeniiberstebenden Seiten von AB befestigt. Nimn 
aus irgend einer Ursacbe die Geschwindigkeit von AB zu, s 
geben die Kugeln in die Hobe und diese Bewegung wird b( 
nutzt, um durcb eine geeignete Vorricbtung das Zustrbmen de 
Dampfes zu vermindern. 

Um die oben erwabnte Beziebung zwiscben der G( 
scbwindigkeit der Drebung und dem Ablenkungswinkel z 
finden, setzen wir in Fig. 90 Alf = Z, z. MAB cp, MG = 
Ist die Masse der Kugel m und die Umlaufszeit T, so muJ 
da die Geschwindigkeit 2 7trlT ist, nacb der Formel (22) 

, - -r. 4:n^mr 4 ml sin (p 



sein. Anderseits folgt aus dem Dreieck D Jf P, da P= is 
MD = mg tg (p. 

Setzt man die beiden Werte von MB einander gleicb, s 
findet man 

g ^2 

cos p = -A— . 

Diese Formel ist aucb anwendbar, wenn eine an einem Fade 
von der Lange I aufgebangte Kugel einen Kreis von beliebige 
GroBe bescbreibt, was man leicbt bewirken kann. Die Un 

iQn-fciTiA-i'l: -anril 
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darf man cosfjn=s 1 setzon; die Umlaufszeit ist dann ebenso { 
groE wie die Zcit, in welcber dasselbe Pendel eine vollstandige i 
Schwingung in einer Kiieno niacht. 

§ It)7. Zentrifugalkraft. Zuweilen werden Erscbeinungen 
wie die in § 10(» besprochenen einer Kraft zugeschrieben, die 
auf die bewegton Kiirper wirkt und die von dem Punkt, urn 
welchen die Drehung stattflndet, binweg gericbtet ist. In 
Wirkliclik eit exiatiert eine koIc.Iic FHchkraft oder Zenirif'^al- 
buift nielli Wenn sich ein Kiirpor auf oineni Kreis bewegen 
soil, HO ist t'ine Kraft erforderlich, die nach dem Mittelpunkt 
bin gericbtet ist, und dor Kiirpor ontfernt sich, wenn diese 
Kraft aufliort zu bostobon, in dor llichtung der Tangente an 
die Itabn, niclit, woil auf ibn eine Kraft wirkt, die ihn vom 
Mittelpunkt hinvvegtroibt,8onderneinfacb infolgo dorQ-eschwindig- 
koit, wolcbo or iiat. 

P'rnohe.inuiii/fin irie tUejmitjrn , wdchr. in einein Si/stein von 
Kiiriifm dnrch tinr limhonde Ikivi'ipmj ItcrvorgebracM werd&n, 
kihiut'ii filnr aiirh \nst<i>idc grhracid, werden, irejm keine. DrehuruJ\ 
alnttfindet, nlnr Kriifte mtf die Kiirper wirken, die, vom JiliUeJpunkty 
urn weMien die. Drehnnij vtuUfund, kinioeg ge,ric}de.t mid. Wid ' 
kiinnon z. li boi <lom Versueh von § lOfi, a) den Fadon aucb 
ausdobnon, wenn wir don Htab in Rube lassen, aber auf den 
Kflriior 0 oims Kraft vom Mittolimnkt binweg wirken lassen, 
imd dio Kugeln des Zentrifngalregulators kSnnen durch hori- 
zontal juveh auBon gorichto.te Krafte von der Achse entfernt 
wordon. 

Diesfi Kraft, durch welche die Drebung, was die durch sie 
horvorgebracbte Wirkung botrifft, erscstzt werden kann, kann 
maji ysnirifugalkmft nonnon; wenn man diese einftlhrt, ivohei 
dimn t iigMeJi von der drehenden Ilewegimg aUgendmi werdm mufi, 
biHHen «ie.b mancbo Probleme etwas oinfachor bebandeln. 

Man Hie.b loie.ht llberzeugojn," ' da/J tier nur in der Vorsiellwng 
ej-ktirremlen Znnlrifngnlkrnft edne fMfie xiigmohridm w&rdm 
mup, dir glewh derjenigen der wirkliedi ejeiatiermiden Zenlripetal- 
krafl id, 

■1.#,.. , *.'1. ...Si ViAKnkvrvna .Qt/afttm trATI TCfir- 
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Krafte, die auf das Teilchen wirken, mu6 die in §,105 be 
trachtete Zentripetalkraft K sein. Horte nun die Drebung aui 
so wiirden diese Krafte K die Teilchen der Achse nahern 
Man kann dies aber verhindern, also die Teilchen in denselbei 
relativen Lagen halten, die sie wahrend der Drehung ein 
nahmen, wenn man auf jedes Teilchen eine Zentrifugalkraf 
gleich der Kraft K wirken laBt. 

§ 108. EinfluB der Achsendreliung der Erde auf^ die schein- 
bare Grofie der Scbwerkraft. Jeder Punkt der Erde beschreib' 
in 24 Stunden einen Kreis, dessen Radius die von diesem Punki 
auf die Erdachse gefallte Senkrechte ist. Dies muB auf di( 
Bewegungserscheinungen, die man bei Korpern auf der Erd- 
oberflache beobachtet, denselben EinfluB haben wie eine Kraft 
die auf jeden Korper in der Richtung der Verlangerung dei 
erwahnten Senkrechten wirkt. Diese Zentrifugalkraft hat der 
durch (22) bestimmten Wert und ist offenbar am groBten am 
Aquator und gleich Null an den Polen. Am Aquator ist sic 
der Scbwerkraft entgegengesetzt gericbtet, wahrend sie ar 
anderen Orten einen stumpfen Winkel mit der Richtung dei 
Schwerkraft bildet. 

Die Erscheinungen auf der Erdoberflache sind nun so, ah 
ob die Erde stillstande, aber die Schwerkraft am Aquatoi 
etwas schwacher ware als an den Polen. Die in § 63 be- 
sprochene Ungleichheit der Werte von g in verschiedenei 
Breite kann hierdurch zum Teil, aber nicht vollstandig er- 
klart werden. Die Theorie lehrt namlich, daB, wahrend dei 
soheinbare Wert von g am Aquator 978,1 ist, der wahre Wert 
d. h. der Wert, den man beobachten wiirde, wenn die Erde 
stillstande, 981,5 sein muB. Dieser Wert ist noch etwas 
kleiner als der an den Polen bestehende. 

Wir wollen uns vorstellen, am Aquator der Erde werde aus einei 
gewissen Hohe iiber dem Boden ein Korper fallen gelassen. Dieser wird von 
der Erde angezogen und bekommt infolgedessen eine nach dem Mittelpunki 
der Erde bin gericbtete Besehleunigung, die wir mit G bezeichnen wollen. 
Man kann sich nun aber denken, da6 diesem Korper eine so groBe 

■tyi /In-i* "Ri/iTrfn v* A x 
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r ^ 

Bain. Wenn dor Kdrper dieBa (JaBcdiwiudigkait hfttta, ao wtirde er 
xdeht dam Hndan m’iham, und wann ar aixia nocdi seluudlara aeitlielia 
waguiig lilitta, bo wUrcU^ dia Anasialmng Hogar niebt hinraicliand aain, 
dan Kdrpar zu ^wixigan, aieh in ainain Kraina zu bowagan; ar wiirda 
von dar Erda anttarnan, allardingn niclit in dar Richtung dar I'ang 
an dan Kraia^ aondarn auf t^inar Linia, dia sswisehan dar Tanganta 
dam Krak Hagt 

Dar Kdrpar hafc nun vvirklich ohna unBtu* Zutun aiua scitlicha 
Bahwindigkait, nlimliah dia Dam'hwindigkait, <lia alia Pimkta dan A(|iui 
infolga dar Acdmandx'ahung ihv Erda hainuu Dar Batrag ditJHar 
Bahwindigkait kt 

2 n r 
T ' 

wann man mif T «ila Uinlaufsmdt baziiiabmd^ odar, da 2 *a: r « 4 X 10 
und Tm 24 x IK) x 00 Hakundan kt, 40 BOO am pro Bakunda, 

Ditiiia Oaaahwimligkelt kt badautand klaiimr ala dia durch (28) 
atimmtti; dia Bahwarkraft iat tds(» niaht nur hijirai^dumd, zu ba.wirkan^ 
ilcdi dar Kllrpar in ainam Krai» bawagt, Hond(‘rn Hit? niiliart noah 
Klirpar dam Mittalpunkt, bo dab ar fdlli. 

Abar <lia AaliBandraliung tU*r Krda iUxt di»ah auf dia ila«ultata 
Varwu’han ilbar dan Fall <lar Kilrpar ainan KinllulS luw. 

Wir widlan una v<n*BtaUan* man baba irgamlwo am Ac|uator a 
viirtikalan MabBtab aufgt‘Btallt \uitl liwBa tdnan Kdrpar an d<*m«a. 
horiintt^rfiilla.n. in dam Axigtmbliek, In waUdiam man ditiicin ItJilllbti 
tir «b«nio will dar MaOntab, ulna Deiahwliidigkoifc m In dtir Elelr 
dtir Tangiinta an don Aquator; ditiBO (laiehwiwdlfkelt, walobe ftlr h 
glaieb groi kt, kann judoch kilnan EiniuS atif dl® felativ® B«wi| 
liabiiii. 

In ulnenti j^ultobmunt * bakomrat nun der Kllrper auBar tiiiigar 
sebwindifkdt noeh elna anciore viirtik&l naab untan, dia diti DrllBi 
bat# Abor auah dor MaBitab bakommt, wail ar fi«t mil dar Krda 
bundiin lit and ako ainan Krak ba«abralbt, aina Ciastdiwiinligkait i 
dam Mittalpunkt dar Krda; diattii (la»aliwlndigkelt lit ii* i/r odar, 
Itiiakwlalit lUlf <iia Warta von u untl r 

8,4 I am, 

Wir krninaii nun idahta antb^rati baobaabtan ali diti r$Mim Baw§| 
da« fidlamian ICrirparu in bazug auf tlan MitBital), alio auab dia rail 
<ta«altwliidlgkalt, elk dar K.drpar In dar Zelt t biikommt. Dlciici lit 
Ditfaronz dar baldaii garmnntaii Hasehwlndlgkaitair, wir malnan itko, 

diir Kilriiiip in. fi«i* t dlo (laaahwliidiifkttit 
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seien die Umlaufszeiten. Dann wirkt nach § 105 auf die 
des einen Planeten eine Kraft 

- —fT 

und auf die Masseneinheit des anderen eine Kraft 


Aus der Proportion 

r ^2 

2;2:!r5= = 

folgt 



tibrigens ist es nicht nur die Sonne , welc 
Korper anzieht. Ebenso wie sich die Planeten um 
bewegen, bewegen sicb um einige Planeten M< 
Trabanten und diese werden von dem Korper^ d( 
gleiten, durcb eine Anziehung festgehalten, die v 
ausgeht. Indem Newton alle Erscheinungen zusa: 
kam er zu dem SchluB, dafi sich je xwei Stoffteilch&i 
Kraft anziehen, die in der angegebenen Weise von der t 
Kntfernvmg ahhdngt und sowohl der Masse des einen a- 
Masse des anderen Stoffteilohens proportional ist, die 
der Natur der Teilcben und dem Stoff im Zwische 
abbangig ist. 

Nach dieser von Newton entwickelten Theor 
gemeinen Anziehungskraft oder Gravitation ist die Bes( 
welche ein Korper A durch die von einem Korp 
gehende Anziehung bekommt, proportional der Ma 
aber unabhangig von ‘der Masse von A. Die Gr 
welche auf A wirkt, ist namlich proportional der 
und daher mufi die Beschleunigung dieselbe sei 
ob die Masse groB oder klein ist. 

Die Schwerkraft, welche auf ein Stoffteilchen ii 
der Erdoberflache wirkt, ist nun als die Eesultant< 
Krafte zu belrachten, welche von alien Teilchen 
ausgexibt werden und die alle von derselben Art si 
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mittc'lbiir uut«rhalb claa Korpers, als auch Ton dem Stoff in 
dor NiUh* doH Mittolpunktea oder an der gegenuberliegenden 
Soito uuHi'roH Plauoton, so kann man die zahllosen Krafte, 
weloho nnf ilm einwirkon, zu einer einzigen Kraft vereinigen. 
Ninnut man nun an, dall die Krdo eine Kugel ist und da6 sich 
ihro Uiohto nicht unrogelmaBig von einem Punkt zum anderen 
iiudort, aondern (abgeaehen von kleinen Abweicbungen) daB 
dioHO an alien Stellen, die gleich weit vom Mittelpunkt entfernt 
Hind, gleiodi gruli ist, so lelirt eine matbematische Betrachtung, 
daB <li« lii'Hultanto nach dem Mittelpunkt bin gericbtet ist und 
diosollio tlrulin bat, als wenn die gosamte anziebende Masse 
in diosem Punkt veroinigt ware. Die Eesultante ist, ebenso 
wio alio Krilfto, aus denen sie zusammengesetzt ist, proportional 
dor Manse des angezogenen KBrpers; daber fallen alle Korper 
gleich acbnoll. 

h) Kerner mllsson - wonn wirklicb die Scbwerkraft eine 
AuBorung dor allgoineincn An/.io.bnngskraft ist — die Kraft, 
welcbo luif oiji U’eilobon in <lor Nilbe dor Erdoberfliicbe wirkt, 
und die An/.itdmng, welcbo eiu obenso groBcs Teilcben des 
MomloH von tier Krdo orUddet, don Quadrateu der Kntfernungen 
vein Mittelpunkt der Krdo utngokohrt proportional sein. Da 
die Knttermmg doH Mondes von diesein Punkt CO mal so groB 
ist als dor Krd radius, so muB die erstere Kraft 3600 mal so 
groB stun als die letztere. Nun kSnnen wir die Beschleunigung 
eiues fallondeu KBrpers gleich 980 cm pro Sekunde setzen, und 
man kann auoh (§ 105) die Beschleunigung des Mondes be- 
rechuen. Wenn man berttcksicbtigt, daB die Umlaufszeit des 
Mbndes 27 Tage und 8 Stunden ist, und wenn man den 
Umfnng der Krdo gleich 4 x 10® cm setzt, so findet man fiir 
die letztere Beaobleunigung 0,27 cm und dies ist wirklicb 
3600 mill kleinur als 0H0*cm. 

Wir konnmi jotzt auch einseben, wie es kommt, daB (§ 108) 
die beoluichtutts lloschleunigung eines fallenden KBrpers, auch 
wean sie von dinn KinlluB der Acbsendrebung befreit ist, an 
vorschiodenen Orton nicht donselbon Wert bat. Wie man weiB, 
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als der Durchinesser des Aquators. Berechnet man m 
einen solchen Korper die Resultante der Anziehunge 
einen Korper an der Oberflache, so findet man, daB 
groBer ist, wenn sicb der Korper an den Polen als w( 
sich am Aqnator befindet. Daher kommt es, daB man 
bei einer stillstehenden Erde nicbt iiberall denselben 
von g finden wiirde. 

Das Newtonsche Gresetz kann nicbt nur in den ] 
ziigen Recbenschaft von der Bewegung der Korper des S 
systems geben, sondem es kann auch dazu dienen, un 
Einzelheiten zu erklaren, die man bei dieser Bewegu: 
obacbtet bat. Wenn jeder Planet nur von der Soni 
gezogen wiirde, so wiirde er sicb auf einer stillstel 
Ellipse bewegen nnd seine Grescbwindigkeit wiirde sicb 
einem eiiifacben Gesetze andern. In Wirklicbkeit be 
zablreicbe kleine Abweicbungen von dieser Bewegung 
und die Erscbeinungen sind sebr verwickelt. Indem 
jedocb beriicksicbtigte, daB jeder Planet nicbt nur vc 
Sonne, sondern aucb von den anderen Planeten ang 
wird, ist es gelungen, dies alles aufzuklaren. Dazu 
komplizierte matbematiscbe Tbeorien erforderlicb, abe 
Prinzipien, von denen man ausgeben muBte, sind seb 
facb. Wenn fiir irgend einen Augenblick die Stellungc 
verscbiedenen Korper des Sonnensystems bekannt sii 
kann man fiir jeden derselben die Krafte angeben, 
alle iibrigen auf ibn ausiiben. Man kann ferner al 
einen Korper wirkenden Krafte zu einer einzigen ver( 
und die Wirkung von dieser muB dann in der in § 89; 
gegebenen Weise bestimmt werden. 

Aucb wenn man sicb nur mit der Pbysik im e 
Sinne des Wortes bescbaftigen will, ist es von Wicb 
von alle diesem eine Vorstellung zu baben, da bei de 
sucben, die pbysikaliscben Erscbeinungen zu erklarei 
Metboden der Astronomie in vieler Hinsicbt als Vorb: 
dient baben. 
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tibt, obgleicli diese Anziehung millionenmal Meiner ist als ( 
Gewicht des Korpers. 

§ 111. Molekiile und Atome. Bereits vor vielen Ja 
hunderten wurde von einigen Philosophen angenommen, c 
die Naturkorper, obwohl sie nns vollkommen bomogen 
scheinen^ aus einer groBen Anzahl ganz voneinander 
trennter sebr kleiner Teilchen zusammengesetzt sind. Di 
Vorstellung ist von groBem Wert, da wir nns nun den] 
konnen, daB bei den vielfaltigen Umwandlungen der Mate 
diese kleinen Teilchen sick nicbt and^rn und nur in and 
Lagen kommen. Von der Volumverminderung eines Korj 
durch. Zusammendriickung oder Abkiihlung, der Verdicbti 
eines Gases zu einer Fliissigkeit, der Vermischung von Ga 
und Fliissigkeiten, derAuflosung eines festen Eorpers in Was 
konnen wir uns ein befriedigendes Bild macben^ sobald 
uns vorstellen, daB wegen der Zwiscbenraume zwiscben 
kleinen Teilcben eine Annaberung derselben und ein ge^ 
seitiges Durcbdringen zweier Kopper moglicb ist. Ebenso 
liert die Verbindung von Wasserstoff und Sauerstoff zu Wa 
viel von dem Wunderbaren, was sie anfangs fiir uns bat, v 
wir in unserer Vorstellung im Wasser kleine Teilcben Was 
stoff und Sauerstoff nebeneinander liegen seben. 

DaB das Bild, welcbes wir uns so von den Erscbeinui 
machen, in bobem Grade mit der Wirklicbkeit iibereinstii 
geht aus den vielen bis in die Einzelbeiten gebenden 
klarungen bervor, zu denen es gefubrt bat, sowie aus 
Bestatigung verscbiedener Voraussagungen der Moleki 
tbeorien. Viele Pbysiker baben denn aucb an der weit 
Entwickelung dieser letzteren gearbeitet; sie sind dabei s 
zu einer Scbatzung der Zabl und GroBe der kleinsten Teil 
der Korper gekommen. Da nacb dieser Scbatzung in ei 
Kubikmillimeter eines jeden Korpers Billion en von Teil 
enthalten sind, ist es nicbt zu verwundern, daB wir diese i 
einzeln wahrnebmen konnen. 

Als Elemente oder Qrundstoffe bezeicbnen die Cber 
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Atomen an, als es Grundstoffe gibt. Die Gruppen, zu den 
sich die Atome bei der Bildung von Verbindungen vereinig 
und die als die kleinsten Teilcben dieser Verbindungen zu I 
trachten sind, werden Molekule genannt. Es ist denkbar, d 
sich diese Molekule zu groBeren Gruppen zusammenfugen, ( 
bei einigen Erscheinungen als Individuen auftreten; allein d 
feinere molekulare Bau ist uns bei den meisten Korpern n 
bekannt. 

Wir werden unter Molekiilen oder Teilchen der Korf 
die kleinsten Stoffmengen verstehen, welche bei den Ersch 
nungen, liber die wir sprechen, einzeln eine selbstandige Ko 
spielen. 

§112. Molekularkrafte. Bewegungen der kleinen Teilcln 

Der Zusammenhang (die Kohdsion) zwischen den verschieden 
Teilen eines und desselben Korpers deutet auf anziehende Krd^ 
die von gleichartigm Molekiilen aufeinander ausgetibt werd( 
wahrend aus der Erscheinung des Anhdngem (der Adkdsion), ( 
man z. B. beobachtet, wenn ein Glasstab mit Wasser befeuch 
ist, hervorgeht, daB auch zwischen ungleichartigen Teilchen sole 
Krafte wirksam sind. Das Entstehen einer chemischen V 
bindung laBt uns auf Anziehungen zwischen den Aton 
schlieBen, und wir werden spMer sehen, daB zuweilen an 
absto^ende Krafte zwischen den Teilchen eines Korpers 
Spiel sind. 

Bei verschiedenen Erscheinungen, z. B. bei der Mischu 
zweier Stoffe, ist es sofort einleuchtend, daB eine Ortsverdnder'h 
der Molekule stattfindet, und spater werden wir Griinde kenn 
lemen, auch den Teilchen eines Korpers, der sich im Ganz 
genommen in Ruhe befindet, Bewegungen, sogar Bewegung 
mit groBer Geschwindigkeit zuzuschreiben. So stellen wir n 
jeden Korper als ein System von zahlreichen materiellen Punki 
vor, die sich ahnlich wie die Korper des Sonnensystems un 
dem EinfluB der Krafte, mit denen sie aufeinander wirk< 
hewegen. 




liewegung und Kr^fte. 


im 


Hcluiit gabion. GlilcklicJierweiae kami man jedoch oft die 
Hchaiuuiigtm beHchraiben mid bis m einem gewissen Grade yer 
Htahaii, ohtw von der Molokulartlieorie Gebraiich zu machen 
mid OH IhU n-uch weiin man sicli derselben bedianen will, nicb 
iiiuiuo’ iiotwinulig^ tief in die Kinzellieiten dos ^Mechanismus' 
dor Kr^tdudnungen oinxudringeu. Violas ist bereits diirch ge 
wisHi! allgomoine Siltzc*. nufgcddilrt, die imablulngig von dei 
beHoiideren Kigensc.luifteu fi\r jedas System eiuander anzieliende: 
tnler abHioBmuler Teile.hen gelten. Diesc Slltze warden wir in 
folgenden Kapitel kemicm lernen. 


ZweitoB Kapitel. 

Arbeit und Energie. 

§ 113. Definition der Arbeit bei einer Verso Webiinf^ 
der Eichtnng der Kraft Daclurch daB wir «in« Kraft nuf tnii 
Korpor oder eiii System voti Kdrperri auHilhea, kllfineii i 
die Lage desstdben, die relative, laige der 1Vile, huh dm 
er besteht, oder auch den Zustaml den SjateiiiH in tier v 
scliiedensteu Weise verEndenu Wir kdnmm ein limvielit lieb 
eine Spiralfeder, die mit dem einen Eride befeHligt ini, ii 
dehnen, einem Schlitten eine Geachwindigkeit orieiltm, iiiii l l 
welches in einen Zylinder eingtmcldoBson iat^ erwilriiiwi, iitil 
wir einen Kolben in diesem Zylinder naeh innini drilek 
Alle diese B'ulle haben da.8 miteinander gemein, tliiB, wllliri. 
wir eine Kraft auslibcn, Hicli der Angriflnpunkt derntdltr*!! 
eine gewiase Strecke verschiebt. Dagegen wird, weiiii di«‘ 
Punkt in Ruhe bleibt, ktane Venimieram; iH’rvtir’.adiriitdit, 
worm wir ein Gewicht ruhig in dtT Hand Inilfmi tnler mi inn 
Seil ziehen, desseu Blnde an einmu ft^Hten Ilnkeii lieftmlig! 

' Sobald dieses letztaro die Auadehnung ladcoitinnnt wi4( 
der GrSBe der Kraft ontspridit, und wi4.tdii* initHtidit, willin 
Biih der Punkt, den wir festhidten, veriicdiielil, kiiiiii die Ki 
solange wir wollen, in Wirkaamkeit bl<4liiati, oltiit) linli 
wenn sie immer gleich groB bleibt — eine widterc* Vinfiiiftm-i 
zur Folge hat 

Derartige BlrwEgungen halmn dazii geflllirt, iiielil iiiir 
Gr5Be der Kraft, sondern nameiitlii5!i aticdi ilie Varsaltittlii 
ihres AngriffspunktoH zu beachten; indeiii iiifui ticndoMzir^iiisirii 


§ 11. a] 


Arbait uikI Enorgie, 


Arbeit tun, und %imr ^,auf dm Kdrper^% wuf wd&hen wir e/m 
ivemi sirh der A>i(pilfspH7iJd der von uns ausgeJ'ihim Kraft i 
. Riehtang verseJiiebL Vorlilulig stellen wir iiim vor, (laBj 
ilvn gonamiteii Boinpielan, in danen oiiio Arbeit getaii w 
ain (lowiclit, welchcB wir hebeiij auf aine Spiralfedei 
Sclilitlan oder die Hasmaaso, die Kraft fortwahrend d 
Eiclitnng liat inid die Bawegung geradlinig ist. Audi 
wir zunilcliat annelimeib daU diei Kraft nine konatante Crro 
Die (irafie der Arbeit mtun wir mm eJner.Hriis der 
der Vermhiebmig und andermits der Grafie der Kraft propm 
mididein wir diea angenoinmen haben, kdnnen wir in 
IMl die Arbeit durch eine boBtiimnte- Zahl auBtlrilcken, 
wir zuniichat nocli die EinMit der ArbeM gewilhlt haben. 

Htr wdhlm ah mdeJm die Arheif wdehe wir verrkhien 
wir firm Kraft I aumlmn und der Angriffvpunkf vkh f 
Rfreeke I vermfdebL 

Hieraua folgt uiiinittelbar, dali, wenn die Kraft . 
lieiten niul die VerHcduebung .v Lilngcaieiiiheiten lietrufj 
Arbtni durch dan lhauluki Ka aungedrlicki wird. Die 
wdnh* nainlich den Wert 1 haben, wtnui <lie Kraft die 
einlieit und der Weg den AngriirHpunkteH die lilngan 
wilre. KolgUch inuli wegeti der angenommeiien Froportir 
<ler Arl)eit rnifc der Kraft und deni Weg die Arbeit I 
heiten betragen, wenn die Kraft K ist und die ?©r«dii©bi 
bleibt, und Km Kinheiten, wenn die Kmft auch wieder 
und dar zurtlckgelegta Weg t Miiheiten betrllgi Die 
fundeti© B^'ormel ftir die Arbeit 

/I »* A* ^ 

drllcken wir in Worten kurz so ana: Die Arlmii ui dan j 
mm der Kraft und dmi mrmkgekgleM Weg, , 

I He, Kinbeit der Arbeit im C-Q-S-Systein ist diejenigi . 
die wir tun, wcum die Kraft 1 Dyn und die Verschiebun 
betiilgt; man hat diesar Einheit dan Nainen I^g geg^b< 
Eina aridere vial gehraiicdite Bliiiheit ist das Meterkilog 
ii© giilibrt ziim Gewieht foil ainam Kilogminni ak Kraft 
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fur die Berechnuiig der GroBe derselheti ist iioch ch 
zu bemerken. 

a) Im alltaglichen Leboii wirddas Wurt 

um yerscliiedenartige korperliche und gcdstiga lYitip 
zeichnen, meist olme daB es ludglitdi ist, mm best 
fur die GrdBe derselbeu auzugeben. Dien ist iiur 
Tatigkeiten einfacher Art mbglich. Weuii z. li m 
eine Last auf eine gewisso H^ha Bcliiiirau ituiB, i 
nahe, seine Arbeit dem Gawielit dar laist pru|H 
setzen, und ebenao kaim man aia der HBhe prapnrti« 
wenn die Umstiinde solchar Art Bind, diiB an imni 
Anstrengung erfordert, um die Last ein Malar wi 
Hohe zu achafien. In solchen b'llllen ist alia die 
physikalischen Simie dea Wortaa daa MaB fCir die 

b) Nach der Definition wird die Arbeit diireli 
der Kraft und die Lilnge das zurliekgelegtan Wt^ga 
In welcher Zeit der Weg zairfickgalegt wircl, iii g 
die Arbeit isi dteaelbe, einsrki ob eim imimmis 

(der mii kleimr Gesidivdndiffkmi zurimkgfMffi wird. 

' ■ c) Ferner ist ausdrllckHoIi die Eetiti mn tltr 
Kraft, we lehe man aumhL Wenn man z. li eintui f 
G-owicht mit einer Kraft K iiebt, die grciBar a' 
daB die Bewegung lamchleiinigt wircl), ho is! dii 
Arbeit bei einer Holm h nicbt Hoiidani Kw 

d) Endlicb folgt aue der Definition, daB, wen 
Weg in einige Teile teilt, die gOBainte Arbeit gleieb 
der Arbeiten ist, die jcMlam dioser Teiln eiiiztilii e 
^ Diese letzte Bemerkung zeigt uiih, win wir iiiisin* 
auf diejenigen B'alle ausdelmen kllniioii, in duneii 
welcbe wir ausaben, zwar fortwlbreiid die Hielitiiti 
scbiebung hat, aber diese Eichtung iiid fkdlciiclis 
Gr5Be der Kraft sich fortwiibrend llncleri Man tub 
des Angriffspunktes in unendlicb klaiiie Tiiili itrid ^ 
als'ob beim Durcblaufen einas jedan Teilclwiiis dir 
Terlndert bliebe. Man multinliziert also cliii KmfL 
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der Kraft niit der geaainten Lllnge dea Weges imiltii 
Worm mail z. B. eine MaBchine durcli Drelieii einer 
ill Beweguiig aetzt, urul zwar init einer in der Kiclitn 
beacdirit‘henen Kreisea wirkenden Kraft K, so iat^, wenn 
Radius den Kreisos iat, die bei einer Umdrelmng ge 
Arbeit 

§ 114. Energie. Bis jetzt sprachen wir nur 
Arbeit^ die wir solbst in Terschiedenen Filllon verricbte 
einen Korper kann abor auch eine Kraft a-nstatt durcli 
Arbeiter odor oinon Kxperinientator durcli oinen anderein 
ausgetlbt warden, der auf ihn diiickt oder an iliin zielit 
sciiiebt sicli danu der Angriffspunkt in der Eichtnng d< 
geiibten Kraft, so sagen wir, dap der leMere Kdrper elm 
auf den erMeren dereri Griipe wir naeh der iletjtd des 
I \mtgmphm Imrerhmn. 

So kann eine ausgedehnte Spinilfoder, die an den 
Knda befostigt ist, eine Arbeit verrie.bien, wmin sic h 
sanunenziehi und dabei einen Kdrper forizield. Uer 
tut Arbeit a.uf den Kolben, tien er in einer Danipfinastd! 
Hwh bintndbb ein WaHHerstrom auf die Sehaufeln einoH 
das er in Btuvegung Hotzi 

Zur Vereinfachung lassou wir Flllle, in donen dr 
niehr Kdrper Krilfte aufeinaiukr ausilben, zimllelist aul 
trmdit; wir nalimen an, daB wir as mit zwai Kdrpern 
liaben, von denen der eine auf den anderen Arbeit tn 
zwisclien denen also ein soicher Gegonsatz besteht, cl 
eine, der „arbaitende^<, eine aktive Rolle, der andei 
„l>eiirbeitatci**, eine passive Rolk:^ ainelt. 

Die iiufinarksame Betrachtung der Erschcunungan, 
claim ointreten, hat zu einom widitigen Krgebnis geftlhi 
Ki/rper kmm niemalH elm ArlmU kiden^ ohm dap er el 
iiuderumi erleidrJf and t<imr id dum Vermderwnp t 
Kurper immer weniger geMgmt um tumh umikr ArlmU 
Die erwabnte Spiralfedar kann nur claim eine Arbeit 
wetmsiesicdi wirklieliznsammenzieht; ebeuso ist as eiuleu 
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ij Es isf, demi auth unnUlglirh^ dap mn Karper, 
ieine Zeiilang ehie Arbeit mrriohM hain ^ieh mnirr 
urspriingliohen Ziistand befuideL clieB clt‘r Knl 

komite er von vorn anfangeii und alncK iiidtaii 
wieder die Iteilie von Veniiiderungeii durchliliift, 
den ursprilnglichen Zuntand zurilckbringi, ho vit*! 
als man will. Man wiirdo dann einen AiJiairat li 
ohne daB von una aelbst oder aiif luiderii 
ihn getan wird, fortwillirond Gawicdito beben krni 
diesem aogenannten „Perpetuum mobile*^ hat mini : 
Zeit oft gesucht und die Miiglichkeit mim Ho!(*liim k( 
in Abredegestellt werdea, Holange vide NatiirarHelieirM 
wenig unteraucht waren. Iknrn gegenwilrtigen Htainie 
konnen wir es jedoch ruing filr tan IlirngeHpiuHt ei 

Wir k5nnon gegenwllrtig veraichiH't seiii, dalS 
in einfachen Fallen wie die obtvri erwillmtem Homlei 
komplixierteren , wenn x. B. elektriBehe, iiiitgiieii 
chemiache Wirkungen Btatttinden, ein Kbrper niain 
dm Arbdt von Imehrdnkier OriJpfi ntrriahifM InmL W 
dies dadurch aus, daB wir sagen, dap cr in mman 
Zustami amh cm beMimmkB ArbcM^mrmugeH hat, I' 
wirklwh dm ArbeM^ .ho ninmd min ArimiiMiwmiriCB 
Emrgky vne man aimk migt^ nm eimm iMrwj td^ t:kr j 
Arhd£ isL 

§ 115. Erhaltung der Eiierfie. Wir wcilleii jel 
^.nderungen betraditen, die ein Kllrfitir erleiciet, a 
auf ihn gdan wird. In ainfiwdion Fiilli*ii int m ftiiiieii 
diese VerEnderungen gerade tlerjenigen 
der K5rper erleidet, wonn or selbst eiiie Arbeit, vei 
kommt jetxt in einen Zustandi in wdelioitt nr bi^ii 
sprUnglich imstaride ist Arbeit xu tun. Hie Ktii 
Spiralfeder die kleiner wird^ wenn sie ikli 
nimmt zn, weim wir sie, iiidem wir Arbciif. iinf iin 
dehnen, und dasselbe gilt von einem Cini, welrlien 
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(I li. elieiiHO groB wie das ArbeitsYermilgenj welches 
Feder bei der Ausdehnung (‘rhillt Wir kchinan dberh 
sageit, 7mnn Arbeit auf eimn Kilrper gedan wird^ die Kn 
dimes Kilrpern mn eJnen Iktrag %ummmi, der gleJch dieser Arbei 

Uiii das (lesagto zxi erlilutern, stellon wir iins zuiill 
vcrj daB bei tk^r Zusammenziehiuig eirier Spiralfcalerj die 
dem eiaen Knde befestigfc ist, eich das andere inn eine 
gegebene Strecke, z. B. von A nacli B fortbewegt. Da 
die S])amiung im Laufe der ZuBammenzicdiung rindert, iiifi 
wir % l id) den Weg AB in unendlitdi kloino Teile toilen 
die Lilnge eines jeden dorselben mit der Spannung in 
jilizieren, wie sie beim Durchlanfen dieses Teiles ist. In 
wir idle dieso Frodukto addiareib findon wir die Arbeit, we 
die Fader auf irgend eirieu Kdrper verrichtet, mit dem 
bewegliehe Bkide verbiinden ist. 

Hodaim betnicbteu wir den BVill, daB wir durtdi Zii 
mit der Hand das Bhide veu B nacdi A zurUckbringem 
Spamiung durehlanft dabtd in ning(‘k(‘hrtcn’ Ktdhenfolge 
s<dhe iicnhi* vou WcTtmi wie soeben, und wcum wir uns 
vorHtellc*n, daB di<^ Kraft, die wir fur da,H Ausdcdmen ausi 
tnllsHiuu in jedem Augenblick gleich der Spaimimg der F 
ist, HO ist klar, daB die Arbeit, welche wir jetzt bc3i der 
Sidiiebung liber einen uneiulUcdi kleinen Tail des Wages 
riehten, abenso groB ist als ilie Arbeit dar Bpannung, wt 
forhcir damselben Teil antsprach. Also inuB auch die gesi 
Arbeit, welche wir auf die Verscbiebung ?on*ii nach A 
weridiu, gleioh der Arbeit aein, welclie die Bkaier bei der 
sainmenziehiing von A nacli B verrichtete. 

Mine lUmliche ScbluBfolgerung ist aucdi auf ein dm 
wendbar, wel(*Iic‘H wir in dc^m einen B'alle zuaiimmendril 
und das in einein anderen Falle sellmt, wiilirend as sich 
debut, eine Arl)eit tut, 

Auf die soebmi iingenominene Gleichhait der durcli 
ausgetlbton Kraft uml der Spamiung der bkider kominen 
iioeli zurllek. 
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vei'mogen vou P um cinen Be^tnig A ab inid cbiH 
um denselbeu Betrag zu; die lAnmme des Arimif, 
emm urid des anderen Kdrpers oder, wio mail siifi 
vermdg&yi'^ welches die heidcji harper MisaiHtmui hen 
verdnderL Mit eiuer iiahelii'geiulfii bil(lliclte!i A 
konnen wir sagen, dafi ehm (je:wisse Menge Ariird 
der Ordfle A vom Korper P auf Q Abergmpmgtfi 
auf dasselbe hinaus^. oh wrr sagen ^ daf! fdn harper 
auf einen anderen tuf oder dap er eine Menge Arimii 
Betrage A an den anderen Korper abgihL Zur Erlli 
eine Spiralfeder dienen, die, wabretid sia sich z\ 
eine andere Feder ausdelmt, oder auch oiii vo 
scblossener Zylinder, desHen linienraum tlurcli 
lichen Kolben in zwoi Teila geteilt int nud de 
den beiden Teileu Q-asmaHHeu entluilt, dii* in ^ 
Grade zusammengedrllckt nind. Der Kcdbiai wir 
den UnterBchied der KrEfte, die beidtarHaitH aiif i 
Bewegung gesetzt, und dabei nimint dan Arbeiti 
der einen Soite zu und auf der anderen Seite ii 

Ein anderes Boispiel hat man in zwei Kb: 
zusammenstoBen. Wir wollen annehmeii, tdno Klf 
bewego sich mit einer gawiBBon Gaschwindigkeil 
und atoBo gegen eine gleicli groBe Kugid M a 
Stoiie, (lie anfanga in Ituha iat uiul derail Mit 
auf der Linio befindet, auf wcdcdier sieli der Mi 
ersteren bewegt Es zeigt aich diinn, duB A in 
beinahe in Ruhe bleibt, wllhrend ii ciiiir 
nimmt, die nur wenig kleiner int ak die iirspi 
schwindigkeit von A, 

DaB die Kugel A biarboi eine Arliiit iiuf B 
leuchtend; sie iibt wllhrend der kurraiii Ztiit cl 
eine Kraft nach reclits auf diesen Klirpcir am, iiiici 
geschieht, geht der Berilhrungspnnkt ©in wenig i 
Seite. Das Venndgeu, auf diese Wckti Arhisit 
hat die Kugel A offenbar ihrer Bewegiiitg zu ft* 
zufifleich mit ihrer Gescdiwindiffkeit verliArt: sii 
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^ nach. zu dem Satze gekommen, daj^ bei alien Naturersehei- 
Art und wie komjpliziert sie aueh sind, die Bumme 
^ hh^ aw/e^^anc?er wirkem^den Korper unverdndert 

wird uns im Laufe unserer Betrachtungen klarer 
clen, aus welch en Grtinden man dieses Qese tx der Erhaltu ng 
welches zuerst von Robert Mayer (1842) und 
xiachlier in strengerer Form yon Helmholtz aus- 
Mmprochen wurde, annehmen darf; auch werden wir verschiedene 
^^ansclirankungen, die wir jetzt gemacht haben, fallen lassen. 
aiiiaclist muB jetzt aber das ArbeitsvermSgen in bestimmten 
^ mien naher betrachtet werden. 

§ 116. Kinetische Energie. Es wurde bereits yom Arbeits- 
vermSgen gesprochen, welches ein Korper hat, der sich bewegt; 
tlieses Arbeitsvermogen wollen wir zur Unterscheidung 


Bewequn q oder kinetische Energie nennen. Um den 
lletrag desselben zu bestimmen, denken wir uns einen Korper P 
Hilt der Masse m, der, ohne fortwahrend einer bewegendeii 
Kraft nnterworfen zu sein, sich mit einer Geschwindigkeit v 
liiif oilier horizontalen Ebene bewegt. Wir konnen ihn dazu 
tnvnutzen, um einen zweiten Korper Q, den wir mit ihm durch 
ouiB Schnur verbinden, fortzuziehen, und dies ist selbst dann 
irir>glicli, wenn der Bewegung yon Q dieser oder jener Wider- 
«fcaii(i entgegenwirkt. 

Um nun die Arbeit zu berechnen, welche P yerrichten 
kiiiin, nebmen wir an, da6 die auf Q ausgeubte Kraft fort- 
wllhrend dieselbe GroBe K hat. Dann wirkt aul P eine ebenso 
grofie Kraft in der entgegengesetzten Richtung; infolgedessen 
wird die Geschwindigkeit dieses Korpers in jeder Sekunde um 
/i / w abnehmen und in 



m V 

~~K' 


Sekunden 


vollstandig erschopft sein. Hieraus folgt, da die Bewegung 
gleicliformig verzogert ist, ftir die Entfernung, welche zuriick- 
^alegt wird, wahrend die Kraft K besteht (§ 92) c 
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[§ 116 


Die Grofeder kinetisehen Energie wird also duroh den Ausdruck 
hestimmt. 

Wir werden jetzt beweisen, daB die Arbeit, welche der 
Korper tut, wenn die Bewegung nicht vollstandig erschopft, 
sondern nur die Gescbwindigkeit auf v vermindert wird, durcli 
die Differenz 

bestimmt wird, da6 also diese Arbeit gleich der Verminderung 
der kinetisehen Energie ist, was mit dem Satze von § 114 in 
Einklang steht Den Beweis fiihren wir znnachst unter der 
Annahme einer konstanten Kraft K und dann fiir eine ver- 
anderliche Kraft. 

Im ersteren Falle wird die Gescbwindigkeit in 

[v — v): — ^ Sekunden 

^ ^ m K 


auf V sinken; der in dieser Zeit zuriickgelegte Weg ist (§ 92) 

1 m(v -- v') m(v^ — v'^) 


und folglich die Arbeit 


’^m{v^ — v^) 


Andert sich die Kraft von Augenblick zu Augenblick, so 
konnen wir die Zeit in unendlich kleine Teile teilen und dann 
auf jeden die Formel (3) anwenden. Durch Addition findet 
man dann wieder, da6 die Gesamtarbeit in einer gewissen Zeit 
gleich der gesamten Verminderung der kinetisehen Energie ist. 

Auch der erste Satz von § 115 wird jetzt bestatigt. Uben 
wir namlich auf einen Korper, der bereits eine Geschwindig- 
keit V hat, in der Richtung der Bewegung wahrend t Sekunden 
eine konstante Kraft K aus, so wird, da die Beschleunigung 
Kjm ist, die Endgeschwindigkeit 


Der zuriickgelegte Weg ist 
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Oder, wenn wir fiiv Kt den aus (4) folgenden Wert m{v 
einsetzen, 

A ^ m {v' + v)(v' — v) = I m ^ m v^, 
nnd dieses Resultat ist wieder leicht anf den Fall auszudehnen, 
dafi sich die Kraft im Laufe der Zeit t andert. 

Es verdient ferner bemerkt za werden, da6 es auf den 
Wert der kinetischen Energie in einem bestimmten Augenblick 
keinen EinflnB bat, wenn in diesem Augenblick eine Kraft auf 
den Korper wirkt. Man siebt dies am leicbtesten ein, wenn 
man sich -vorstellt, da6 der Korper die Arbeit, die er leisten 
kann, in so kurzer Zeit verricbtet, da6 die betreffende Kraft 
in dieser Zeit keine 'nennenswerte Geschwindigkeitsanderung 
bewirken kann. Wir konnen z. B. das Arbeitsvermogen eines 
Korpers nacb der Dicke einer Platte beurteilen, die er zer- 
triimmern kann. Legt man die Platte borizontal und laBt eine 
Kngel auf sie fallen, so wird es nnr von der Gescbwindigkeii 
der Engel abbangen, mit der die Platte getroffen wird, ob die 
letztere zertrtimmert wird oder nicbt, nicbt aber vender Wirkung 
der Schwerkraft wabrend der kurzen Zeit, in welcber der Vor- 
gang verlauft. 

Etwas anderes ist es natiirlicb, dafi die kinetiscbe Energie 
in einem bestimmten Augenblick von den Kraften abbangi^ 
ist, die vor diesem Augenblick auf den Korper gewirkt unc 
also EinfluB auf die Gescbwindigkeit gebabt baben. 

Wir weisen endUcb darauf bin, daj^ die Unetisehe En&rgii 
unabhdngig von der Biohtung der Bewegung ist 

Eine Kugel, die eine bestimmte Gescbwindigkeit bat, lib' 
z. B. dieselbe Wirkung auf eine Platte aus, einerlei ob sie sicl 
in der einen oder der anderen Ricbtung bewegt, wenn wi: 
immer die Platte so balten, daB sie senkrecht getroffen wird 
Wir konnen jetzt die Pormel (2) aucb auf den Fall eine 
Systems von Korpern oder materiellen Punhten ausdebnen, derei 
jeder sich mit seiner eignen Gescbwindigkeit bewegt. Weni 
die Massen usw. und die Gescbwindigkeiten, die, beliebi 

verschiedene Ricbtungen baben konnen, usw. sind, so kani 
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woflir wir schreiben kbuneii 

A — p\ . . . ■ 

stellt also (lie kinetiscbo Eiiorgi(! dos ganzeui Syi 

§117. Energie elastischer fester Korper. Ks 
wiederholt von dor Arbeit gesprocdien, die ein 
Drabt oder eine ausgedebnto Spiralfeder verrielif 
allgemeinen werden die Teilclniii einon testen K 
dem sie in bezug aufeinander vcrschoben wordoi 
der KQrper in der Regel in dor Form verandorl 
miert“ wird, Krilft^ aufeinander ausllbon, (lurch 
ursprttnglicben Lagen zurilckgetriobcn werden. I nfol 
der Kiirpor andere Gcgonstilnde, die niit ihni ve 
verscbieben und also cine Arbeit auf (li(‘H(( (leg 
Wir wolleu annebinen, dali dor K(»rp(!r das Vorii 
tun, erst dann vorloren bat, wenn or winder V(dl 
ursprbnglichen Zustand zuriickgokebrt ist, was 
ausdrtickt, dafJ man den KQrper voUhmmmi n 
Die Arbeit, welcbo or dabei iin ganzon verricbbf 
fiir die Energie, wolcbe or iiu doformierten Zust» 
solange die Deformation nocb iu(5bt vollstjlndig 
ist und der Korper also noeh einige En(!rgio b 
Vermindorung dor Energie, welcbo bereitH statl 
gleicb der Arbeit, di(! (bn- Kiirper bis zii don 
Augonblick verriobtot bat. Umgek(da-t ist. wenn 
verilnderung (lurch Kriifto, die wir aiisiiben, 
Arbeit, die wir dabei auf don Korper tun, gleicb 
der Energie desselben. 

Bei vieleu Ubrwerken inacbt man von der 
elastiscben KOrpers Gebrauch, urn das RiUbirwo 
Eine llbrfeder ist ein plattos dllnnes Stahlband 
groOer LUngo, das so bearbeilttt ist, dab es in 
lichen Zustand die Form oinor obonen Spiralo 
Sie ist in einer Dose /#, der sogonannten 'I 
gescblossen, die die Form eincs Zylinders von , 


s ii»! 


Arlwit uud Energio. 


17f 


Ac.hs(\ tuit (Icritiiiigon dor Do.so zusammonftUlt. Dieaor Zylindoi 
gi'ht init goringor Roibuiig (lurch dio ebon( 2 n SoiteiiHikdieu dei 
Troniuud und kanu uuabhilngig von diescr gedrobt werd(^t^ 
durcdi tniio Vorricditung, dio wir 8i)iltor konneu lornon werdeu 
wird d(‘r Achao A nur eino Drtduuig in mier Richtung ge- 
stattet, dio in dor Figiir so godacht wordtui muB, daB sio der- 
Jonigtui outgogotigciKctzt int, in wolchtu- Hitdi dio Zoiger einei 
Uhr bcvvi'gon. 

Hoim Aufziohc'n doa Uhrvverktis winl dio Aciiao godreht 
dio lA'dor ninimt daim dio, in Fig. 02 angogobono (katalt an 
wohoi sio sich in (iiigortui Windungon ala in Fig. 91 um /. 




b‘gt. Ilturli ibro Klasti/.itat strobt sio nmi dio Acbso .1 •/.urUo.k 
zudrohon, w.ns sio niobi kann, al>or sio .strodit aiudi dii* Dom 
in dor ilnridi don I’loil angogobonon itiolitung in Rowogung zi 
sotzon. Ido Ih’obnng, wtdobo dio Dose Jiuf dioso VVoiso be 
kniiiint, wird uuf das Rildorwork bbortragou. 

Infolgo d(ir Widerstilndts im Rildorwork kann dio Tronune 
nur oino IntigsanKJ Bowogmig annohnion, und aucdi obno dal 
man sio absicditlich fostbillt, ist das Auf/.iobon inbglicb; die 
Faiorgio, wolcho man wilbrond einor kur/.(tn Z(ut dor Fodoi 
niittoilt, diont. dazu, uin wilbrond oinor viol lilngoron Zoi 
Arlioit zu vorriobton. 

i; ll s. StoB voUkommen elastiioher Korper. Wir luditnei 
an, duB dio Kngoln, von doimn in § 100 dio Rode war, vol! 
koiniiion olustisob sintl; dann ist di(( gogonsoifigo Kinwirkuiif 
nooli niidtt in dom Augoubliok abgolaulVn, in wolcbom dio ii 
jonmn Ibiragraiibon boroobnott' Goso.bwindigkoit orroiebt ifit. Ds 
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Grescliwindigkeiten erleiden noch weitere Verandei 
Endgeschwindigkeiten konnen hereehnet werden, wenn u 
hereits in §100 angewandten PrinxipV vom Oesetz c 
der Energie Oehrauch machen. Hat namlicli die Be 
Kugeln aufgehort, so haben sie wieder die urspriing 
angenommen; nur die Q-eschwindigkeit und also au 
tiscbe Energie beider Kotper hat sich geandert, abt 
kineiische Energie ist nach dem Sto6 wieder ebei 
vor demselben. 

Mit m^, und sollen dieselben GroBe 
werden wie in § 100, aber und sollen jet 
geschwindigkeiten der ersten und der zweiten 
Diese Geschwindigkeiten sollen ebenso wie und v 
Kichtung, die sie haben, positiv oder negativ gen 

Die erste Kugel hat durch den StoB eine < 
keit j die zweite eine Geschwindigkeit - 

jenigen hinzubekommen, welche sie bereits hatte 
schwindigkeitsanderungen haben entgegengesetzh 
und ihr Betrag mu6 den Massen umgekehrt prop 
Man hat also 

mi {Xi - Vi) = {v^ - x^), . . 

AuBerdem mu6 nach dem Gesagten 

I nil ^2^ = i '^i ^ + I '^2 ^2 

oder 

2-^1 (^1^ ~ ^1^) = i ^2 (^2^ “ ^2^) • 

sein. Um nun Xi und zu berechnen, dividieren 
(7) durch (6), Dies gibt, wenn wir zugleich mit 2 i 

Xi + Vi=:x^ + 

und man findet dann weiter leicht aus dieser Glei 


0^2 


_ (nil — ^2) + 2 W2 ^ ~ ^1) ■ 

1 nil + ^ ^ 

Besondere Falle. a) Es sei = 0 und Vi pos 

2 nil Vi T m, — W2 TT* 

= L_J.™ un(j X, == Vi . Hieraus ere 

W?! -f Wg ^ 7 ni 4- Wg ^ 


§119] Arbeit und Energie. 1 

hat. 1st sehr gro6 in bezug auf dann ist nahe 

b) Ist so wird '^v Kuge 

ihre Geschwindigkeiten vertauschen. 

§ 119. StoB einer elastischen Kugel gegen eine Ebei 

Sehr einfach ist der Fall, daB eine Kugel in senkreckter Riehtw 
gegen eine Platte stoBt. Wir nehmen an, daB beide Korp 
vollkommen elastisch sind nnd daB die Rander der Platte u 
beweglich festgehalten werden. Wahrend wir dies tun, v€ 
richten wir keine Arbeit (§ 118); die gesamte Energie d 
Platte und der Kugel bleibt infolgedessen unverandert. Hiera 
schlieBen wir, daB, wenn beide Korper schlieBlich wieder ih 
urspriingliche Gestalt haben, und wenn wir annehmeu diirfe 
daB die Platte gar keine Bewegung bekommen hat, die Kng 
wieder ebensoviel kinetische Energie hat als anfangs. iS 
springt mit einer Geschwindigkeit gleich 
der urspriinglichen, natiirlich in senkrechter c 

Richtung, von der Platte zuriick. 

Es ist nun weiter leicht zu verstehen, 
was geschieht, wenn die Kugel in sekiefer 
Richtung, z. B. in der Richtung P Q (Fig. 93) ^ 

eine unbewegliche elastische Platte K trifft. 

Wir nehmen an, daB diese durch die 
Ebene begrenzt wird, die durch AB geht 
und auf der Ebene der Zeichnung senk- 
recht steht. Die Anfangsgeschwindigkeit 
der Kugel Qa konnen wir in Q& parallel Fig. 93. 

zu AR und Qc senkrecht zu AR zerlegen. 

Durch dieselbe SchluBfolgerung wie oben kann man I 
weisen, daB die Geschwindigkeit der Kugel nach dem St 
gleich der Anfangsgeschwindigkeit ist. Dazu kommt nun no( 
daB die Geschwindigkeit Q & in der Richtung A B unverand( 
bleibt, und zwar deshalb, weil die Platte, die wir als vollkomm 
glatt betrachten, nur in der Richtung der Normalen, aber nic 
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richtiing QE eiiieu ebenso groBt^n \Vink(‘l oiit det Norm 
auf A B bildet wio P Q, 

§ 120. Allgemeine Definition der Arbeit ainer Kraft. 
Art imd Weise, wio oin Korper in Bcnvogting gosotzt winl 
oft viel weniger deutlich als in don Killlonj dic^ Ids jotz 
in diesem Kapitol besprochon wurdon. Wir Imboii li | 
Griindo tins vorzuatellon, daB tdoktrisiarto Ivdrpor, dio sioh 
ander „anziehen^^, dutch einen im ZwiHchonriinm vorbiuwlo 
fiir uns unsichtbareri Stotf in Bowognng gosoty.t wordoii, 
sich in einem eigentilmlicheu Ziistand botindot mid iritV 
dessen auf die K5rper Krafti^ aimilbt and dor in gowi> 
Grade init einer gespannten b'odor vorglichon wortlon k 
Ebenso liegt cs naho, die allgemoino Anzielmng«knift, 
bei fallenden KSrpern alB btd Hirnmtdskorpt^rn, aln die Wirt 
eines „Mittels“ odor „Modium8‘^ aufzufasHon uml zn sagon, 
dieses auf einen fallenden Stein Arbeit tut mid dadiireh i 
deni Satz von § 115 das Arboitsvermbgen deHsellmii vergrill 
Die Voranderungen in darartigon iinsicbtbaron Miiclioii 
jedocli fiir uns viel wenigcm zuganglich als dor Ziistiiad 
wahrnehmbaren elastischen Kbrpern, und mnn zielit m tl 
oft vor, die Erscheinungen zu beHchroibeiu ohm^ vtiri 
Mcdien zu sprcchen. Man riciitet dann seine Aiifiiim'k' 

keit nur auf die Krilfto, wolcln^ im Spiel «ind, lilLIt 
aber nicht fiber den MechanismuH ans, der dioHon Krii 
zugrunde liegt. 

Im Zusammenhang biermit sagt man iimi iiiieli, diiB 
den KBrper, der sicli bewegt, einc^ Arbeit getiiii wird, nieki ti 
das Medium, wekfm dm Kraft auf iku am Hid, Murnkm a 
die Kraft mlbsi, eino Redewaisa, die mint llbrigciiiM miefi 
den einfocheren Erscheinungen, init detieii mdr iiiei liii ^ 
beschllftigt haben, anwenden kiiniu 

Nachdem wir dies vorausgciscliickt liiiliiii, kcliineii wir i 
iibergehen, die Definition der Arbeit, clici iii § I IS niir 
eine Versebiebung in der Richtung der Kraft gegelimi wi 
BO zu erwoitern, daB sie allgemein niiweriillmr iii Iliizi 
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a) Ikimjl; meh dagegen der Angriffspunki in einsr lUeJii 
die de-r Kmfi enigegeNge^ietti int, so sprieht man von mmr nega 
ArimiL Die DrofSe derselhen wird im'eder durch das Produld 
der Kmfi and dtni Mirimkgeiegim Weg angegeherL Ist alao 
Kraft A” utul die Veracliiehung s, ho iat in diosem Fall die At 

Ks. 

Nachdem wir in dieat'i* Woiaa m deni Begrlff eiuer f 
iimn Arlrnii gekominen aind, krnmen wir auch in denjen 
in deiuni wir irtiher vou einer A^rbeU Hjiracdien, die 
Kiirper hU, elaniBogut (wenn m auch etwas gckllnstelt iat) 
einw eJmnso grofim negatmm ArbeU aprechen, dm auf ifm ^ 
mrd, IJbt nilmlich dor Kdrpcr auf oinen anderan, gegon 
er drllckt, eine Kraft K aua nnd vorschieht sich der Angi 
punkt in der Richtung dieser Kraft um eino Sirecke s^ 
verrichtot, wllhrond dor Kdrper cine Arbeit + Ks loiatet, 
Kraft, die auf den Kdriau* wirkt und die gleich uud mitgei 
gesetzt K iat, oine Arbeit — Ks. 

b) ein !*nnkt, auf den die naeh Ruddung und U 
bmsinnie Kraft K wirkt ^ eine helkhige Prrsrkmimng A If (Fig 


.ds 



Fig. 04. Fig. 05. 


und B5} arM^A so iPerskM man untm* diw ArlmU dm Ifaduki 
der Kraft und dm* I^ojeMion A D dm* Vmrsdmhimg auf ihre I 
iung, find %war wird die Arheii pasiiiv gereeJmei, tmfm mm 
stddeinmg von A navh O mil der Rkhiung der Kraft ilb&rmmtm 
und negaiii^ wenn sie derseMeu euigegmigmeizi uL 
Iti deirt Falle von Fig. 94 ist also die Arbeit 
+ Kk AO, 

null ill! Falla von Fiflf. 115 
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zusaminengefaBt werden, in welcher & der Winkel ist, dc 
Verschiebung mit der Eichtung der Kraft bildet. 

Man kann das Gesagte auch anders einkleiden.^ 
Arbeit wird namlicb ancb gefunden, wenn man die Verschi 
mit der Projektion der Kraft auf die Eichtung der Vei 
bung multipKziert und das Produkt mit dem positiven oder 
tiyen Vorzeicben versiebt, je nacbdem die Projektion di 
oder die entgegengesetzte Eichtung hat wie die Verscbi( 

c) Aus dem unter b) Gesagten folgt: 

Die Arbeit einer Kraft ist Null ^ wenn, sich der_ 

punht senhrecht %u ihrer RicMung h ewegt. 

d) Wir wollen endlich atinebmen, da6 sich die Krafi 
wahrend in Eichtung oder GroBe oder in Eichtung und 
zugleich andert und daB der Angriffspunkt eine be] 
gerade oder krumme Bahn beschreibt. Wir konnen 
diese in unendlich kleine Teile teilen, auf jedem dieser 
die Kraft als unvertoderlich in Eichtung und GroBe betrj 
und die von ihr geleistete Arbeit nach der soeben geg€ 
Eegel hestimmen; dabei miissen fiir jedes Element der 
die Eichtung und die GroBe der Kraft so genommen v 
wie sie am Anfang des Elementes sind. Unter Arbeit der 
versteht man die algebraische Summe der ResuUate, die n 
dieser Weise fur die verschiedenen Elemente der Bahn hekorri 

Wenn z. B. (Fig. 38, S. 61) der Korper von B n 
geht, wahrend er von einem unbeweglichen Korper in 
einer Kraft angezogen wird, di 
der Entfernung von 0 abhangt, s 
man fiir das Element D C der 
die Anziehung, wie sie in der 
fernung OD ist, mit der Proj 
D E von D C auf 0 D multiplij 
und ebenso muB man mit den i 
Figur angedeuteten Projektione 
anderen Bahnelemenfe verfahrer 
Das Eesultat der Berechnun 
einfach. wenn die KraE fnrtwfthrftnd tIiasaIKa 
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auf (lam Wag A H: + K X ^1/^ 

yj> li (j I /L X b (j f 

,, (//): + A X f*dj 

also 

,, „ A B (J : *h A X A c 

uml 

„ „ „ BODi+KxiHL 

Bei eJmr helmlm/en Ikwegimg mim matendleM Bmikies 
%. B, die ArimU der Stditmrkrafi gleioh dem (hiumht niuUiplh 
nBi dtr Htdimdilpwm^x zw'mdmn der Anfangs- imd der Emil 
und zwar tmijS diem Diff'erenz mU dem ptmUiimn ader negat 
t'ormichen gemmmmu werdm^ je naeJidem die EndlagB tiefer i 
kilfmr Utgi ak die Anfangdmje. 

Das Gesagta gibt iu)C5h Vnranlaasiuig m einigaa Ben 
kungem 

Zuiukhst ist OH jc'tzt kla.r, <laB „Arla‘it‘* aielii gltv 
hacleutoml mit ,,Wirkung eiiua* KralV‘ ist. Dit^ /amtripe 
kraft, wc*1(‘1h‘ aul‘ Enwn K(">r|H‘.r wirktm niuB, dainii (a* mit t 
HtaiitiU- Gc»srJiwin(ligk(‘ii (‘iucm Krein htwelin^ibi, verriidiltd; kt 
Arbtui, wcul jedi'H BabiHdtmumi Henkrta’hi aiif dm* Uielitiiiig 
Kraft Htaht Die Zimtri|Kdalknift ist imb^H nieht ohiia„Wirkn 
Hiu gibt namlich in Jedem kleimm Zeitteil dam Kbrpisr < 
(ioHahwindigkeit m derjanigen, wclelie or bareits hatta 

HcHliiiin gilt im allgemoiiieri dor Bats? (fgl. § lD%d) c 
weiiii (hr Wag oimm matariallen Pmiktes in vorschiederia T 
7,©rkigfc wird, dia Arbait dadiircb gofuiiden wird, daB man 
jiiclen ainzalnari Tail die Arbeit berecdmet iitid dii^ limnli 
Kiteiiiiitidc'^r addiart* 

Endlitdi bamerken wir, dab in dcin Dofinitioiien mir 
der Kraft und der Bcnvt^gnng ihren Afigrif!s|miikt 0 H die K 
ini, abor iiieht gemigt wird, dab diese Bewegung durcdi 
Kraft St, dlmt hervargcdiriudit wircL Der Pnnkt kaiin, utiabfillr 
van di'ir br^traetitatim Krafts c‘ino Aiifangsgescdiwindigkeit hal 
und auBer dor batracditeten Kraft klliiiHiii nodi andore Kri 
wirkan, die ebonfalls KirifliifJ auf die Bewoeuiiff baben. 
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[§ 122 


■und^D, die auf den Punkt wirken, und dieser erleide eine 
unendlich kleine Verschiebung S in der Richtung von AX. 
In § 30 wurde gezeigt, daB die Projektion von A G auf diese 
Richtung. die algebraische Summe der Projektionen von AB 
und AD ist. Multipliziert man die Gleichung, welche dies 
ausdriickt, mit so kommt man zu dem Satze: 

Die Arbeit der i'St die algebraisehe Summe d&r 

Arbeit der einen und d&r Arbeit der anderen Kraft. 

Man kann diesen Satz auf mehr als zwei Krafte aus- 
debnen und er gilt fur jede Bewegung, da man immer die 
Bahn in unendlich kleine Stiicke teilen und fiir jedes Stuck 
das, was wir soeben gefunden baben, anwenden kann. 

Wir wollen z. B. annehmen, daB ein materieller Punkt 
unter dem EinfluB der Anziehung von zwei festen Zentren eine 
krumme Linie bescbreibt. Die Anziehung von dem ersten 
Zentrum soli sicb dabei in Richtung und GroBe unaufhorlich 
andern, und die Anziehung K^ vom zweiten Zentrum ebenfalls. 
Wenn man weiB, wie es sich hiermit verhalt, so kann man 
in jedem Punkt der Bahn die Resultante R von und 
bestimmen. Berechnet man nun in der in § 120, d angegebenen 
Weise fiir einen beliebigen Teil der Bahn 

1. die Arbeit A^^ von K^^ 

}} ?> -^ 2 ’ 
j? 

so ist 

Ajs, = Ajs:^ + As:^, 

§ 122. Zusammenhang zwischen der Arbeit und der kine- 
tischen Energie. Wenn ein materieller Punkt sich unter dem 
EinfluB einer einzigen Kraft bewegt, so ist wdhrend eines be- 
I lid/igen Z&itraum^ die Arbeit der Kraft gleich j^r Zunahme der 
[ Mnetisehen Energ ie des PunUes. Diesen Satz haben wir bereits 
in § 116- fiir den Pall bewiesen, daB die Richtung der Be- 
wegung mit der Richtung der Kraft zusammenfallt; wir konnen 
jetzt einsehen, daB er allgemein gilt. Die Sache ist einfach, 
wenn eine konstante Kraft K. die der Rewp.ofimcr A-nto-ecfp.r- 
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i*rst‘tzt worcleih die Arbeit der KraJ’t gegtdjtui int d 

A ^ h\s' ^ I- vj) K'L 
Aueli bier ergil>t aieh wieder 

.-I — }, /H r'" — I m r*. 

Diene (ilcdchung^ ie welehcn* jetzi luude Sciteii ne 
Hiud, drbekt deu zu heweiHeiitU‘ti Satz aus, der iibrigena in oi 
ZiiiJiinmindning nielit mit deni Siitz von S. 172, daB die 
inindinning dtu’ kineiiHchen Kiun*gio gleich der Arbeit iat^ w 
der l\ch*|H*r aeibBt vernehiet* 

Aueh ill ileiii Kidle einer Hewegnng, die von 
liicdituiig <ler Kraft alnveiehi, lieginnen wir 
init deni Full eiiier Kraft von konHtantca* 

Itiebiiing uni! tirdBe. Die Hahn int danib 
wie wir winneii, eint' DuralH*! (Fig, 97); die 
Drojekfioii dm luiiieriellen IbinkteH auf nine 
Dinie die der Kraft K {larallel llliift, 

bill tune gleiehtormig hiwddeunigte oder ver- 
ziigerle Hewegtmg, willireini die Koinponente 
der iieaehwiiidigkidt neiikreebi m hIJ einon 
koiiBtiuitiin Wert w hat Degt nun wlihraiKi 
tier Ztnt t der Fmikt dmi Tail A M der liahii 
zurbek tinit bezeieliniit man init e and i/ die (leieliwi 
keitini in A uml if uml init a iindt/ dieAJescdiwincligkmttm % 
dm fVoji4tion in den Punkten a und h liat, bo iat 

fi li I' [u* *4* ^ f 

umi da i/— u tlie tleaehwindigkeit iit, welch© der Pun 
der Zeit I zu der berciiti vorliandenan liinzubekoniiiien I 

ii) 

A * ^ . 

Die Arbeit der Kraft ist nun (§ 120,d} 

A « K X a , 

wfifilr iiiiui aelireiben kiinn 


L\ 

A 

/ss 


i: 

Fig. 9^ 


f 
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und == 
ist, 

A == \mv^ — \mv^. 

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, da6 dies auch so 
ist, wenn der Punkt wahrend des betrachteten Zeitraumes der 
Wirkung der Kraft entgegen in der Parabel „steigt^^; nur sind 
dann beide Seiten der G-leichung negativ. 

Wir konnen ntm schlieblich den Satz anf die Bewegung 
Tinter dem EinfluB einer Kraft ausdebnen, die sich in beliebiger 
Weise nach ‘Richtung und GrroBe andert. Man kann namlich 
den betrachteten Zeitraum in unendlich kleine Teile zerlegen 
und annehmen, daB sich wahrend jedes dieser Teile die Rich- 
tung und die GroBe der Kraft nicht andert, Zugleich mit der 
Geschwindigkeit v andert sich auch die kinetische Energie 
\m'o^ Yon Augenblick zu Augenblick, und man kann nach 
der gefundenen Formel sagen: die (positive oder negative) 
Arbeit der Kraft wahrend des ersten Zeitelements ist gleich 
der (positiven oder negativen) Zunahme von 

Eine solche Gleichung kann fiir jedes Element aufgestellt 
werden.' Addiert man alle diese Gleichungen, so kommt man 
zu dem Satze: 

Die^gesamte Arbeit der Kraft ist gleich der ges ana ten 
Zanahme vo n \m 

§ 123. Bewegung eines materiellen Punktes unter dem 
EinflluB von mehr als einer Kraft. Man kann fiir jeden Augen- 
blick die samtlichen wirkenden Krafte zu einer einzigen zu- 
sammensetzen, und die Arbeit dieser letzteren ist dann gleich 
der Andernng der kinetischen Energie. Mit Riicksicht auf das 
in § 121 Bewiesene kann man aber auch sagen: 

^ Zunahme der kineUschen Energie ist gleieh der algebraischen 
Summe de r Arheiten der vers c hied e mn K rdftey die au£ den materiellen 
Punkt imrlcen, oder, wie man auch zu sagen pfiegt, gleich der 
gesamten Arbeit alter dieser Krafte. 

Man braucht daher bei der Anwendung des Satzes die 


i? 124] 


Arbeit und Enargie 


§ 124 . Anwendungen. a) Kh seion A und /i zwoi 
znntiile Kheruuij-voii dunen die erstere im AbBtand h 111 
livt'ztnren Weun dami ein materitdier Punkt; ai 

dit^ Hchwnrkriil't wirkt, in ludiebiger Richtung mit d( 
schwindigkeit e von eimun l^unkt in A aiisgeht ho kan 
lidcdii dit» (Tfimcdiwindigkeit p Ixu’eclmon, niit der or die K) 
emdeht I.st niimlich m dit‘ Miisho don Pimktes, also m 
(ifowichk HO iHt die Arladt der Schwerkraft worain 

I /// i/" — ni ir =5 >m(j 

111 HO 

?/ ^ 'iA 4 . 2 (j h . 

Weiin dagegim der Punkt mit einer Geschwindigkei 
dtvr imteren Kbene aungeht, ho erreiidit er die obere 
wenn dien flherhanpt aintrilt, mit dtu* (teHchwiudigkedt 

// |/ ir - • 2 // h . 

Bed diesen Gleichungen ini oiiierlei, in wcdclmr 
tiuig dit* liewegung aniVuigi end vvolclier Ibinki der ^ 
Khinie getndVen vvinl. Man kann 7., B. dtm Piinkt 11 
AnfitngHgeHehwiniligkeii e von der Kbene B in varlikab 
imeli In tuner HoUdien mdiitden Ruditung naeh A Btaigeii 
daU der Hcheittd der besebriebenen Parabel geracle in 
In laiideii bUllen wird diene Kbene mit derselbiii Gtmelr 
kill 1/ erreieht, aber in dem einen Full ist cliese Geicslr 
keit firtikal itiul im aiitlareri Fall liori^.cmtal gerichtet 

,Bei tier paraholiHelmn Bewegung hat der Ktirper i 
Puiikten,. dit^ auf verHcliiedenen Hinten dm Heheiteln de 
in gleieher Hbhe Hegtui, dieHelhe. (leHehwimligkcdt. 

1 )| Kh Htdl die Fntig<*seliwindigkeii m 

werden, der auf eiiM*r vollkomimm glatitm Bcdiiefen 
inne Ht riH‘ke s herabrsUlt Man kiiiin zii ditinem Zwee 
iillelmt die Bauer t tier Bewt^giiiig lieHtimmem ht t 
der NeigiitigHwinktd tr, ho int die Beiudileunigttng t/Hiti 
111 an hut 
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[§ 124 


Dieses Resultat findet man leichter mit Hilfe des Satzes 
des vorhergehenden Paragraphen. Auf den Korper wirkt 
namlich die Schwerkraft und der Widerstand der Ebene, aber 
die letztere Kraft verrichtet keine Arbeit, da sie senkreclit auf 
der Bewegungsricbtnng steht. 1st m die Masse, so ist das 
Gewicht mg und die Arbeit der Scbwerkraft mgh, wenn man 
mit h die Fallhohein vertikaler Richtung bezeichnet. Eolglich ist 

^mv^^mgh 

und 

V = ]/ 2gh, (9) 

was in die Formel (8) iibergelit, wenn man h ^ s sin a setzt. 

c) Die zuletzt befolgte Methode hat den Vorzug, daB sie 
auf einen ^Korper angewandt werden kann, der auf einer be« 
liebig'gekriimmten vollkommen glatten Flache eine vertikale 
Hohe h herabfallt. Auch in diesem Falle verrichtet namlich der 
Widerstand der Flache keine Arbeit. Man kommt wieder zu 
der Formel (9) und sieht also, daB die Endgeschwindigkeit un- 
abhangig von der Gestalt der Flache ist, obgleich ihre Richtung 
und die fiir die Bewegung erforderliche Zeit sehr verschieden 
^ein kann. Immer ist v ehenso grof^ wie heim freien Fall von einer 
Hohe h. Dies ist auch der Fall, wenn der Korper an einem 
undehnbaren Faden befestigt ist (mathematisches Pendel). Die 
^Spannung des Fadens verrichtet namlich keine Arbeit, weil sie 
senkrecht auf dem Kreisbogen steht, den der Korper beschreibt. 

d) Hat ein solcher an einem Faden aufgehangter Korper 
Oder ein Korper, der auf einer gekriimmten Flache bleiben 
'mufi, in einer seiner Lagen die Geschwindigkeit v, so hat er 
in einer beliebigen tieferen Lage, wenn der Hohenunterschied 
h ist, die Geschwindigkeit 

V — ]/ «;^ + 2 gh. 

Dagegen ist in einem Punkt, in welchem die vertikale Hohe 
um'^ groBer ist als im Ausgangspunkt, die Geschwindigkeit 

'yv^-2gh, 

Tn-J- I. A 
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(lii* Hcirworkraft. erst oirie positive und dann eine cbenso gr 
uegativt^ Arbeit geleintet. 

Mail wird lum einnehen, daB, weim die Bewegung kei 
Wlcterntand m Uberwindeii hat, ein mathcmatisclies Pei: 
rechtH unil links von der (Beichgewichtslage inuner densel 
Ausschlag erreitdien muB. 

e) Winl dein Khrper eines solchen Pendels, wiUirend 
Hteh in der (ileichgewichtalage befindct, durch einen plbtzlic 
StoB eine kleine horizontal Gcschwindigkeit erteilt, so st 
t^r auf iliimellie vertikale H5he wie ein Korpor, der rait ( 
HidiHui AnfaiigHgeschvviiuligkoit vertikal in die Hbhe geworfen \\ 

§ 120. System materieller Punkte. Wcim mati den i 
von § 122 auf jeden einzelnen Punkt anwendet und d 
iidiliert, kommt man m dem Bchluli, daB bci cincr bcliebi 
Bewegung das Systems die /AmahiNe der gemwtsn Mmtm 
Kmrgm (§ llh) gleieh dvr algehralsehm Himime der ArhcMen 
Krdfiv /.v/, die nnf die Piffilde ivirken, 

B<‘i di*r liorechnung kann man die Krilfte in helieli 
VViUHe in Cirnpptm vmlnilen und zunilchst fiir jade (iruppi 
Arbeit heHiimmen. Man kann z. B. mit den aujkreM. Kn 
aiifiingiun th h. mit. dimjenigen, die von auBcn auf das Sy^ 
wirkan, und diiiin die hmeran Krdfie hetrachtan, welche 
matariellen Ihinkte iinfeinander ausilben* Man muB dabei 
denktuj, daB, woim K die Kraft ist, die der Punkt F auf 
Punkt P aiisllbt, und K' die Kraft, mit der P auf P' w 
dm Arbmi imder in Eeclmung gebracht warden muB. ^ Die Ai 
von K Itllngt von der Verscbiebung von I\ die Arbeit voi 
liiigegan von der Versehiebung von ab. 

§ 12l.h laergla der laga im PaU der Schwerkraft. 
wollfii iiiinelimen, man babe es bei irgend einer Krscbeii 
mit ©iiiem Knr\mr vom ttewieht P m tun, der bei seiner 
wegiing imrner ttber einer gC3wi88en borizontalen Ebene F, 
©iiinr Tiseliplatte bleibi Befindet er sich in einer bestimi 
die wir mit dem Bucbstabeii A bezeichnon wc 
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[§ 124 


Dieses Resultat findet man leichter mit Hilfe des Satzes 
des vorhergehenden Paragraphen. Auf den Korper wirkt 
namlich die Schwerkraft und der Widerstand der Bbene, aber 
die letztere Kraft verrichtet keine Arbeit, da sie senkrecbt auf 
der Beweguugsricbtung stebt. 1st m die Masse, so ist das 
Gewicht mg und die Arbeit der Scbwerkraft mgh, wenn man 
mit h die Fallbobein vertikaler Ricbtung bezeicbnet. Polglicli ist 

= mgh 

und 

V = y 2 £t (9) 

was in die Formel (8) iibergebt, wenn man li ^ s sin cc setzt. 

c) Die zuletzt befolgte Metbode bat den Vorzug, daB sie 
auf einen 'Korper angewandt werden kann, der auf einer be- 
liebig ’gekriimmten Tollkommen glatten Flacbe eine vertikale 
Hobe h berabfallt. Aucb in diesem Falle Yerricbtet namlich der 
Widerstand der Flacbe keine Arbeit. Man kommt wieder zu 
der Formel (9) und siebt also, daB die Endgeschwindigkeit un- 
abbangig von der Gestalt der Flacbe ist, obgleicb ihre Ricbtung 
und die fiir die Bewegung erforderlicbe Zeit sebr verschieden 
^ein kann. Immer ist v eb&nso grop wie leim freien Fall von einer 
Hohe h. Dies ist aucb der Fall, wenn der Korper an einem 
undebnbaren Faden befestigt ist (matbematiscbes Pendel). Die 
,Spannung des Fadens verrichtet namlich keine Arbeit, weil sie 
senkrecbt auf dem Kreisbogen stebt, den der Korper beschreibt. 

d) Hat ein solcber an einem Faden aufgehangter Kdrper 
Oder ein Korper, der auf einer gekriimmten Flacbe bleiben 
'muB, in einer seiner Lagen die Geschwindigkeit -y, so hat er 
in einer beliebigen tieferen Lage, wenn der Hobenunterschied 
h ist, die Geschwindigkeit 

v'= yv^-]-2gh. 

Dagegen ist in einem Punkt, in welcbem die vertikale Hohe 
urn h groBer ist als im Ausgangspunkt, die Geschwindigkeit 

y-y 2 ^2 gh. 
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ilic^ Hchwerkrait ornt cine positive und dann eine ebenso groBe 
liegaiivf^ Arbeit geleistet. 

Miui wird nun eiiiaehcu, daB, wenn die Bewcgiuig keinen 
\\ ider.Htanil zu ttberwind(>n luit, oin niathematisclies Pendel 
reclits und links von dor (illoicligcwichtslage immer denselbea 
AuHHfldag t*rroiohen muB. 

v) W ird (loin Kiirpor oiues aolohen Pendela, wEhrend er 
sich in dor (Bcichgowiohtalage hofindet, durch einen plotzlichen 
StoB oino kloino horizontalo Geschwindigkeit erteilt, so steigt 
or auf diosoltio vortikale Hflhe wie oin Kcirper, der mit der- 
still.t'n AufauKsgoschwindigkeitvortikalin die HBho geworfen wird. 

12r>. System materieller Punkte. Wenn man den Satz 
von § 122 auf jodon oinzolnon Punkt anwendet und dann 
luidiort, kommt man zu dem SchluB, daB boi einer bcliebigen 
Bewi'gung dos iSy.sfcema die Zwialmis dnr gp.mmtc,n Mnetisohen 
Knmjie. (§ ll(i) tjlfirh ilrr algp.hraisrJim der Arlmiien oiler 

Kriiftr imI, dir auf die I’ltnide. irirkm. 

Hci dor Horociinung kaiin man die Kriifte in boliebiger 
Winwf in (irupium vorttMlcn und zunilcbst f«r jode (-Jruppe die 
.\rboit bo:4iniinon. Man kann z. li. mit don mferen Krdften 
nnfangon, d. h. mil. (bnijonigon, die von auBon auf das System 
wirkon, und dann die rnnerm Kr&fle betrachten, welcbe die 
matoriollon Puukto aufoinander austtbon. Man muB dabei be- 
dankim, daB, wonn K die Kraft iat, die dor Punkt F. anf den 
Punkt /• auHlUit, und A" die Kraft, mit der P auf P' wirkt, 
dm Arheit hiider in Kochnung gobraebt werden muB. Die Arbeit 
von A' hilngt von dor Verschiebung von P, die Arbeit von K' 
dagegon von dor Verschiebung von ah. 

§ 12(5. Ener^e der Lage im Pall der Sobwerkraft. Wir 
wolleii annolimon, Jnan babe es bei irgond einer Krsebeinung 
mit eintnn KOrpor vom Gewioht P zu tun, der bei seiner Be- 
wegtmg immer llbor einer gowissen Iiorizontalen Ebene V, z. B. 
einer Tiachpiatte bleibt Befindet er sich in einer hestimmten 
Lago, die wir mit dem Buchstabon A bezeichnon wollen, 
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wir sagen, dap decs Medimn bei der Lage A des Korpers das A 
vermbgen Oder die Energie 

U=^Ph 

haU 

Da diese GroBe von der Lage des Korpers abhangt 
man ihr den Namen der Lage gegeben. Man sagi 

oft, der Korper ^Ibst besitze diese Energie. Zu dieser 
ganz riebtigen Eedeweise ist man gekommen, weil ma 
Medium auBer Betracht lassen wollte. 

Es gilt jetzt wieder die Regel von § 114; wenn der B 
fallt, aber niebt ganz bis in die Ebene F, so ist die A 
welcbe das Medium tut, gleicb der Verminderung seiner Ei 
Ist namlich die Kobe erst h und dann h', so ist die Fa 
in vertikaler Riebtung h —K, und also (§ 120, d) die . 
PQi ^ K), einerlei, auf welcber Linie der Korper aus der 
Lage in die andere tibergegangen ist. Da die Energi 
Lage erst durcb Ph und spater durcb Ph' ausgedruckt 
so ist wirklicb die Arbeit der Schwerlcraft gleieh der Vermin 
der Energie der Lage. 

DaB diese Regel aucb gilt, wenn h' > h ist, in we 
Falle sowobl die Arbeit als aucb die Verminderung 
Energie der Lage negativ wird, brauebt kaum gesagt zu w 

Es sincl jetzt noch einige Bemerkungen zu macbe 
denen friiber weniger Veranlassung vorbanden war. Wir 
am Anfang dieses Kapitels den Satz ausgesproeben, d£ 
Arbeit, welcbe ein Korper beim Ubergang aus einem ge 
Anfangszustand in einen gewissen Endzustand verriebtet, 
der Verminderung seiner Energie ist; dabei stellten wi 
Yor, daB die Energie in jedem Zustand einen hestimmten 
hat. Nun kann es vorkommen, daB der Ubergang aus 
einen Zustand in den anderen in versebiedener Weise 
finden kann, namlich mit versebiedenen Zwischenzusti 
was wir dadurcb ausdriicken wollen, daB wir sagen, der 
gang konne emf versehiedenen Wegen gesgbeben. Der s 
genannte Satz hat nur dann Sinn, wenn die Arbeit des K 
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\Vi*ri A\ Hi) wlirdo rimii nu-ht wi^Hen, (d> niaii den Unterschied der 
Kiu^rgit^ im AnfaiigH- und KudzuBtaud gUneli A oder gleitdi *r 
'/Ai Hidztui hlltte. Von einem beBtiminten ArbeitHverrnogen kOnnte 
rlann keiiie Itada Htuii und ohenHOwenig von einem Genetz der^ 
l^lrhidtung tlen ArbeitBvann^goim. Diims (hmii Isl denn mmh nwkt 
mibdm’dimdlinh^ somlem beruht auf dem auH dtr Bmhtwhhmg ah- 
gekiififN tiap tile Arheit , welrJie ein Korper Imlai Idmrgang 

tilts fiiim eipmn Kmiand in den nndereu verthhiei^ sMs untddmngig 
rm (kn dutekimtfhmn /nHsekmmsfdnden isL 

Von verHohiedenen Wegen, aut* denen der U()ergang Ht4itt- 
tincleri kann, war bin inner Spiralfeder, die Bicb ziiBanirnenzieht, 
otlor einem Gas, welcheH Hieb auBdehnt, kaine Keile, wohl aber 
Inn der Varnchiebung aines KdrporB^ auf den die Hchwerkraft 
w’irkt. Deshalb wurde auBdrilcklich darauf hingewiimen, dab oh 
■m btii dar lieBtirnmung der Arbeit gleiehgiUtig int, welehe 
Zwkehiinlngen dar Kbrjmr einninuut und vvtdehe. ZuHtilmle Aim 
Medium durcddiluft. Was das letztere betriirt^ ho Ijeinerken 
\vii% duB man aich tlia Saidas ho vorHtelbni muB, djd5 jedur 
Lage iteH Kdrpera ein bt^Hiimmitn* ZuHtniid <leH MediuniH ant- 

Kin aiiderer I*unkl» dm* liemditung verdient, iat die Wahl 
liar Kbane l\ bin in welehe wir deii Kilrpiir fallen IbBaii. Da 
tlie Wahl unbaHiimint iat und man z* li iiimtatt der Tiaidiiiliittti, 
illita* der ein Verniieh auBgeflilirt wird, aiicdi den IfuBbociiin 
tlen Ziiii»ier» oder eine noeh liefer liegends fclbenii wihleii 
kiiiiiii HO lieHleht liiieh nine UnbeHtimintlioit in deni Wartti dcir 
Miitirgie !l likm int aueh natUrlieh, da diene GrtiBo die Arbeit 
liii^idiilekt, die daa Medium bei der Bewegung bin zur fest- 
ge«dzltni Greuze verriehtau kann, ebeiiHo wie man atieh bei 
viiier S|iirsil!iHler jedt'Kiual ilie Arbeit inn Atige fiiHsen klinnte, 
file bidder ZiiHiimmenziehuiig bin iiuf eine beHtiiiiiiite fentgeHeUte 
nielli bin ztir volktandigeii KntH|iiMiiiung verrieldid wird* 

Mini kciiiiite die Ebeiie V Hollmt so wlllileii, diiB der K8r|)«M* 
iiiiier nm koiiiriien kaiim In ditwiii Kitlle mtiBte man den 
Ati»t.iifi4i den ICornerM von der Kbeiie nk eine negative GrllBc^ 
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wenden, als wirklich, wenn der Kdrper miter der Khene 
die Schwerkraft bei der Verschit'bung in diese Ktwiie 
negative Arbeit tun kann. Audi blcdbt bed dtn* letzteren V 
der Ebene der Satz bestdien, dab bei jedor VerBiddebiing i 
obeii Oder iiach uiiten, die Arbeit der Bduverkraft glrdcdi 
(nach den Kegeln der Algebra berechneton) Vtuuninderiing 
Energie der Lage ist 

In den folgendenParagrapben wird der Begriildor Emn^i 
Lage oder, wie man sie auch nennt, {hx ■imteMimilm Energis ncKdi 
einige andere ausgedobnt warden; dab dabed viel von 
Vorhergehendeu mit geringer Abilndorung wiaderholt wei 
kdnnte, wird man leidit einsehen. Jetzt waisan wir riocli tin 
biiij wie man ini Anschlub an dan eoeben CJeBiigte irn iillgeme 
die Energie einea Systems von Kbrparn daiiniaren kaiin. 
muB zu dieaem Zweeke damit beginnen, unter alien Zustiin 
die das System annelimen kann, einen bestimmten Zustaui 
wlihlen, mit dem alle anderen verglichen warden eollen, 
man den „Nunzu8tand*^ nennen und mit (km Biiclistiihe 
bezeichnen kaim. Ilie Energie des Systems in ainam tiali 
gen Zustand A wird dann (lurch die Arbeit bestimiiit, di 
verrichtet, wenn os aus dieeem Zustand in den Hidlztisi 
iibergeht. 1st ferner U diose Energie und ist IT din Eim' 
in einem anderen Zustand A\ dium ist f/ — !/ die Arbeit I 
Ubergang von A nach A\ Donn (I ist die*- Arbeit das Sysl 
bei jedem Ubergang von A nacdi A, also auch, wemii m 
von A nach A' und darm von /f nach A tibc.rgtdit. Uic Ai 
beim Ubergang von A nach A' wird also gcfumlem, wenn 
die GrbEe U um die Arbeit vermindert, die das Hystciiii i 
bairn Ubergang von £ nach N verrichtet, d. h* iiiii U\ 

§ 127. Energie der Lag© bei einem Kdrptr, der von ii 
festen Punkt angezogen wird. Vm sei () (Eig. fl8| der I 
Punkt, und die GroBe*. der Anziehung hiiigti von dcir Eiitlwri; 
von 0 ab. Man kann bewoisen, claB die Arbeit bei ©irier ‘ 
schiebung z. B. von A nacli B vollkommeii bestimmt i»l, »ci 
die Lage dieser Punkte gegtiben ist; die Arbeit i8t rillir: 
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bung abbangt, Geht der Korper einmal auf einem der "V 
AB und ein andermal auf dem Weg A' B'. so ist in be 
Fallen die Arbeit der Anziehung dieselbe, wenn OA = 
und OB = OB' i8t 

Wir wahlen nun eine beliebige Stelle C, am bestei 
nahe bei O gelegen, da6 die Entfernung von 0 bei den 
tracbteten Bewegungen niemals 
kleiner als 0 (7 wird, und an 
der, wenn sie einmal gewahlt fl 

ist, im Laufe eines Problems /I \ \ 

nichts geandert wird. Uhier der / 

Bnergie der Lage, die der Korper \ I / 

in einer beliehigen Lage P hat, ^ ^ | / 

v&rstehen wir dann die Arbeit, 1/ ""V 

welche die Anziehung bei einer 

Versehiebung von P naeh G ver- 93 ^ 

riehten kann. 

Da die Anziehung eine positive Arbeit bei Annaherun 
0 verrichtet, ist die Energie der Lage um so groBer, je w 
der Korper von 0 entfernt ist; sie ist fiir alle Lagen g 
groB, die gleiche Entfernung von 0 haben. 

Es sei der Wert der potentiellen Energie des Ko] 
in P, der Wert derselben in Q\ dann ist Up ^ 
Arbeit der Anziehung bei einer Versehiebung ^ 

von P nach Q. Man kann namlich den Korper */ 

erst von P nach Q und dann nach C gehen 
lassen. Die Arbeit fiir den ganzen Weg PQG 7 
ist dmn'Up, die fiir den Weg Q C hat den Wert 
TJ^ und die Arbeit fiir den Weg PQ wird aus / 

diesen Werten durch Subtraktion gefunden. 

Bei abstoBenden Kraften gilt mit geringen j 
Abanderungen alles hier Gesagte. Man wahlt pjg, 
jedoch jetzt den Punkt am besten so, daB die 
Entfernung des Korpers bei seiner Bewegung niemals g: 
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[§ 

G D sei ein Element von A B nnd es sei 0 c = 0 G, 0 d = 0 D, Oh= i 
Man beweist leicbt, daB die Arbeit fur den Weg GD dieselbe ist 
fiir den Weg ed, und schlieBt hieraus, daB auch fur den ganzen 
A B die Arbeit ebenso gi*oB ist wie fiir A b. Die Arbeit fiir den letzt 
Weg kann nur von den Entfernungen OA und Oh ^ OB abhan 

Bei dieser Betracbtung braucht die Linie A B nicht in einer El 
zu liegen. 

§ 128. Anzieliung Oder AbstoBung durcb ein beliebi 
festes System. Kraftfeld. Kraftlinien nnd Mveauflachen. 
stellen nns jetzt vor, daB ein materieller Punkt niclit, wi( 
Fig. 98, durch einen einzelnen Punkt 0, sondern durch < 
beliebige Anzabl von Punkten angezogen wird, die zusami 
ein System M (Fig. 100) bilden. Bei einer Verschiebung 
Punktes findet man dann die Arbeit der gesamten auf 
wirkenden Kraft (§ 126) dadurch, 
man die Arbeit jeder Anziehung 
senders bereebnet und die algebrak 
Summebildet Man kann daher,nach( 
man eine gewisse Lage (entsprech 
der Lage G in Fig. 98) angenommen 
nach welcher man sich vorstellt, 
sich der Punkt binbewegen kan7iy sa; 
daB der Punkt in jeder Lage, die 
wirklich einnimmt, eineEnergie der I 
bat, die man findet, indem man die potentielle Energie nin 
die er in bezug auf jeden der anziebenden Punkte besitzt, 
dann addiert. Bei jeder Verschiebung ist die Arbeit der K 
wieder gleicb der Verminderung der Energie der Lage. 

Ist fiir jede Lage, die ein materieller Punkt in einem 
wissen Raum baben kann, die Kraft, welcbe auf ihn w: 
gegeben, so kann man eine Linie zieben, die iiberall die B 
tung dieser Kraft bat. Man kann ntolich an einer belieb 
Stelle den bewegbeben Punkt einen unendlicb kleinen We 
der Riebtung der Kraft zuriicklegen lassen, die im Ausga 
punkt auf ihn wirkte. Er erreicht dann eine Lage, in wel 
eine etwas andere Kraft auf ihn wirkt als anfangs ; man 1 
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I 

I 

I Kraftlinie genannt wird. Der Raum selbst, in welcbe 

derartige Linien gezogen werden konnen, heiBt ein Kraftfeld 

In Fig. 100 stellen die verschiedenen nach M gezogen( 
Linien Kraftlinien vor. 

La6t man den beweglichen Punkt von A aus einen n: 

1 ” endlich kleinen Weg senkrecbt zur Kraftlinie durcblaufen, i 

verrichtet die Kraft keine Arbeit; die Energie der Lage blei 
also unverandert. Da man einer solcben Verschiebung sen 
recht zur Kraftlinie verschiedene Richtungen geben kann, 
existiert eine unendlich kleine Ebene, in welcher die pote 
tielle Energie iiberall denselben Wert hat wie in A. Nachde 
der bewegliche Punkt dieses Element durchlaufen hat, kai 
er immer in einer Richtung senkrecbt zur Kraftlinie, auf d 
er sich gerade befindet, weitergehen. Es kann also, wie mi 
sieht, eine Flilche angegeben werden, welche die Kraftlinie 
iiberall rechtwinklig schneidet und welche die Eigenschaft ht 
da6 in jedem ihrer Punkte die Energie der Lage denselb 
Wert hat. 

In Fig. 100 sind zwei dieser Flachen, die die anziehen 
Masse umgeben, gezeichnet; auf der auBeren ist natiirlich c 
potentielle Energie am groBten. 

Ware eine dieser Flachen aus einem festen Stoff v( 
fertigt und wiirde der bewegliche Punkt auf die Flache gelcj 
so wiirde er durch die Kraft, welche auf ihn wirkt, nicht v( 
schoben werden. Daher nennt man diese Flachen OleiohgeitdGh 
fLaehen. Sie werden auch Nivmufldchen genannt, und zwar wi 
eine Fliissigkeit, die den betrachteten Kraften unterworfen i 
von einer solchen Flache begrenzt sein kann. 

In dem Raum um einen einzelnen anziehenden Punkt 
sind diese Flachen Kugeln mit dem Mittelpunkt 0; die Kra; 
linien sind gerade Linien und nach 0 gerichtet. 

Dasselbe gilt, wenn man von kleinen Abweichungen a 
sieht, vom Kraftfeld der Schwerkraft, welches die Erde umgil 
Fiir einen Raum von geringen Dimensionen, wie z. B. e 
Zimmer, in welchem wir unsere Versuche ausfiihren, kann m; 
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Mit geringen Abanderungen gilt das bier Gesagte 
danrij wenn abstoBende Krafte wirken. 

§ 129. Energie der Lage bei einem System mate] 
Ptinkte, die sich einander anzieben oder abstoBen. Wer 
von der Lage eiues solcben Systems sprecben^ so wolle 
.dabei an die Lage oiler Punkte denken, so da6 man die 
eines jeden Punktes angeben mu6, um die Lage des S} 
zu bestimmen. Man kann nun wieder beweisen, da6 die . 
der Krafte nur von der Anfangslage und der Endlage ab 

Unter alien moglicben Lagen konnen wir eine ausw 
die wir mit dem Bucbstaben N bezeicbnen und mit w 
wir alle anderen vergleicben wolien. Die Arbeit, welche die 
\verricMen kbnmn, wenn das System aus einer heliehigen Lagt 
Lage N ubergeht^ wird die yoientielle Miergie in der 1 
^enannt. 

1st nun A' eine zweite beliebige Lage, so bat das S 
aucb in dieser eine bestimmte potentielle Energie, ur 
Arb&it, welche die Krafte heim Ubergang von A nach A' verf 
ist gleich der Y&rm inde rwng den' poientiellen Energie. 

Zieben sicb die materiellen Punkte an, so ist die E 
der Lage um so gr5Ber, je weiter die Punkte voneii 
entfemt sind; sind die Krafte abstoBend, so nimmt die 
tielle Energie mit der Entfernung ab. 

Im allgememen wird jeder Punkt des Systems von alien a 
Oder wenigstens von einigen anderen angezogen oder abgestofier 
brancht aber (§ 121) bei der Bestimmung der Arbeit die verscbi 
Krafte, die auf ein und denselben Punkt wirken, nicbt erst zusf 
zusetzen. Man kann ferner von dem Umstand Gebrauch mache] 
zwei Punkte gleiche und entgegengesetzte Krafte aufeinander ai 

man kann bei der Bestimmung dei 
sofort jedes Paar derartiger Krfi 
sammenfassen. Wir wolien ann 
da6 wahrend einer unendlich 
Zeit zwei Punkte die Verschie 
A A' und B B' (Fig. 101) erleid( 
Pig. 101. da6 die Anziebung, die fiir die 

dieser Zeit als unveranderlich be! 
wird, den Wert F hat. Zieht man A'G und B^ D senkrecht z 
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ijiui man uiumuIUcJii khaiift Veradiiebungeti betraebtct, so ist der Uuter- 
Ht^cl s^vvisehon (J /> luid ^4' If viel kleiner als A C und B /> xmd kami 
it',r vornaidililaBigt wordwu B^olglich ist die Arbeit 

F X (A B A' B% 

Ariadt wlihrend einea Zeiteleineiites Idliigt also mir von der Kraft 
iuhI vt»n der unendlicdi kleinen Anderung, die der Abetand der 
nkte erleidet; Bi«‘ wUrde ebeuso groB seiu, weun der cine Punkt A 
dstllade und der audere sicdi ihni auf eiuer gtjradeu Linie so niilierte, 
B vor uud niudi ilem Zeittdemeut der Abstand derselbe wlire wie bci 
r wirklicdien Kewegung. 

Weitu man nim von uiumdlic.h kleinen zxi endliclum Zeiteu Tiber- 
ht, so kanu man weiter sagen, daB, wie siidi auch die Punkte A und 
verstdiiehtm, dit^ Arbeit ihrer gegenseitigen Krilfte dieselbe ist wie bei 
ler geradlintgeu Bewegung von B naeh A bin odor von A fort, wenn 
bei A festgehalten wCiiHle und der Abstand diesidbe Auderung erlitte 
e bei tier wirklicdien Bewegung. Auch bei ditiser bdy.teren kann also 
I Arbeit dar sjwkcben A und B wirkendtm Krilfte nur von dein Aufangs- 
ut und darn Kndwert des AbwiantlcH A B abbringen. Hieraus folgt 
mittelbar, daB in dam ganzen Systtun die Arbeit aller Krllftt^ nur von 
r Anfangsbige und der Kadhige ties Systems ublulngt. 

ilituMlureb wird tlit^ I )idinitit>in welche fur die pottudielle Knergie 
gebrn wunle, rnHtKjUrkt, I>ii^ Arbeit A bium (fbtu’gang auH dt^r l^age /’ 
die Lnge in wideben Lngen tlie potentielle Energie diti Wertt^ Up 
^d f hni, winl ilann gefumien, wenn man herilekHiehtigt, tbiB bei 
,ier Bewegung zuerst von I* naeh Q und danu von in die Lage, 
it tier alb' autiert'n vergUeben werden, tile Arbeit sowobl durtdi 
+ f ills aueli dnrch t^p nuagedrilckt wanlen kann. Ilieratw Iblgt, 
M A 

§ 1 liCI. Weitera Beisplala von dar Erhaltoag dar Enargia. 
iir weitoiTii Krlllutarutig wird us gut Buin, noch einige be- 
uKlarti Klllle rillher m betrachten* 

ii) Wir ludiman an, dab wir auf eiiuui K.5rp©r voii der 
iiaftii m mid deui (lewieht 1% dor boroitB tiirui GoHoliwiiulig- 
:M p vortika! iiatdi obori liat, oiiio Kraft K\ die grclBor aln 
m (fowiidit int, in dioaor Eiolituug auBllboiu Dor Kdrpar ba- 
iiiiiiit tlfimi oiiio gloiohf5nuig boHchleunigte Bewoguug, und 
anil uiiidi doiii Htoigori auf (iia Hblia h die C^oscliwiutligkeit 
gewcirdeti ini, bat iiiaib die ronultiororido Kraft K — P ist, 

{K — f^h « 
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seiner Energie entspricht. Man sieht, da6 diese Arbei 
Zunahme Ph der Energie der Lage (mit anderen Worte; 
Energie des Mediums) vermebrt um die Zunahme der 
tischen Energie gleich ist. 

Bleibt wahrend des Steigens die Geschwindigkeit u 
andert oder ist sie in jedem Augenblick so klein, da6 von 
letzten Glied in (11) abgesehen werden darf, so kann man s 
daB die fiir das Steigen erforderliche Arbeit gleich dem 
dukt Ph ist. Es geht dies auch daraus hervor, daB in di 
Fall ftir jeden Augenblick K = P gesetzt werden kann. 

Ahnliche Bemerkungen gelten auch in anderen Fi 
Wenn wir z. B. sagen, daB die Kraft, welche erforderlic 
um eine Spiralfeder auszudehnen (§ 115), in jedem Augen 
gleich der Spannung ist, so ist dabei stillschweigend vo 
gesetzt, daB die Ausdehnung sehr langsam erfolgt. Is 
Feder zuerst in Rube, so muB man streng genommen eine ’ 
ausiiben, die etwas groBer als die Spannung ist. Die A: 
welche man verrichtet, iibertrifiFt dann die Energie, welch< 
Feder infolge ihrer Verlangerung bekommt, um einen B€ 
welcher der kinetischen Energie entspricht, die man den 
chen des Metalls erteilt. 

b) Bei dem Versuch mit der Atwoodschen Fallmasc 
ist, wie wir in § 94 sahen, die Beschleunigung 

P'- P 
P'+ P 9- 

Dauert nun die Bewegung t Sekunden, so ist, weni 
Gewichte keine Anfangsgeschwindigkeit haben, die ! 
geschwindigkeit 

P'-P 
p'+ p9h 

folglich die kinetische Energie der beiden Gewichte 

+ 

Der zuriickgelegte Weg ist J . 
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DioBcr AuBdruc.k gil^t wirklicli an, wie es der t- 
!nuB» uiu witn’itd dio potniitudle Enorgic. des eincni C-lowicl 
inehr ahniiiiint als die des aiuleruu zimimint. 

c) Bei eiueiu Kdrper, der sich frei uiiter der Blinwirki 
di^r Scduverkraft bewegt odor dor auf einer iinbeweglicl 
glatteii B'iaehe lallt odoi* Hteigt, ist die Hiimina dor kinetiscl 
uiul pcdentiellcai Bkun’git* kountaut DaHHtdha gilt Yon eiii 
Kerper, dor durch eineji B'adeti von imviniliubn-licber La 
niit c‘ineni fenten Punkt verbunden ist; die Kiiorgie d(‘a b'ad 
iindert Hicdi nilrnltcdi nitdd. iki rinem lYmkl hai man eti 
ehiem [miimkremim t)}mr^ang tmn pair nl Idler Kmrgk in kimtii 
Kmmjk und umgdmhri %u tun. 

~TbiHBeII)6 gOt vcm elnoru Planeten, der nich in einer B^lli 
urn die Sonne bewegt tlcHloBmaL wenn derjenige Punkt 
Bahn erreieht int, weleher der Stnine am nEclinten liegt, 
die potentielle Energia <!on kleiuHten urnl die kinc^tiHche BiUei 
den grdBten Wert. 

d) Wir laBHon tnn oinlaoheH Pondel in einm* gewinHon H 
loH und l>ringen einrm Stab Honkreelit ziir SchwiiigiingHeb 
in eino Kobdie Imge, daB tier B\ulen iti dom Augenblickj 
wideliein or die (■Beichgewichtelngi^ erreiclit, auf den Stal^ tr 
kt tier Htiib unbeweglitdi, so staigfc die Kugel des Pendala 
eincim Kreiibogen, denBon Mittelpunkt der Punkt ist^ in welcli 
der Fiiden den Stab trifit, auf die urspi^ugliche HSlie. t 
mui der B^ill sein, da das Pendel keine Arbeit auf den S 
tut und akri dioielb© Energie beliElt 

Weicht dagegon der Stab, wenn or vein Faden getroi 
wird, lurllekj so siaht man die Kugel weniger booh etei| 
llmgekelirt steigt sia hdher als soeben, wenn man den S 
gegan dit* Bewegung dm Bradens liiti verscliiebi Dann tut n 
Arbeit auf das Pandal und vergrbUert also seine BJnorgie. 

e) Warden die Ttulchen eines elastisclien Kbrpers i 
ihrer (ileicdigewichtslaga gebracht und dann loegelassen, 
kehron aie niit besehleunigter Bewegung Eurllck; sio bk 
scbreiten infoluadassen die ursnrlinglicben Lagan, bis (lurch 
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lag& geU^ kineiische Energie hat, hat er in dm dulkrsten 
EnergiCy die der Deformation entsjpricM. 

Spater werden wir einige dieser schwingenden Beweg 
ausfuhrlicher behandeln; jetzt beben wir nur hervor, 
einem Uhrwerk die sogenannte Unruhe durch eine Spirs 
eine bin- und bergebende Bewegung bekomnit. 

Ein kleines Radcben a (Fig. 102) kann sicb urn die A 

dreben; an diesem Eadcb< 
das innere Ende der Fed 
festigt, wabrend das auBere 
in 0 befestigt ist. Wird das 
cben durcb Drebung um 
gewissenWinkel aus seiner G 
gewicbtslage gebracht, so 
es nnter dem EinfluB der Elastizitat der Feder dre 
Scbwingungen aus. 

f) Wenn zwei gleicbe vollkommen elastische Kngel 
gleichen und entgegengesetzt gericbteten Gescbwindig 
zusammenstoBen, bleibt wabrend der Beriibrung der I 
rungspunkt an derselben Stelle. Die eine Kugel tut 
Arbeit auf die andere, und jede Kugel bebalt also die Ei 
welche sie batte. Nur wird vortibergebend, solange eir 
formation bestebt^ die urspriinglicbe kinetiscbe Energie 
die Energie der Deformation ersetzt. 

§ 131. Warme als eine Art von Energie. Die Ausde 
eines Gases, bei der eine gewisse Arbeit verricbtet 
kann dadurcb bervorgebracbt werden, daB wir das Gi 
einem erwarmten Korper in Beriibrung ’ bringen ; wir 1 
dann in dem Zustand dieses letzteren den Grund der A 
verricbtung erblicken. Anderseits bestebt oft die Zus 
anderung, welcbe ein Korper erleidet, wenn Arbeit a 
getan wird, in einer Erwarmung. Es wurde bereits er 
daB dies der PaU ist, wenn wir ein Gas zusammendri 
ein anderes Beispiel bat man in der bekannten Erscbe 
daB zwei Korper, die man aneinander reibt, warm w 



Fig. 102. 
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saiiimeiwtnBi'iulo Korjier, woil sio nicht „Tollkommen elastia. 
(§ U7)HnHl, uach tl«m BtoB geringero Gescliwindigkeiten lial 
als die friiluT 1 1 H) berochueten, z. B. weim man eineuHami 
wiadorholt auf oiu StUck Mctall fallen lilBt, oder wenn e 
Kugfl mit groBur t'ioacbwindigkoit gogeu eine Metallplatte 
8c!niHHt‘u wird. 

So giht os eiuo Mongo Erschoiuungon, die uns bereits 
{dtorllilohludior Hotraehtung auf dio Ideo bringen, dap mi Kin 
aim urn so tfriipira F.nmjk btutUxf, jc idirnicr er isi, und dio 
wahrsohoinlioh maobon, <laB dioso AuffaHsung dazu fiihrou ka 
das (ioHtd'/. von dor Krhaltung dor Enorgio als allgomoingii 
zu tirkoniHsn, Audi dio Tataachc, daiJ ein binreidiond 
hit/, tor KiU-jH'r Liobt ausstrahlt, bostilrkt uns in diesor Ansn 
Dio Untorsuduing dor laditorachoinungen hat nknilidi gole' 
ihiB dnhoi oino schwingoudo Bowogung von dom Khrpor a 
golit, und OH liogt naho, sidi vorzustcllcn, dab dioso du 
So.hwinguiigen imsio.htharor 'roilohon in doin Kbrper solhat 
rogt wordon, <laB also in dom Ebrpor dio kinctischo Enoi 
diosor So.hwingungou anwosond ist. 

Dio Thoorio, ilnp die iVarme aim Form mn Knmjm 
gowi’dmlidi dio „modiani8cho“ Wllrmetheorio gonannt, wu 
boreitH vor langor i5eit von oinigou Physikorn aufgostollt. 
Anaicht, dab die Wilrme ©in Staff soi, ist jedoch erst 
19. Jahrhundert endgttitig von der neueu Auffassung verdrS 
worden, und «war, naohdem man bowiosen hatte, daB das ^ 
schwinden oder das Eutstehen von meehanischer Knorgie, 
wir di® bis jotzt besproohene Energie neimon khnnen, mit 
Entwiekelung oder dor Vornichtung einor proporlionalen Wilr: 
mongo vorlmndon ist. Dio Versuche, dutch wolche dies nii 
gowioNon wordon ist, wordon wir alsbald konnen lemon. 

§ 1112. Temperatnr. Thermometer. Die Ikobaddung k 
tliip fill Kiirper m der Ite/jel dn uni so grUParea Volum einnin, 
Jr. wiirmrr rr ist. Ein Tfimnatneter ist ein Kilrper, bei dem 
durch dio Wilrmo bowirkten kleineu Volumttnderungen beobacl 
wordon kdnnen. Wir wollon hier das gewBhnliche Quecksill 
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Eis Oder in den Dampf von Wasser eingetaucht wird, w 
unter dem normalen Luftdruck (760 mm Quecksilber) 
Notigenfalls kann man, wenn man den Thermometerstar 
geben will, durcb den Buchstaben C hinter der Anzal 
Grade daran erinnern, da8 die Skala von Celsius benutzl 

Der Stand des Quecksilbers in der Thermometerrohi 
den Wdrmegrad oder die Temperatur des Thermometers 
an, nnd in derselben Weise wiirde man bei jedem ai 
Korper die Temperatur nach dem Volum beurteilen ki 
Man kann jedoch auch die Temperaturen verschiedener I 
miteinander vergleichen. Wenn namlich zwei Korper 
B miteinander in Beriihrung gebracht werden, so sine 
verschiedene Falle zu unterscheiden. Zuweilen wird g 
zusammenziehen nnd B ansdehnen, so da6 es keinem Z 
unterliegen kann, da6 A Warme an B abgegeben ha1 
sagen dann, da6 A eine hohere Temperatur hatte als B. 
das Entgegengesetzte ist moglich. Und drittens kann e 
kommen, daB die Korper nach der Beriihrung in dem 
Zustand bleiben, in dem sie sich befanden, dann sagt 
daB sie dieselbe Temperatur batten. 

Ist eine beliebige Anzahl von Korpern gegeben, so 
man diese zu je zweien in der angegebenen Weise unters 
So kommt man dazu, sie alle nach ihrer Temperatur ii 
Keihe anzuordnen, so daB jeder Korper, wenn er mit 
anderen, der in der Reihe tiefer steht, in Beriihrung ge^ 
wird, an diesen Warme abgibt. Es. kann der Pall eini 
daB eine gewisse Gruppe von Korpern die Eigentiimli 
zeigt, daB zwei von ihnen, miteinander in Beriihrung geb 
keine Warme austauschen; dann miissen alle Korper 
Gruppe dieselbe Stelle in der Reihe einnehmen. 

Um nun die Temperatur aller Korper nach einer 
Skala anzugeben, geniigt es, jedeh derselben mit dem C 
silberthermometer in Beriihrung zu bringen. Sobald 
einen festen Stand angenommen hat, ist seine Temp 
dieselbe wie die des Korpers. Streng genommen muB 
wenn der Korper nicht sehr firroB ist. beachten. daB 
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selben Umstanden ungleich sein konnen^ ist von untergeord- 
neter Bedeutung und soli in diesem Kapitel in der Regel 
auBer Bctracht gelassen werden. 

§ 133. Warmemengen. Warmeeinheit. Aits dem Vorher- 
geh&nden folgt^ da^ die Temperatur eines Korpers eine Ordfie ist, 
die hestimmty oh er, mit einem anderen %usammengehraGhtj an diesen 
Warme abgibt oder umgekehrt Warms von ihm empfdngL Eine 
andere Prage ist, wieviel Warme er verliert oder aufnimmt. 
Es liegt namlich nahe, auch oline da6 man iiber das Wesen 
der Warme irgend eine Annahme macht, von groBen und kleinen 
Warmemengen zu sprechen. Es ist ohne weiteres klar, daji 
man einem Korper um so mehr Wmrme xufuhren je mehr 

man die Temperatur erhohen loill, imd da^ die Warmemengen^ 
welohe verschiedene Mengen desselben Stoffes fur dieselbe Temperatur- 
erhohung erfordern^ den Massen proportional sind, 

Als Wdrmeeinheit wdhlen wir diejenige Wdrmemenge^ welche 
erforderlich ist, um ein Gramm Wasser von 15^ auf 16^ %u er- 
wdrmen. Wir nennen diese Warmemenge eine Kalorie. Zu- 
weilen wird eine Einheit benutzt, die das Tausendfaclie der- 
selben ist (groBe Kalorie). 

§ 134. Warmemengen, die fiir verschiedene Temperatur- 
erhohtingen einer Menge Wasser erforderlich sind. Wir wollen 
uns nun zunachst vorstellen, da6 ein Korper, dem eine gewisse 
Menge Warme zugefuhrt werden mufi, damit er eine bestimmte 
Temperaturerhohung erfahrt, eine ebenso groBe Warmemenge 
abgeben muB, wenn er auf die ursprtingliche Temperatur 
zurtickkehren soli, und daB bei der Beriihrung zweier Korper 
von verschiedener Temperatur die gesamte Warmemenge un- 
verandert bleibt, d. h. daB der einfe Korper ebensoviel Warme 
empfangt als der andere verliert. Wir wollen ferner annehmen, 
daB Wj Gramm Wasser von der Temperatur t^^ und m^ Gramm 
von der Temperatur t^^ miteinander vermischt werden; die 
Endtemperatur des Gemisches sei t, und es sei t^ > t^. 

Wir konnen durcb diejenige Warmemenge bezeichnen, 
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[§ 135 


erfordert, mit bezeichnen. Wenn man nun ausdriickt^ 

daB das warme Wasser ebensoviel Warme verloren als das 
kalte gewonnen hat, so erhalt man 


Oder 


Man kaim daher aus dem Versuch das Verhaltnis der Warme- 
mengen ableiten, die 1 g Wasser ftir yerschiedene Temperatur- 
erhohungen erfordert. 

Versmhe, die nach diesem Prinzip ausgefuhrt w or den sind, 
und aueh andere TJntersmhungen haben gelehrt, daj^ einem Qramm 
Wasser fur aufeinander folgende gleiche Temperaturerhohungen nahe%u 
gl&ieh groj^e Wdrmemengen zugefukrt werden mussen, Dasselhe gilt 
atcck' fur andere Stoffe, Waren die fiir die genannten gleichen 
j Temperaturerhohungen erfbrderlichen Warmemengen genau 
^gleich, so wiirde in dem angefiihrten Fale das warme Wasser 
wii(^i — t] Kalorien abgegeben und das kalte Kalorien 

aufgenommen haben. Setzt man die beiden Ausdriicke gleich, 
so findet man fiir die Endtemperatur 


und wenn m, = ist 

t = -1 4 - 

Die Warmemenge, welche erforderlich ist, um die Tem- 
peratur von 1 g Wasser um 1 ® zu erhohen, ist in Wirklich- 
keit von der Anfangstemperatur abhangig. Sie ist ein Mini- 
mum zwischen 20® und 30®. Nach den neuesten Untersuchungen 
sind, wenn die Kalorie wie oben definiert wird, fur die Er- 
warmung von 0® auf 1® ungefahr 1,01 cal. und fur die Er- 
warmung von 99® auf 100® ungefahr 1,04 cal. erforderlich. 

In der Edge werden wir sowohl fiir Wasser als auch fiir 
andere Korper annehmen, daB fiir gleiche aufeinander folgende 
Temperaturerhohungen jedesmal gleich viel Warme zugefiihrt 
werden muB. 

§ 135. Kalorimeter. So nennt man ein GefaB mit einer 
abgewogenen Menge Wasser, in welches ein emnfindliches 
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Weise kann z. B. die Warme gemessen werden, die durch eii 
elektrischen Strom in einem Metalldraht entwickelt wird, 
in das Wasser des Kalorimeters eingetaucbt ist, die War; 
welche durch mechanische Arbeit erzeugt wird, oder, wenn 
das Wasser eine spiralformig gewundene Eohre eingetau 
ist, durch die irgend ein Dampf geleitet wird, die Warme, weL 
bei der Verdichtung dieses Dampfes zu einer Fliissigkeit entsh 

Man kann auch Yersuche ausfiihren, bei denen dem Kab 
meter Warme entzogen wird; der Betrag derselben wird 
der Wassermenge und der Temperaturerniedrigung dersel 
gefunden. 

Als Beispiel eines solchen Yersuches kann' die Bestimmi 
der Warmemenge dienen/ welche erforderlich ist, um die Mass 
einheit Eis zu schmelzen. 

§ 136. Schmelzwarme des Eises. Man denke sich, 
einem GefaB befinde sich eine gewisse Menge Eis, des 
Temperatur unter 0® liegt. Wird diesem GefaB Warme 
gefiihrt und gleichmaBig iiber die ganze Masse verteilt, 
wird kein Eis schmelzen, bevor die Temperatur auf 0® gestie 
ist. Sobald dies geschehen ist, beginnt bei fortdauern 
Warmezufuhr das Schmelzen, db&r die Temperatur hleiht 0^, 
all&s Eis geschmolzen ist 

Ahnliche Erscheinungen werden bei alien schmelzen 
Korpern beobachtet. Die Wdrmemefnge^ welehe mem einem Ora 
eines festen Korpers mufuhren um dm Kdrp&r, nachdew 

bereits bis auf den SchmelzpunJct erhitzt ist, in eine Micssig 
von derselben Temperatu/r %u verwandeln, wird die Sehmelzww 
des Korpers genannt 

Um diese Warmemenge fiir Eis zu ermitteln, bringt mai 
das Kalorimeter ein Stuck trockenes Eis von 0®, welches k 
genng ist, nm vollstandig in Wasser liberzugehen. Ans 
Endtemperatur des Kalorimeters, dem Gewicht des Wassers i 
dem Gewicht des Eises kann man die Schmelzwarme abler 

Man hat gefunden, daB sie gleich 79,2 Kalorien ist. 

Sobald man diese Zahl kennt. kann man Warmemen 
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§ 137. Spezifische Warme. Wir bringen eine abg( 
Menge eines festen oder fliissigen Stoffes^ der auf eine 
ratur erwarmt ist, die Tiber der Anfangstemperatui 
Kalorimeters liegt, in das letztere und lesen den Stan 
Thermometers in dem Augenblicke ab, in welchem der ^ 
austausch zwischen dem Wasser und dem zu uutersuc 
Stoffe aufgeh5rt hat. Wiegt das Wasser im Kalorimeter i 
so hat dieses, da seine Temperatur von auf t gestie 
m^(t’—t^)K3lonen aufgenommen. Ebensoviel Warme ist da 
dem untersuchten Korper, dessen Gewicht Gramm sei 
abgegeben worden, wahrend die Temperatur von ai 
sunken ist; ebensoviel Warme wiirde man auch dem 
zufiihren miissen, um ihn umgekehrt von auf 
warmen. Man schlieBt hieraus, daB 

c = Kalorien 

— t) 

erforderlich sind, damit die Temperatur eines Gram 
untersuchten Stofifes sich um erhoht. Diese Zahl 
die spezifisehe Warme des Korper s genannt. 

Man kann auch sagen, da^ die spezifisehe Warme einei 
das Verhdltnis ist zwischen der Wdrmemenge, die erforde? 
um ein gewisses Qewicht dieses Stoffes zu erwarmeUy und de^ 
\welehe erfordert wirdy um ein gleiches Oewieht Wasser u\ 
soviel in der Temperatur zu erhohen. 

Die spezifisehe Warme ist fiir alle untersuchten 
und fliissigen Korper kleiner als die Einheit. Eine 
Menge Quecksilber z. B. erfordert fiir eine bestimmte Tem| 
erhohung ungefahr 30 mal weniger Warme als ein { 
Gewicht Wasser. 

Anstatt der Bezeichnung „spezifi8che Warme^^ ge 
man zuweilen das Wort Wdrmekapazitdt. Dies Wort wi: 
gebraucht, um die Warmemenge zu bezeichnen, die ein 
auch wenn er nicht gerade 1 g wiegt und selbst wenn i 
aus einem homogenen Stoff besteht, aufnehmen mu6, 
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hat^ mg Gramm eines Stoffes mit der spezifischen Warme i 
so ist die Warmekapazitat + usw. 

Dieser Ansdruck gibt auch die Menge Wasser an, di( 
dieselbe Tenjperaturerhohung ebensoviel Warme erfordert 
der Korper, also die Menge Wasser, mit welcher dieser lets 
in dieser Hinsicht tibereinstimmt. Man nennt daher den . 
druck auch den Wasserwert des Korpers. 

Bei jedem Versuch mit dem Kalorimeter andert sich i 
nur die Temperatur des Wassers, sondern in demselben G 
die des GefaBes, in welchem es sich befindet und das in 
Regel aus Messingblech oder Platinblech besteht, ebensc 
des Thermometers und des Riihrers, den man notig hat, 
dafiir zu sorgen, daB tiberall in der Wassermenge diei 
Temperatur herrscht. 

Man kann diesen Dmstand ia Rechnung bringen, 
man den Wasserwert des ganzen Kalorimeters kennt; 
ersetzt namlich bei der Berechnung der Versuche das Ge'^ 
des Wassers durch diesen Wasserwert. 

Der Wasserwert kann berechnet werden, wenn man 
den verschiedenen Korpern, die in Betracht kommen, 
Gewicht und die spezifische Warme kennt; er kann 
experimentell bestimmt werden. Der Leser wird leichl 
Verfahren ersinnen konnen. 

Ebenso ist leicht einzusehen, daB man in dem Kalorin 
wenn es wtinschenswert ist, eine andere Fltissigkeit als W 
benutzen kann, vorausgesetzt, daB die spezifische Warme 
selben bekannt ist. Wir werden spater Falle kennen le 
in denen ein Gas als kalorimetrischer Korper benutzt wi 

§ 138. Warmeaustausch zwischen dem Kalorimeter um 
TJmgebnng. Gesetz der Abkiihlung. Eine wieUige Fehler 
hei kalorimetrisehen Bestimmungen liegt in dem Umstcmd, da 
Korper an die ihn umgebenden Korper Warme abgiht oden 
ihnen aufnimmtj sobald die Temperatwr des ersteren von der 7 
ratwr der let%ter&n versehieden ist. Die Art und Weise, wi 
Warme von warmen auf kalte Korper iibergeht, wird al 
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Warmemerige ist, die ein Korper willirend einer ge 
an die Unigebung abgibt odor von ihr aufnirtunt, 
mentell bestimmt werden, worm in dem Kcirper koine 
stattfinden, diirch die Wilrme entsteht odor verBcdn 
dieseu Zweck gcnilgt es, die Temperatnr des Kdrpe 
zu Zeit abzulesen. 

Wenn man dies bei eiuem Kalorimetor vor 
AuBfuhrung des Versuches tut, fllr den es bimtiin 
kann man ermxtteln, wieviel Kalorien es, z. B. will 
Minute, an die Umgebung abgibt, wenn seine Temp 
diese, bald jene H5lie Uber der Teinporatur der let 
Von die^on Ergebnissen kann man Gebrauch niache 
ein Urteil liber die Warmemenge zu bilden, die ih 
wahrend des Versuches selbst verloren odor aufgena 
dabei ist es natlirlich nbtig, auf die Zeit zu aclib 
die Ausfahrimg des Versuches beausprucht liat. 

Obgleich der EiufluB der Umgebung in dioHoi 
Reclmung gebracht werden kann, ist es far die t: 
der Resultate von Wicbtigkeit, dab die Korrekticm, 
ziemlich groBer relativer Fehler enthalten soin kaii 
fagig ist; man muB deshalb den Warmoaustiiust! 
Umgebung soviel als mbglich verhindern. AiiBard 
bemerken, daB die Erscheiming nur l)cii kleinen T 
unterscbicden einen einfachen Vorlauf hat; nm 
daber niemals mit Unterschiedcui von oiner grciBon i 
Graden. 

Ein Kunstgrift; urn die Korrektion klein zu m 
jSteht darin, daB man die Temperntur des Kithirimi 
I rend der einen Hlllfta des Versuches niodrigtir mi 
:der anderen HElfte hdher als die Temperatur ilnr 
"sein laBt. Ist der Temperaturuntarsehiad clabtii wil 
,beiden Halften gleich grofi, so kann die Korrokt 
bleiben. 

§ 189. Mecbanisches Equivalent der Wirmeei 
mmU man die Meme mediatmckir Emrais, wtMm mdi 
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gleich groj^ ist. Dem englischen Physiker Joule verdanken 
eine jahrelange Eeihe von Untersuchungen iiber das mecha 
sche Warmeaquivalent (1840—1850). 

Wir wollen eine der von ihm befolgteri Metboden nal 
besprechen. 

In einem GefaB ans Messingblech, welches als Kalorime 
diente, befand sich eine vertikale Achse von Messing, an weld 
; lOSchaufeln inachtverschiedenen vertikalen Ebenen angebrai 

waren. Die ilchse war dutch den Deckel des Kalorimet 
^ verlangert; das obere Ende bestand aus einem dickeren Zylind 

um den zwei Schniire gewickelt waren, die dutch zwei faller 
Gewichte in einer Weise, auf die wit nicht im einzelnen e 
^ zugehen brauchen, abgewickelt wurden. Die Achse und i 

dieser das ganze Schaufelrad bekam auf diese Weise ei 
^ drehende Bewegung, die kurze Zeit nach dem Loslassen ( 

Gewichte infolge der Reibung im Wasser eine konstante C 
schwindigkeit annahm. Um diesen Widerstand zu vergroBe 
I waren in dem Kalorimeter einige feste Scheidewande mit E 

I . ’ schnitten angebracht, dutch welche sich die Schaufeln nut i 

I geringem Spielraum hindurchbewegen konnten. Der Zw( 

I der Untersuchung war, den Verlust an potentieller Energie, c 

! die Gewichte erleiden, mit der Warmeentwickelung im Kale 

? , meter zu vergleichen. 

f In das Wasser war ein empfindliches Thermometer i 

■ einer willktirlichen Skalenteilung eingetaucht. Die Vergleichu 

I desselben mit einem Normalthermometer mit der Fahre 

I" Reitschen Skala (Gefrierpunkt 32®, Siedepunkt 212®) lehr 

f ' daB 12,95 Skalenteile mit 1® F. iiber einstimmten. Da bei c 

I Ablesung Zwanzigstel von Skalenteilen geschatzt wurdi 

i konnte man bis auf ® F. beobachten. 

J LieB man die Gewichte einmal von der verfiigbaren He 

1 herabfallen, so entstand nur eine geringe Temperaturerhohm 

J Joule lieB daher bei jedem Versuch die Gewichte 20 n 

I ^ fallen. Die Verbindung des Zylinders, um den die Schni 

! . , gewickelt waren, mit der Achse des Schaufelrades konnte na 
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austausch zwischen dem Kalorimeter und der Umgel 
klein. wie moglich zumachen. Der gauze Apparat war i] 
Keller aufgestellt, in welchem sich die Temperatur d 
wenig anderte; das Kalorimeter hatte mit dem holzerne: 
auf dem es stand, wenig Beriilirungspunkte, und die A( 
stand aus zwei durch ein Stuck Holz verbundenen Te 
dafi die Warmeleitung zwiscben diesen Teilen sehr geri 
Endlich war das Kalorimeter durcb einen groBen holzerner 
gegen dieWarmestrahlung des Korpers des Beobachters g€ 
Trotz all dieser VorsichtsmaBregeln war es not 
EintiuB der Warmestrablung und Warmeleitung zu bes 
Zu diesem Zwecke tiberlieB Joule vor oder nach jed( 
such, der, wie gesagt, aus einem zwanzigmal wied 
Fallen der Gewicbte bestand, das Kalorimeter sich sel 
bestimmte die Veranderung, welche seine Temperatur : 
ebenso groBen Zeit erlitt als diejenige, welche der 
selbst erforderte, eine Zeit, die 35 Minuten betrug. 

Joule fiihrte 40 Versuche aus. Aus seinen Re 
kann man ableiten, daB die Waxmemenge, welche mai 
Gramm Wasser zuftihren muB, um seine Temperatur von 
16^ C. zu erhohen, einerEnergie von 415,8 x lO^Erg en 
§ 140. Andere Versuche von Joule. Ahnliche "'S 
wie die eben beschriebenen wurden mit einem eiserne 
ausgefiihrt, welches mit Quecksilber gefiillt war und in ’ 
ein eisernes Schaufelrad gedreht wurde. Eine erst 
dieser Versuche ergibt anstatt der genannten Zahl 415. 
eine zweite Eeihe 417,3 x 10^. 

Endlich wurde noch von derReibung vonEisen auf 
einem mit Quecksilber gefiillten Kalorimeter Gebrauch ^ 
Hierdurch wurden bei verschiedenen VerauchenResultat 
die in unseren Einheiten 417,6 x 10® und 416,5 x 10® I 
Aus der IJbereinstimmung der auf verschiedenen 
erhaltenen Resultate kann man den SchluB ziehen, < 
man die Versttehe aueh anordnety fur jede Mnheit mea 
Energie, welche verschwindet, immer gleich mel Wdrme % 
scJmn kommi. Man kann also in der Tat ganz gu 
daB mechanische Energie in Warme umgesetzt wird. 

Diese SchluBfolgerung wurde noch durch andere 
Joules bestatigt, die zwar eine geringere Genauig 
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lieBen, aber doch erwahnt zu werden verdienen, weil sie nac 
ganz anderen Methoden ausgefiihrt warden. Aus den Ve: 
suchen tiber die Temperaturerhohung beim Zusammendriicke 
von Luft findet man 435,4 x 10® und aus den Versucben ub( 
die Warmeentwickelung beim Strom en von Wasser durcb en^ 
Rohren 414,4 x 10®. 

§ 141. Apparat von Puluj. Dieser einfache Apparat zx 
Bestimmung des mechaniscben Warmeaquivalentes besteht ai 
zwei kleinen eisernen Bechern von der Form abgestumpft( 
Kegel, von denen der eine in den anderen pa6t. Der auBei 
Kegel A ist in vertikaler Stellung auf der Spitze einer ve; 
tikalen Achse befestigt und kann also scbnell um seine get 
metriscbe Acbse gedrebt werden. Er wiirde dabei durch d: 
Reibung den inner en Kegels B mitreissen, aber dieser wir 
durch eine Kraft, welche man messen kann, festgehalten. A 
seinem oberen Ende, welches etwas iiber A hervorragt, ist nan 
lich in der Verlangerung eines Radius ein horizontaler holzenn 
Arm befestigt; am Ende desselben ist eine Schnur befesti^ 
welche in horizontaler Richtnng, und zwar senkrecht zu: 
zum Arm, nach einer Rolle lauft, um die sie herumgeschlage 
ist, so daB das freie Ende nach unten hangt. Dieses Enc 
tragt ein Gewicht P, welches so reguHert wird, daB B bei: 
Drehen von A so gut wie moglich in Ruhe bleibt. Der innei 
Kegel enthalt eine gewisse Menge Quecksilber und in dies< 
taucht das GefaB eines Thermometers ein. Da man schne 
und beliebig lange drehen kann, ist es leicht, eine Temperatu; 
erhohung von einigen Graden zu bekommen. (Bei den Ve; 
suchen von Joule betrug die Temperaturerhohung nicht vi< 
mehr als einen halben Grad F.) 

Der auBere Kegel ist von der Achse, auf der er sitz 
durch eine Substanz getrennt, welche die Warme langsai 
hinwegfiihrt, aber es ist doch no tig, durch geeignete Beol 
achtungen zu ermitteln, wieviel Warme an die Umgebung al 
gegeben wird. 

Aus der in dieser Hinsicht korrigierten Temperatu; 
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lich im ganzen verrichtet worden ist. Dies wiirde aui 
zweckmaBig sein, da diese Arbeit dazu dient, mcht 
Eeibang zwiscben den Kegeln, sondern aucb die an den 
■wo die vertikale Achse nnterstiitzt ist, zn ilberwmden. 
■Warme bier entwickelt wird, kann nicht gemessen 
Was man in Wirklicbkeit ans den Daten des Versuc 
leiten kann, ist die Arbeit, welcbe erforderHch sein wu 
den auBeren Kegel zu bewegen, wenn allein die Reibi 
scben den Kegeln zu iiberwinden ware; dies ist gei 
Arbeit, welcbe der gemessenen Warmemenge entspric. 

Wenn anf einen Korper, der sich nm eine Achs 
eine Kraft wirkt, die senkrecht anf der Ebene steht, in 
ihr Angriffspnnkt und die Acbse liegt, wollen wir > 
stand des Angriffspunktes von der Acbse den Hebelarm 
an welcbem die Kraft wirkt. Ferner wollen wir < 
Kxafte, welcbe anf einen der beiden Kegel wirken, pos: 
negativ nennen, je nacbdem sie eine Drebung in der ] 
der Bewegung des auBeren Kegels oder in der e 
gesetzten Eicbtung bervorzubringen streben. 

Anf den inneren Kegel wirken nun infolge der 
eine groBe Zabl von Kraften in der positiven Ricbtu: 
diese werden im Gleicbgewicbt gebalten durcb die S 
der Scbnur, die in negativer Ricbtung an einem Hebelai 
den man leicht messen kann und dessen Lange wir n 
zeicbnen wollen. Daraus folgt, daB alle ans der Reib 
springenden Krafte einer Kraft P, die in positiver . 
am Hebelarm a wirkt, aquivalent sind. Nacb dem G< 
Wirkung und Gegenwirkung miissen nun die Krafte 
der innere Kegel anf den auBeren ausiibt, einer i 
Kraft P, die an demselben Hebelarm wirkt, hquival 
Wenn also der innere Kegel entfernt, der bolzerne A 
an dem auBeren befestigt wurde und wenn wabr 
Drehens anf das Ende des Armes in senkrecbter u 
negativer Ricbtung ein Widerstand P wirkte, so w 
auBere Kegel ebenso stark zuruckgebalten werden, 
durcb den inneren KeeeL Um diesen Widerstand 
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lurch eine positive Kraft P am Hebelarm a bewegt werden 
cdnuen. Bei einer Uradrehung wiirde der Angriffspunkt der 
vraft deu Weg 2%a durchlaufen, und die GroBe der Arbeit 
vllrde also 2?taP sein. Z^hlt man nun noch die Anzahl 
ler llmdrehungen n, so ist die gesiichte Arkeit ^%naP. 

§ 142. Versuche von Eowland. Nach demselben Prinzip 
vie Puluj hat der amerikanische Physiker Rowland eine 
Intersuchung in groBem MaBstab liber das mechanische Warme- 
iquivalent ausgefilhrt. Er benutzte dabei ein Kalorimeter, 
velchos ungefilhr 8 kg Wasser enthielt und ahnlich eingerichtet 
var, wie das von Joule. Das Schaufelrad wurde jedoch durch 
sine Dampfmaschine in Bewegung gesetzt, und das Kalori- 
neter selbst, welches an einem Draht aufgehangt war, wurde 
n derselben Weise wie der innere Kegel von Puluj verhin- 
iert, an dieser Bewegung teilzunehmen. Diese mit groBer 
lorgfalt ausgefdhrten Mosaungen fiihreu zu dem Resultat, daB 
lie Wilrmemonge, welche erforderlich ist, um 1 g Wasser von 

auf UP’ zu erwarinen, einer mechanischen Energie von| 
111 X 10^’ Krg iujuivalent ist. Diese Zahl ist groBer ala dies 
on floule gefundcne, aber ea g(dang Rowland, die Ursachen 
lieser Abweichung anzugcben. Wilhrend er selbst die Tern- 
»6ratur6n in Graden eines Thermometers angibt, welches auf 
ler Ausdehimng der Luft beruht, was aus spMer anzuflihrenden 
Irllnden bei genauen Untersuchungen den Vorzug verdient, 
rmchte Joule von den Angaben eines Quecksilberthermometers 
j-elirauoh. Eine eingehenda Untersuchung von Thermometern 
shrte, daB die Abweichung, wenigstens zu einem erheblichen 
Ml, diesem Umstand zugeachrieben werden muB, wahrend es 
(dieint, daB der Rest der Abweichung einer geringeren Genauig- 
:eit der Beobacditungen Joules zugeschrieben werden kann. 

pern menhanimhe Iquivalent der WUrmeeinhei t kann da h&r 
Imeh 4 IB X 10^ 

§148. Umseteung von W8.rme in mechanische Energie. Bei 

llan vorliergehenden Versuchen lieB man WErme aus anderer 
Cnergie entstehan. DasUmgekehrte findet indenDampfmaschinen 

» _ - . .. « . . . t 1 • 1* » 
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menge, die ira Dampfkessel yob dem Wasser 
wird, als auch diejenige, welche bei der Ve 
DaBipfes zu Wasser entstebt, zu bestiiDmen. 
die letztere Menge wirklicb kleiner ist als di< 
durch, da6 man den Unterscbied b eider mit d 
gleicht, wtirde man das mechanische Warmei 
rechnen konnen, wenn man die komplizierten Erg 
einer groBen Dampfmascbine mit derselben Genaui 
konnte, wie diejenigen, welche wir unter absichtlicl 
Umstanden in einem Laboratorium heryorrufen, 
welche Him aus seinen Versuchen ableitete, weic 
betrachtlich Yon dem in § 142 mitgeteilten Ees 

Wir werden spater ans den Eigenschafte 
Korper eine Bestimmung des mechanischen Wan 
ableiten, die weniger direct ist als die Yon Jor 
land ausgefiihrte. Sie wird einen nenen Beweis 
daB aus Erscheinungen, bei denen Warme yers 
selbe Wert gefunden wird wie aus denjenigen, bei 
entsteht. 

§ 144. AUgemeine dultigkeit des Gesetzei 
haltung der Energie. VerscMedene Auffassungei 

suchuDg anderer physikalischer Erscheinungen 1 
das Studium der Warmeerscheinungen stets d 
Erhaltung der Energie bestatigt Wir miissen 
wie bereits in § 114 gesagt wurde, daB jeder K 
stimmte Energie besitzt, deren Wert you dem Vo 
peratur und iiberhaupt von alien GroBen, die de 
Korpers bestimmen, abhangt. Bei einem Systei 
haben wir es mit der Energie zu tun, die jedem ( 
ist, wozu dann noch die potentielle Energie k 
den Kraften entspricht, mit denen ein Medium' j 
wirkt, und die strong genommen als Energie 
aufgefaBt werden muB. Ist ein System auBe: 
entzogen, so bleibt die gesamte Energie unverani 
pimmt diese zu oder ab, wenn Arbeit auf od 
System getan wird oder ihm Energie mitgeteilt 
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Im Ijaufe unserer Betrachtungen werden wir noch ver- 
BcliicHlcnu^ „b\)rmen‘* von Energie kennen lernen; jetzt bemerker 
wir !Hich folgendes. 

a) Wenn man die Verilnderungen der Energie eines Sy- 
Btema verfolgon will, muB man iinmer einen bestimmten Zeit- 
rauin oder einen beBtiminten Vorgang ins Auge fassen. Auct 
muB inati hedenken, dajS in der (Heiahumjj die das Qesefx d67 
Enmiie amdriwktj jede^s (Hied eine Arheif odsr eine Energie hedeuten 
mup» Eine Spannung, ein Widerstand, eine Elektrizitatsmengc 
(wie aich ai)Eter zoigen wird) kdnnen niclit als Q-lieder in dei 
(ileichung vorkommen, wohl abor die Arbeit einer Spannung 
Oder eines Widerstandes, eine Wtonemenge oder die Energie 
(aines elektrisiortan Kc'irpers. 

b) Im (tegensatz zu dar kinetischen Energie, die eir 
Kbrper besitzt, wenn er sicdi als Ganzes bewegt, nnd zn dej 
potentiellen Energie, die iluBaren Kdiftcui wio die Scbwerkrafi 
entspricht lumiii man die En(n*gi(‘,, welehe ein Kbrper auBer- 
dem noeb bt'sitzt, oft die innere Energie desselben. Man kani 
sich nun zuweilen mit der Einsicht begnilgen, daB jeder Kbrpei 
eine lieHtimrnte innere Energie hat, und mit dem, was uni 
die Ih^obachtutigim ilbr^r dtm lie^trag deraelben lehren. Wil 
man aber in den Mechanismus der Erscheinungen eindringei 
tmd diese aus den Bowegungen und gegenseitigen Wirkungei 
der kleinstan Teileheii (Molekiile, Atoms) erklEren, so muB max 
ttieii voritellati, daB die innere Energie Ziusammengesetzt is* 
mm dm* potentiellen Energie der einander anziehenden unc 
abstoBenden Teilchen (welcha Energie eigentlich in dem Median 
zwiselien dissen Teilclmn gssucht werden muB) und der kine 
tiscbeii Energie der molekularen Bewegungen. 

Ora welchcm Betrag sich nun bei irgend einer Erscheinuni 
die einzcdnen 1,\dle der iimoren Energie ilndern, kann man aui 
dem Gestifz der Energie allein nicht ableiten; dazu Bind ander< 
Betraclitungen erf(»rdt»rlich, die uns aber oft mehr oder wenigei 
ill! uimicheron lassen. Es liegt z. B* nahe, anzunehmen, dafi 
wenn ein elastiscbor K5rpsr ausgedehut oder gebogen wird 
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die Wame in einer molekularen Bewegung besteht, uns zwi 
Yorstellen, daB bei einer Temperaturerhohung vor allein d 
kinetiscbe Energie der Teilchen zunimmt, aber wir diirfen dab 
dock nicht vergessen^, daB infolge der Ausdehnung des Kbrpe: 
die sich gegenseitig anziehenden Molekiile auch eiiie groBei 
Energie der Lage bekommen baben. 

c) Mit Riicksicht auf die verschiedenen Auffassungeu, dor€ 
man sick bedienen kann, richten wir nnsere AufmerkBainke 
nock einmal auf einen Korper A, der sich auf einer raulie: 
korizontalen Ebene B bewegt und durck die Reibung zu Rul: 
kommt. Acktet man nur auf die Bewegung des Kdrpers a 
Q-anzes, okne an die entwickelte WErme zu denken, so kar 
man sagen, daB sich die kinetiscbe Energie des Kbrpers ui 
einen Betrag andert, welcher gleick der negativen Arbeit dc 
Reibung ist, die von der Ebene ausgeubt wird. Dagegen b( 
kommt die Ebene wenn wir sie festhalten, keine kinetiscl 
Energie, und die Kraft, welcke der Korper A auf sie ausilb 
tut denn auch keine Arbeit, da die Punkte, in denen die^ 
Klraft angreift (namlich die Punkte von B) sich nicht vei 
schiehen. Bei dieser Auffassung mtlBte man also sagen, da 
die gesamte Energie kleiner wird, und dies htogt damit zi 
sammen, daB die Korper zwar gleiche und entgegengeHctzl 
Krafte aufeinander ausuben, dieseKr^fte aber jetzt keine gleicli 
und entgegengesetzte Arbeit verrichten, und zwar deshalb nicln 
weil sick nur die AngrijSspunkte der einen Kraft, aber nicl 
die der anderen Kraft verschieben. 

DaB in Wirklichkeit keine Energie verloren geht, siel 
man erst ein, wenn man auf die entwickelte WErme achte 
Will man sich diese nun als eine molekulare Bewegung voi 
stellen und sich klar macken, in welcher Weise diese Bewegun 
an Intensitat zunimmt, so muB man nicht an mm KraJl, di 
Reibung denken, die der eine K5rper auf den anderen am 
tibt, sondem man muB diese als Resultante von zakllose 
Kraften auffassen, mit denen die Molektile des einen Ktlrpei 
auf die des anderen wirken. 
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laren Bewegung vorkommen. Urn z. B. 1 g Quecksilber von 0^ 
auf 100^ zu erwarmen, sind, da die spezifische Warme 0,031 
ist, 3,1 Kalorien erforderlicli, die einer Energie von beinabe 
13 X 10^ Erg entsprechen. Bezeichnen wir die, mittlere Ge- 
schwindigkeit der Molekiile, in Centimetern pro Sekunde ans- 
gedrlickt, bei 0^ mit nnd bei 100® mit so ist die 

kinetische Energie bei der ersteren Temperatur und bei der 

letzteren namlicb die kinetische Energie nicht von 

der Richtung der Bewegung abhangt, so ist sie, wenn die 
Molekiile mit einer gewissen mittleren Geschwindigkeit in un- 
regelmaBiger Weise hin- und hergehen, ebensogroB, als wenn 
sie sich alle mit derselben Geschwindigkeit in derselben Rich- 
tung bewegten. 

Nun ist 

i^loo"-iV = 13xlO^ 

woraus folgt 

> 26 X 10' 

Oder 

> 1 6000 cm pro Sek. 

Allerdings beruht dieses Eesultat auf einer Annahme, die 
nicht ganz richtig ist, aber eine ganz falsche Vorstellung voe 
den molekularen Geschwindigkeiten gibt sie doch sicher nicht 

Wir knlipfen an diese Betrachtung noch das Folgende an 
Da jeder sagen wird, daB ein warmer Korper mehr „Waxme^' 
enthalt als ein kalter Korper, so liegt es nahe, den Namer 
„ Warme auf die inner e Energie anzuwenden, die durch Tem- 
per aturerhohung zunimmt Sollen wir nun aber diesen Namen 
auch fiir die Energie gebrauchen, die das Wasser von 0^ 
mehr enthalt als Eis von 0® — welche erhohte Energie dei 
Stoff durch Zufuhr von Warme bekommen hat (§ 136) — ob- 
gleich hier die Temperatur in beiden Fallen dieselbe ist, odei 
fiir die Energie einer gleichzeitig erwarmten und gespannten 
Feder, obgleich wir hier nicht ganz entscheiden konnen, wie- 
viel davon der Formveranderung und wieviel der Temperatur- 
erhohung entspricht? 
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zu beftirchten ist, wohl einmal gebrauchen tanrij und zwa] 
weder fiir die gesamte innere Energie oder fur die kine 
Energie oder auch^ etwas nnbestimmter, fiir die mole! 
Bewegung selbst. 

Die Benennung „Warme'^ ist sehr geeignet, uiu die Ei 
zu bezeicbnen, die ein Korper A infolge seiner boheren 
peratur einem Korper B bei der Berlihrung mitteilt; 
Energie kann in der Tat scharf unterschieden werden vo 
Energie, welche durch gewohnlicbe mechanische Wi: 
(§ 115) iibertragen werden kann. Im Grunde geno: 
kommen jedoch nacb der Molekulartbeorie diese beiden 
des Ubergangs auf dasselbe binaus. Die Energie, welc 
an B durcb mecbaniscbe Wirkungen abgibt, stimmt iil 
mit der Arbeit, welcbe die von A auf B ausgeiibten I 
verricbten. Ebenso ist die Energie, welcbe bei einer Berii' 
als Warme iibergebt, gleicb der Arbeit der zabllosen 
kularen Krafte, welcbe die Teilcben des einen Korpers ai 
des anderen ausiiben. Wir konnen jedoch die Wirkung 
dieser Krafte einzeln nicbt erforscben; nur ihre gesamte I 
ist der Beobacbtung zuganglicb. 

§ 146. Mitteilxmg und Fortpflanzung der Warme. 
tibergang von Warme kann in verscbiedener Weise stattf 
Bei der unmittelbaren Beriibrung zweier Korper von ver 
dener Temperatur teilen die Teilcben des einen ihrc 
scbwindigkeit denjenigen des anderen mit, die in ihre 
mittelbaren Nabe liegen. In derselben Weise kann ein 
gang von Warme zwiscben den Molekiilen eines und dess 
Korpers stattfinden: ist an einer Stelle die Temperatur 
als an anderen, so gebt von dem warmen Teil Warme a 
unmittelbar anstoBenden Teile tiber, von diesen auf ' 
entfernte usw., bis schlieBlicb die Warmebewegung sich 
den ganzen Korper ausgebreitet hat. Diese Erscbe: 
welcbe man Wdrmdeitung nennt, findet in verschiedenen S 
in sebr ungleichem MaBe statt; bei demselben Tempe 
unterschied zwiscben zwei Teilen des Korpers gebt je 
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In ganz anderer Weise pflanzt sich. die Warme dum 
Strahlung fort. Diese kann in einem luftleeren Raume stati 
finden, und wahrend die Warmeleitung bereits fur Entfernunge: 
von einigen Zentimetern eine merkliclie Zeit braucht, pflanz 
sich die strahlende Warme mit sehr groBer G-eschwindigkei 
fort. Man hat gefunden, daB die Erscheinung in engem Zu 
sammenhang mit dem Licht steht, was man hegreiflich findei 
wird, wenn man beobachtet, daB ein Korper^ der unter 500 
nur Warme ausstrahlt, bei dieser Temperatur auch Licht aus 
zustrahlen beginnt, wahrend es doch nicht wahrscheinlich isi 
daB die Art der molekularen Bewegungen sich plotzlich voll 
standig andert. 

Wenn ein warmer Korper sich in einer Fliissigkeit ode 
einem Gas befindet, bemerkt man auBer der Warmestrahluni 
und der direkten Leitung noch eine dritte Erscheinung. Zu 
nachst werden die Teile des umgebenden Stoffes, welche mi 
dem warmen Korper in Beriihrung sind, erwarmt, sie dehnei 
sich dabei aus, werden leichter und steigen infolgedessen ii 
die Hohe. Neue Teile des Stoffes nehmen ihren Platz ein, ur 
ebenfalls erwarmt zu werden, und so verbreitet sich die Warm 
durch die ganze Stofi&nenge, weil sie von dem Stoflf selbsl 
durch den sie aufgenommen wurde, mitgefuhrt wird. 

§ 147. Bestimmung des Unterschiedes der ioneren Energi< 
in zwei Zustanden eines Kdrpers oder eines Systems vo] 
Korpern. Wir bezeichnen zwei Zustande eines Korpers ode 
eines Systems von Korpern mit den Buchstaben P und Q un( 
nennen und IT die Werte der inneren Energie in diesei 
Zustanden. Wir nehmen an, daB wir den ersten Zustan( 
wirkhch in den zweiten liberftihren konnen und daB wir zi 
diesem Zwecke w? Kalorien zufiihren miissen. AuBerdem mogei 
auBere Krafte wirken, die eine Arbeit von A Erg verrichten 
Da sowohl durch diese Arbeit (§ 115), als durch die zugefiihrti 
Warme die innere Energie des / Korpers vergroBert wird 
haben wir, ,wenn wir die innere Energie in Erg ausdriicken 

= Ew'+A, . ... (13 

und wenn sie in Kalorien angegeben wird, 
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Diese Q-leicliungen, iu deneii E das mechauische Wii 
aquivalent bedeutet, gelten auch, wemi entwoder w od 
Oder beide negativ sind; man karm sie damn ahor etwas ai 
in Worten ausdriicken. 1st B. die Arbeit der aut 
Krilfte — A, so da6 die erste Gleichung in 

U^ - Ew - A 

iibergeht, so kann man sagen, dajS die xugefiihrte Wiirme 
j iw tibenoindung dee dufieren Widerstandes gediml hat,, der sM 
i Zustandsandenmg mtgegenseixt, um also dm Kdrjm mm Ark 
‘ verHehtm xu, lassm, teils zur Vergriiperurig der innerm Efu 

Es ist zweckmaJiig, die Bedeutung dieser Gleichui 
bereits jetzt durch einige Beispiele zu erlautern, obgieicli 
auf einige der Erscheinungen, denon wir sie ontleiinon, sj 
ausfubrlicher zurdckkoinmen werden. 

a) W&m eim Eliiaaigkeit in einmn off'enm (hpifS his 
Siedepimkt erwdrmt ist, so steigt bei weilerer Wimmt.uf'uhr 
\ Temper cdur niekt; die Fliissigkeit geht in iJampf ron dersi 
j Temperatvr ilber. Die Wdrmcmenge, wdcJm ittan zujTihnm > 
I um die Masseneinheit der Elmsigkmt in Dampf ron dm-selfmn 
\ peratur xu v&nuandeln, loird die Verdampfungmimne gmmmt ; 
Eetrag kann aus den Boobachtungou abgeloitot wenien. 

Wir stellen uns der Einfachheit halber vor, dafi sich 
Eliissigkeit in oinem Zylinder unter einem Kolben liofindet, 
wahrend der Verdampfung nacfi auBen goHc.iiobeii wird. 
der Dampf einem Druok auf den Kolben amubt, remiehtet er 
der Versekiebung eine Arbeit, die man aus der (irofie ilm Dr^^ 
vmd der Versekiebung des Kolbens nhieitm kann. Hotzt niai 
der Gleichung (14) diese Arbeit an Stell© von A ein, und ft 
die Wiirme, die man bei der Verdampfung zufliliren mu 
so lehrt uns die Formel, wieviel die innere Energie des Dam 
grBBer ist als die der B’ltlssigkeit. ISs wird sich sp&ter zei, 
daB Ew grBBer als A ist, und daB also wirklich U ^ 
ist. Dies ist auch begreiflich, wenn man bedenkt, dal 
die Elhssigkeitsmolektlle einander anziehen. wie wir jhw vi, 
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derselben Sicherheit sprechen. Der Dampf hat^ wie gesagt, 
dieselbe Temperatur wie die Fliissigkeit, ^nd yieles spricbt 
dafiir, dafi unter diesen Umstanden die molekularen Geschwin- 
digkeiten in beiden gleich gro6 sind. Es ist in der Tat nicbt 
nnannehmbar, da6 der Ubergang von Warme von einem Korper 
an einen anderen voUstandig durcb. die Geschwindigkeit der 
Molekiile bestimmt wird, und daB also der Dampf und die Flussig- 
keit, wenn diese Geschwindigkeiten gleich groB sind, ein Thermo- 
meter auf denselben^Grad erwarmen konnen. Nimmt man voll- 
kommene Gleichheit der Geschwindigkeiten in Dampf und 
Fliissigkeit an, so kommt man zu dem SchluB, daB sich die 
kinetisohe Energie bei der Verdampfung nicht andert und dafi 
also die zugefiihrte Warme dazu gedient hat, um die inn ere 
Arbeit zu verrichten und um die anziehenden Krafte zu iiber- 
winden. 

b) Durch Zusammendriickung und Abkiihlung konnen wir 
einen Dampf zu einer • Fliissigkeit verdichten. Was vorhin 
mit dem Zylinder geschah, kann z. B. auch umgekehrt statt- 
linden ; der Kolben wird nach unten getrieben und eine ebenso 
groBe Menge Warme wie vorhin zugefiihrt wurde, wird dem 
Zylinder entzogen. Dies& Warms ist jetxt vum Tail der Arbeit 
der Kraft, die von aufen auf den Kolb&n udrkte, %um Tail der Ver- 
mindsrwng der irmeren Energie m, verdanken, 

Man kann sagen, daB die betreffende Warme be/i der Ver- 
diehtwng des Dampfes mc Flussigkeit entstcmden ist Sie wurde jetzt 
dem System entzogen, sie kann aber auch in demselben ge- 
lassen werden. Stellen wir uns vor, um zugleich ein Beispiel 
zu haben, in welchem das Glied A in der Gleichung ver- 
schwindet, daB eine Dampfmasse, die in einem Eaum von un- 
veranderlichem Volum enthalten ist, sich ohne irgend einen 
EinfluB von auBen zum Teil zu Fliissigkeit verdichtet. Auch 
dann wird Warme entwickelt, die jetzt aber eine Temperatur- 
erhbhung zur Folge hat. Die Energie des Systems von Mole- 
kiilen bleibt unter diesen UmstEnden unverandbrt, aber es ist 
eine andere Form von Energie entstanden. Bei der Anndhs- 
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mischen Verbindung muB einer alinlichen Ursaclie 7Aigeaclirieb 
werden. Die Teilchen, welche in die Verbindung eiiitrett’ 
nabern sich einander mit beschleunigter Bewegung; die ej 
wiGkelte Wdrme oder kinetisehe Energie ist dm Aqui valent a 
Energie der Lage. wd6h& die Teilchen haUen^ hevor sic Hirer .4 
%ieh%mg Folge geleistet katten, Wir konnen dit^ letztere Knerg 
yjGhe^nische Energie der Lage^^ nennen. Bet der e/iemiseken Zr 
setzung nimmt sie auf Kosten der Wdrnie %u. 

Es verdient jedoch bemerkt zu werden, dali bei Ve 
suchen iiber die Warmeentwicklung bei cheiniscban Prozensc 
(tbermochemiscbe Bestimmnngen) gewohnlich Wilnne de: 
System entzogen (oder zugefuhrt) wil’d und auch iluBera Krllfi 
eine Arbeit verrichten konnen; so rniiB dann winder nine (b 
Gleichungen (13) und (14) angewandt werden, Man denkc'^ sic 
z. B., in einem Kalorimeter ein System von Kbrparn, welcln 
durch diinne Platinwande vom Wassor getronnt ist; dutch tvine 
chemischen ProzeB moge es aus dern ZustandPin den Zustand 
libergehen. Aus der Temperaturveranderung kann abgebdti 
werden, wieviel Warme dem System durch das Wanser mil 
geteilt oder entzogen worden ist, und also auch, wtnm nutigmi 
falls auf die Arbeit auBerer Krafte geachtot wird, urn wii‘vi< 
die innere Energie nach dem chemischen ProzeB grtlBm’ ode 
kleiner ist als vor demselben. 

Man muB bei dem Gesagton berllcksichtigen, daB man be 
zwei Kbrpern, die sich einander anziehen, selir gut von eini^ 
Energie der Lage sprechen kann, auch wenn sie so weit nm 
einander entfemt sind, daB die Anziehung uninerklicdi ini 
Setzt man z. B. fest, daB ein Stein in bezug auf die Erdt!i idrii 
potentielle Energie Null haben soil, wenn er aiif dem lloflei 
liegt, dann hat die potentielle Energie einen positiven Wert, wimi 
er auf eine gewisse Hohe gehoben ist Stelit man sich iiui 
vor, daB die Anziehung unmerklich wird, wenn der Alwliim 
von der Erde einen gewissen Wert I tibersteigt, no wird be 
Entfernung bis zu diesem Abstand die Energie der Ijiige dci 
Steins fortw^hrend zunehmen und wird bei noch 
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olxirflilche lierablilllt, auf ilin (wenn axicli iiicht sofort) ei 
Kralt wirkt, die eine Arbeit A verriclitet. Kbeiiso kami m 
Hcdir gut HHgeu, daB ein Atom WaHseratoff und ein Atom Chi 
wemi Hie iioch keiue Auziehung aufeinander ausiib( 
eine gewiH8(^, poteutialle Euergie besitzeu. 

Wit‘ gruB die chemische EruTgie der Lage ist, ergibt si 
aus eiiier (dubudien Bertudnuing. Ein Gramm Chlor entwicki 
Ind der Verbiadung mit Wansorstoff 600 Kaloriem Hiera 
folgt, daB m dem Wasserstoir gegcnilber, mit dem es sich yc 
biiideu kann, eine ebenso groBe Euergie besitzt wie ein G 
wiclit von lOOOg in bezug auf die lirde haben wllrde, wei 
OH Hich in einer Mbhe von 250 m befdnde. 

d) Ahnliche liivmerkungen, wie wir eie liber das Verdampf 

inaehten, gelton autdi fiVr das Schmel:mL Die Wllrmemeni 
wcdche wlUirmnl der Anderung des AggregatzuHtandes zugofill: 
wtirden muB, die Schmelzwflrme (§ IBOldicmt, du helm iSahmelz 
keim aHjjitre, Arhelt wird^ zur Erhcilm: 

der innenm Euergie* Nimmt man an, daB wegen der Gleic 
htut der Temperatur dm kimdiHcIu*. Euergie niclit verilndert i 
HO kommt man zu dein HedduB, dap dm IflmmjkeM edm gropt 

Energm hat ala diir fmki Kdrper. Dies ist, da sich c 
dkdlcdien einandim anziehen, sehr begreiflich in deiyenig 
ElUlen, in denan bairn Hchmalzen das Volum grBfier wii 
Wenigar einfaeh ist die Sacha bei einam Kbrper wie Eis, d 
Hich bairn Schmeban zusammenzieht. Vielleicht enthilt d 
Eis (Jruppari von Teilchen, die, wenn aucli das Gesamtvolu 
klainar wird, skh selbst ausdehnen uud daher eine grdBa; 
potantiella Bhiargi© bekommem 

e) SchlieBlich weiseu wir noch darauf bin, dap eim A 
gdm iibrn* dm inmre Krmrgw dnm t^yaimm var mid %m$h ein 
phgdkaUmdim odsr rfmmiatJmn Utmmndlung nur dann Sinn hi 
wmn hinxagvfiigt yard, m ymhdmm Zmfand smh die KiJrper n 
tmi naeh der Umwandlumj hefinden und wekhs Temperaiur i 
jedeamal hafmL 

Man hat z. li bestimmt, wieviel die inner© Euergie ein 
Gramms Wasserdampf von wenigar betrigt als die BJnerg 

des darin enthaltenen Sauerstotts und Wasserstoffs, wenn die 
Gase l)ei derselben Teinperatur miteinimder vermischt sin 
Will man nun tlUssiges Wasser von 15‘^ mit dem Gemisc 
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vergleichen, so findet man einen etwas groBeren Energ: 
schied, da die Energie des Wassers kleiner ist als 
Wasserdampfes. Hat man eine Untersuchung ansgefiil 
die Energie des Wassers in verschiedenen Zustanden ui 
die des Sauerstoffs und des Wasserstoffs bei versch 
Temperaturen, so kann man aucb sagen, wieviel die ^ 
von z. B. einem Gramm Eis kleiner ist als die eines G 
Knallgas von 0®. 

Eine chemische Umwandlungswarme kann oft c 
bestimmt werden, da6 man die Zustande der Korper \ 
nack der Umwandlung beide mit einem dritten Zusta: 
gleicht 

Aus der Verbrennungswarme des Phosphors z. B 
man ableiten, uin wieviel die innere Energie des Syste 
Phosphor + dem freien SauerstofiP, mit dem er sich ve] 
kann, groBer ist als die Energie der durch die Verbr 
gebildeten Phosphorsaure bei derselben Temperatur 
Eesultat ist fur gelben Phosphor um 600 Kalorien gro 
fiir roten; um diesen Betrag tibertrifft also die innere J 
eines Grammes Phosphor in dem ersteren Zustand die 
zweiten, und diese Warmemenge muB entwickelt werden 
der gelbe Phosphor in den roten iibergeht. 

§ 148. Energie in der Ifatur. In der Natur find 
viele Beispiele von Umwandlungen von Energie in { 
MaBstab. Die Pflanzen haben ihr Wachsen der Ener 
Sonnenstrahlen zu verdanken, durch die sie in den Sta 
setzt werden, aus StojSTen wie Kohlensaure und Wass 
Substanzen zu bilden, aus denen ihr Korper aufgeba 
Das Starke Band, welches in der Kohlensaure und im ' 
die Elemente vereinigt, wird durch das Sonnenlicht 
und macht unter Austritt von Sauerstoff Platz fiir eine 
innige Verkettung der Atome. 

Dienen spater die Pflanzen als Nahrung fiir die Ti 
so verscbaffen sie dieser auch Warme und mechanische 1 
Die komplizierten chemischen Umwandlungen im tie: 
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kommt. So hat aucli der Mensch seine Energie direkt od( 
auf einem Umweg von der Pflanzenwelt bekommen. 

AuBer liber diese Energie verfiigen wir auch iiber d; 
Energie, welche nns von der Natur geboten wird, iiber di 
kinetiscbe Energie des Windes und des stromenden Wasser 
die potentielle Energie des Wassers, bevor es von einer H51] 
berabstiirzt, die chemiscbe Energie, welcbe die Steinkoblen dei 
Sauerstoff gegeniiber haben. Gibt man sich Recbenscbaft vo 
den Umwandlungen, welche diese Energie erlitten hat, bevc 
wir uhsere Maschinen mit ihr treiben, so kommt man zu dei 
SchluB, daB sie in alien Fallen von der Sonne herkomm 
Diese hat das Wasser verdampft und auf die Spitzen de 
Berge gefiihrt; sie hat, da sie die Erdoberflache ungleich ei 
warmt, die Winde hervorgerufen; sie hat endlich 'die Pflanze 
beschienen, deren Uberreste in den Steinkoblen fur uns au; 
bewahrt worden sind. Die Warme und das Licht eines Steii 
kohlenfeuers konnen als ein Teil des Sonnenlichtes betrachte 
werden, welches in langst vergangenen Zeiten die Erde be 
strahlt hat und dessen Energie in den Steinkohlenlagern au; 
gespeichert wurde. 
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Feste Korper von unveranderlicher Form. 

§ 149. Translation nnd Eolation. Der Znsammenl] 
zwischen den Teilchen eines festen Korpers ist in yielen Fa 
im Vergleich mit den auBeren Kraften, die auf ihn wir 
groB genng, um jede merkbare Formveranderung durch d 
Krafte zu verhindern. Man drtickt dies dadnrch aus, daB ] 
von einem starrm Korper spricht. Die Bewegnng und 
Gleichgewicbt eines solcben sollen in diesem Kapitel besproc 
werden. 

Unter einer Translation oder y&rsdkieh wfiQ eines Kbrj 
versteht man eine Bewegnng, bei welcber alle Punkte gle: 
Wege in der^^ben Eichtnng znriicklegen. 

Eine Rotation oder Drehung ist eine Bewegung, bei wel( 
jeder Punkt einen Kreisbogen in einer Ebene beschreibt, 
senkrecbt auf einer festen Linie, der Aehse, stebt, in welc 
der Mittelpunkt des Kreises liegt; dabei baben aUe in dersel 
Zjeit bescbriebenen Kreisbogen gleicbe Zentriwinkel. Die Ac 
kann sowobl innerbalb als auBerbalb des Korpers liegen. 

Bei einer Translation hahen alle Punkte des Korpers diei 
Oesehwindigkeit. Bei einer Rotation ist die Oeschwindigkeit j 
portional der Entfernung des hetreffenden Punktes von der Ac 

Ebenso wie man bei der Bewegung eines materie 
Punktes von der Gescbwindigkeit spricbt, spricbt man bei 
Rotation eines Korpers von der Winkelgeschwindigkeit. 

Die Rotation beiBt gleicbformig, wenn sicb der Korpe; 
beliebiff gewablten gleicben Zeiten um gleicb groBe Winkel dn 
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einer beliebigen Zeit bescbriebenen Winkel durch. diese Zeit 
dividiert. Bei einer nicbt gleicbformigen Rotation wird die 
Winkelgeschwindigkeit gefunden^ wenn man den Winkel, nm 
den sicb der Korper in einer unendlich kleinen Zeit dreht, 
durch diese letztere dividiert (vgl. § 61). Bei Angabe der 
Winkelgeschwindigkeit li^erden wir den Winkel in BogenmaB 
(§ 19) ausdrticken. DemgemaB steht die Winkelgeschwindigkeit 
in einem einfachen Zusammenhang mit den Geschwindigkeiten 
im gewohnlichen Sinne des Wortes (lineare Geschwindigkeiten) 
der Punkte des Korpers. 1st namlich Winkelgeschwin 
ke it, so be deutet dafi _ein_Piiinkt im Abstand der 

Achse pro JZeiteinheit einen Kreisbogen o? durchlauft; co ist 
also auch die lineare Geschwindigkeit dieses Punktes, und fiir 
einen Punkt im Abstand r von der Achse ist die Geschwindig- 
keit bestimmt durch die Gleichung 

V = (j[)r, 

§ 150. Bewegung von Figuren in einer Ebene. Bei einer 
Figur von unveranderlicher Gestalt und GroBe, die sich in 
einer Ebene bewegen kann, sind eine Translation und eine 
Rotation um einen festen Punkt die einfachsten Bewegungen. 
Kompliziertere Bewegungen konnen auf diese zuruckgefiihrt 
werden. Die Figur kann z. B. nach- 
einander um verschiedene Punkte ro- 
tieren; man kann dies bei einem Vieleck 
beobachten, welches auf einer geraden 
Linie „fortgekantelt^^ wird. Es ist sogar 
mBglich, daB die Rotation jedesmal nur 
wEhrend eines Zeitelementes um den- 
selben Punkt stattfindet, der dann sofort 
durch einen neuen Rotationsmittel- 
punkt ersetzt wird. 

Dies ist der Fall, wenn eine krumme Linie (Fig. 103) 
auf einer geraden oder krummen Linie rollt Der Be-, 
rtihrungspunkt A ist dabei der Rotation smittelpunkt, aber so- 
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Linie beschreibt nun eine Bahn, die als eine Aneinf 
reihung von unendlich kleinen Kreisbogen P Q, QR usv 
gefafit werden kann, die die Punkte A, B, G usw. von 
Mittelpunkten haben. Mit der rollenden Linie kann 
eine beliebige Figur fest verbunden sein; ein Punkt 
letzteren, der sich z. B. in der Lage M befindet, wenn 
Beruhrungs- punkt ist, beschreibt dann ebenfalls une 
kleine Kreisbogen mit den Mittelpunkten A, B, C usw. 

Man wird sich leicht eine Vorstellung von den B 
machen konnen, die beschrieben werden^ wenn ein Kre 
einer geraden Linie oder auf einem anderen Kreis, enl 
auf der AuBenseite oder auf der Innenseite des letzteren 
Wenn zwei Lagen einer Figur in einer Ebene gegeben si 
sind zabllose Bewegungen denkbar, durch die sie ans der einen ] 
die andere iibergehen kann. Angenommen , Pi und Pg (Fig. 10^ 
die beiden - Lagen, ^ und die Punkte, die in der ersten Lage 

und Pj liegen, seien in der ; 
Lage nacb und geki 
Dabei sei A^ nicbt para 
A^ Pj. Man kdnnte, um di( 
aus der ersten Lage in die 
bringen, die Figur erst verse 
so daB J .1 nacb A^ kommt, 
dann um A^ dreben; ode: 
konnte durcb Versebiebung 
P 2 zusammeufallen und dan 
Drebung um den letzteren 
folgen lassen. Aucb durcb m 
zwei Versebiebungen oder Dre 
kann man das Ziel erreicben, 
durch eine ein%ige Dre h ung. E 
man nSmlicb in der Mitte vo: 
und Pj Pa Senkreebte und ist 0 der Durcbschnittspunkt derselt 
kann man beweisen, daB die Winkel Ai 0 und B^ 0 B^ gleicl 
daraus folgt,- daB eine Drebung um 0 um den Winkel A^ 0 A^ 
zeitig Ai nacb A 2 und Pj nacb Pg, folglicb die ganze Figur 
Lage Pa bringt. 

Sobald in irgend einer Weise ein Punkt gefunden ist, der 
Lagen Pj und Pg dieselbe Stelle einnimmt, so ist dies natiirlicb der 
um den die gesuebte Drebung stattfinden muB. 
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•otieron, die durcli dieseii Punkt gezogen wird. Br kanii sicli 
luch nacheiiiander um vorscluedene durch 0 geliende Achsen 
Irelien, und weim sick die Richtung der Aclise fortwahrond 
liuloi't, so daB sich dor Korper nur willirend einer unendlich 
doiiuiu Vj&it um diesolbo Liuie dreht, so hat die Bewegung 
Vhiilichkeit mit der im vorigcii Paragraphen hesprochenen 
•ollenden Bewegung von Linien. 

Man denke sich niiinlich eino Kegeltlache (Pig. 105) 
iiit der Spitze 0, die mit doni beweglichon Korper verbundeu 
at, und eino zweito Kegclfliicho A' mit 
lerselbon Si)itze, die eino unverander- 
iche Lage im Raum hat Nachdera, 
vie die Figur angibt, h\ mit einer dor 
jrzeugenden Linien auf Aj gelegt ist, 
fann man don orsten Kegel auf dem 
'.weiten rollen laasc.n, so daB sich die 
xiiden Flilcliim immor lilngs einer or- 
uiugenden Linii*. beriihren. Der mit A' 

,'<'rl)uiulone Korper niinnit an dicsor 
[iewegung toil, die in jedem Augenblick 
n einer Rotation mn die Linie besteht, lilngs der gorado die 
I ioriihrung stattfindet 

Dio bekaunte Bewegung einos sclmell rotierenden Kreisels, 
losHon geneigto Achse eine Kegolfiilcho beschreibt, kann in 
lieser Weise als dtis Rollen eines mit dem Kreisel verbunde- 
:ien Kegols mit kloinem Winkel nn dor Spitz© tlber einon 
eston Kegel aufgefaBt wordon. da, man kann boweiscn, daB 
edo Bewegung eines KSrpors urn oinen fasten Punkt von der 
oeschriobonon Art ist; nur muB man borllcksichtigen, daB an 
Stfille der Kegel vielililcliige Kckon vorkommen kbimen, die 
Iboreinander „kanteln“, daB einer der beiden Kegel (lurch 
^ine Kbene eraetzt sein kann und daB sich der eine Kegel 
luf der Innensfjite des anderen befinden kann. 

KhtuiHowtoiig witj Iwi einer Plgur in einer Kbone, ist boi eiiusni 
Ktirjier mit einem fasten Punkt eine Bewegung durch die Anfangs- 
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dritte Achse nennen wollen. 
0^1 (Fig. 106) in die Lagen 



Der tJbergang aus den Lagen 0 Zi, 
0X2, 0 Fg, OZ^ kann dann u. a, ii 
folgenden versckiedenen Weisen stattf 

a) Man dreht den Korper urn dk 
Achse, bis die zweite ans der Lage 
in die Ebene OZ 2 F 2 gekommen ist; 
wird durch eine Drehung nm die j 
A chse auch die erste in diese Eber 
bracht. Die dritte Achse hat hier 
bereits die auf der Ebene OZg 
rechte Stellung 0 angenommen-, 
Drehung um diese Linie bewirkt, df 
erste und zweite Achse mit 0 Zg 
0 Tz zusammenfallen. 


Man kann auch Drehungen um die Achsen in anderer Keihei 
aufeinander folgen lassen; man kann z. B. zuerst um die dritte, 
um die erste und zuletzt um die zweite Achse drehen. Der 
um den sich der Korper jedesmal um eine der Achsen drehen mu 
dann nicht derselbe wie bei der zuerst genannten Keihenfolge. 
kann daher nicht sagen, da6 die gewiinschte Anderung der Lag 
durch Drehungen von ganz bestimmter GroBe um^ die drei Achsi 
halten werden kann. 


b) Durch eine einzige Drehung, die iibrigens noch um vers chi 
Achsen stattfinden kann, wird der dritten Achse die Lage 0^ 
geben ; eine Drehung um 0 Z^ bringt dann die anderen Achsen in c! 
wiinschte Eichtung. 

c) Die gesamte Anderung der Lage kann auch 

Drdiung erhalten werden; allein diese muB um eine hestim mie 
stattfinden. Da sich namlich beim Drehen um eine Achse der "W 
den eine beliebige linie des Kdrpers mit derselben bildet, nicht ft 
muB die betreffende Linie gleiche Winkel mit 0 Zj und 0 Zg und e 
mit 0 Yi und 0 Y^ bilden. Sie ist daher der Durchschnitt zweier 
0 gehenden Ebenen, von denen die eine senkrecht auf der Ebene Z^ 
steht und mit OX^ und OZg gleiche Winkel bildet, wfthrend die 2 
sich in derselben Lage in bezug auf den Winkel Ti 0 Y^ befindet 
einer Betrachtung der gebildeten dreiflachigen Ecken ist leicht 
leiten, daB das Ziel wirklich durch eine Drehung um die in 
Weise bestimmte Achse erreicht werden kann. 


§ 152. Zusammensetzung von Drehungen nnd Winkelgescl 
digkeiten. Es seien OA und OB zwei feste Linien im.Eaum (Fi| 
und es rotiere ein Korper zuerst pm OA um einen Winkel a und 
um OS um einen Winkel (9. Die. Eichtung dieser Drehungen ^ 
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Wir logon mm dutch 0 A zwei Ebenen AOD und AO die an 
der Vorderseite mid der Hinterseite der Ebene AO B mit dieser einen 
Winkcl il-a bildeu; cberiao zwei Ebenen dutch 0 die mit A 0 jBWinkel 
bilden. Die beiden Ebenen auf der Vorderseite von A OB schneiden 
aich in der Linie 0 1), die beiden anderen in der Linie 0 C- 

Auf jcdtsr Seite von A 0 B entsteht nun eine dreiflachige Ecke 
und dicBC beiden Figuron nind kongruent, so daB L A 0 p = L AO C und 
L B 0 D : • L B 0 C ist. Earaus folgt, daB die Linie des Korpers, die 
zuerst mit OG zusainmenfallt, nach der ersten Drehung die Lage OD 
annimmt, abet bei der zweiten Drehung wieder nach 0 G zuriickkehrt. 
Da also dicse Linie nach Vcrlauf der beiden Drehungen wieder ihre ur- 
sprilngliche Lage hat, inuB die gesamte Anderung der Lage des Kdrpers 
auch {lurch cine (unzige Drehung um J2 j 2 erhalten werden konnen. 

In derstdlicn W(use nieht man ein, daB, wenn zuerst die Drehung 
um (Ui und dann die um OA stattfltnde, die Linie in ihre Lage 
zuriickkcbren wiVrdcu Die Ileihenfolge, in welcher die beiden Drehungen 
stattfinden, ist also nicht glcichgiiltig. 



Wir itallim uns \un vor, daB die Winkel a und ^ immer kleiner 
gawfllilt werden; die Llnien 0 0 und OD n^hern sich dann emer wnd 
ikmdlmi Linie O M (Fig. 108), die in der Ebene A OB liegt. Bei w%r 
tmiikk klmfmh Drahimgeu um die Acbsen OA und OB ist daber die 
Rciihcinfolge, in weleher die Drehungen stattfinden, gleichgdltig; sie 
kihuien in jedom Fall dutch eine Drehung um die Linie 0 B ersetzt 
werden. 

llm die Lage dieser Linie zu beatimmen, beachten wir, daB in 

Fig. 107 

sin A O Orsin BOG— 


lit, tiaB alio aucli In Fig. 108 

sin A O E: sin B 0 B ^ sin | a 

Hein muB, Wenn aber a und ^ unendlich klein sind, kann man bierfur 
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Parallelogramm beschreibt. Die Diagonale 0 E desselben ist die Achse, 
um welcbe die mit den Drehungen a und ^ dquivalente Drebung'j d. h. 
diejenige Drehung stattfinden muB, welcbe den Korper in dieselbe Lage 
bringt, die durcb die Drehungen a und ^ erreicht wird; ayJSerdem gibt 
0 E die Ricktung und die GrofSe dieser Drehung an. Das erste zu be- 
weiaen, konnen wir dem Leser uberlassen. Um das zweite einzusehen. 
brauchen wir es nur fiir einen einzigen Punkt des Kdrpers zu beweisen. 
Der Einfacbbeit balber wablen wir diesen auf 0 B. Es Seien P Q nnd 
PR Senkrechte auf OA und 0 E. Der Punkt P wurde sich bei der 
Drebung um 0 jB nicbt verscbieben ; durcb die Drehung a um 0 A wiirde 
er nacb vom, in einer Ricbtung senkrecbt zur Ebene A 0 Bj eine Strecke 
a y. P Q durcblaufen; dieselbe Verscbiebung muB er durcb die Drehung 
um 0 E bekommen, deren Betrag, wie wir annehmen wollen , dem 
Winkel ^^X^entspricbt. Man hat also 

^ axPQ =exPE. 

O) 

Nun baben die Dreicke OAP und OEP gleicben Inbalt, woraus 
folgt, daB 

OAyPQ^OEyPR, 

In Verbindung biermit gibt die vorige Gleichung 
a : e = 0 A: 0 E. 


Da aber die Lange von OA den Betrag der Drebung a vorstellt, 
muB 8 durcb OE vorgestellt werden. 

Wir benutzen Pig. 108, um einen wicbtigen Satz zu erwabnen, ohne 
jedocb den Beweis fiir denselben zu fiibren. Wir konnen uns drei ver- 
scbiedeneBewegungen des Kdrpers vorstellen, namlich Drehungen um die 
Achaen 0 A, 0 5 und (9 mit Winkelgescbwindigkeiten, die durcli die 
L^ge derVektoren OA, OB und OE vorgestellt werden, und in E.icb- 
die durcb die Eicbtungen dieser Vektoren angegeben werden. 
Ein beliebiger Punkt des Kdrpers, in oder auBerbalb der Ebene A 0 B, 
bat bei jeder dieser Bewegungen eine bestimmte G-escbwindigkeit, und' 
man kann nun beweisen, daB die Gescbwindigkeit, die er bei der dritten 
Bewegung hat, dadurcb erbalten wird, daB man die Geschwindigkeiten der 
beiden anderen Bewegungen mit Hilfe eines Parallelogramms zusammen 
setzt Wenn also ein Punkt des Kdrpers die Geschwindigkeiten der 
Drehungen um OA und OB zugleicb bat, so bat er die Gescbwindigkeit 
der Drebung um 0 was man aucb kiirzer ausdriicken kann, indem man 
sagt, daB, wenn der Korper zugleicb die Drehungen um OA und OB 
hat, er sich um 0 B'mit der durcb diesen Vektor bestimmten Winkel- 
gescbwindigkeit dreht. Wenn man nSmlicb sagt, ein Korper fiibre zwei 
Bewegungen, in diesem Fall zwei Drehungen, zugleich aus, so meint man 
damit, daB jeder Punkt des Kdrpers die Geschwindigkeiten dieser Be- 
wegungen zugleicb bat., ' ^ 


Ijfan sagt auch, dafi die beiden Winkelgeschwindigkeiten, die wir 
1 1 ™^ angegeben haben, miteinander zu einer einzigen 

Wxnkdgeschwin^gkeit, .die dureh 0 i?. angegeben wird, „zu8ammen- 
gesetzt werden konnen. In derselben Weise kann man auch mehi- als 
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2wei WinkelgeHchwindigkoiton zusiimrnonsetzen, Umgekehrfc kami eine ge- 
gabouo Winkolgoschwiucligkoit in zwoi oder mclir andere „zerlogt‘^ werdeii. 

v:? 153, Allgemeinste Bewegxmg eines festen Korpers. Ein 
Kvrper kann ztigleiak eine Tramlaiio?i und eine Rotation hahehy 
n^ohei^dann noah die Riohfuny 'imd die Oeschwindigheit der 
laiiun^ die liiektung der Ratal ummokse luid die Winkelgesdvwindig- 
keit aiok vo?i elnem Augenhlio/c znm andcrn dndern kon}ien, Jede 
heMetuge Rewegutuj eincAi festmi Kdrjpers kann in diescr Weiae auf-- 
gefafll werden, 

Drelit Hich ein lv{)ri)er fortwalirend mu dioHolbe Aclise 
und hat or auBerdoin eino Translation in der Eiclitung dieser 
AcliHo, BO boschroibt jedor Punkt, wenn beide Bewegungen 
gleichfurmig aind, cine Schraubenlinie. Die Ganglibhe aller 
dieaer Sehraubonliuien ist dieaelbe, ntailieb der Weg, der boi 
der l^ranalation wilbrond elner Uindrohung zuriickgelegt wird. 

§ 164, Zusammenhang zwischen der Arbeit der auBeren 
KrS.fte und der kinetisclien Energie des Korpors. Wir haben 
augouoinnuui, dali sicli an deni innoren Zustaud der l)otrach- 
tivteu K()rper niehtB andert und duB also aucli von oiner Andc- 
ruug di‘r iiuioreu Kntu’gio koine Rode ist. Audi Htollcn wir 
uuB vor, dali koine Mittoilung odor Kntziohung you Wllrme 
Htattlimhd, Auh dem im vorigen Kapitol Besprochenen folgt 
daun, (biB die Arfmii der iinflmn Krdfle gkioh der Vmtmhrung 
der kimiiecimn Eirngm der wahrmfmbarmi^ Bewegmgen isL 

Werden die EuBeren KrEfte (lurch ein Medium ausgollbt, 
HO daB ihre Arbeit gleich der Verminderung der potentiolleii 
Knergie iet, so kann man sagon, daB die Sumino dieser 
Knergia und der soeben gonannten kiuetiadion Ruergie kon- 
Htant bleibt 

§ 156. AUgemeine Bedingung fdr das ftleiohgawioht. 
Aim dioHom Hatz kann man ableiten, ob idn KSrjier, der an- 
fangH in Ruh(3 iat, durcdi ein gegebanes System von KrEften 
in Bewegimg genetzt werden wird und, wenn ja, in welcher 
Richtung. Uomi wenn Bowegung entstehen soli, so muB auch 
kinatisohe Knergie entstehen und muB also die potentiello 
Kriergia abnehiiuun Folglicli : 

Mn Kdr^)er, der anfang.^ in Jiuhe kann dch nur in einer ■ 
mdc/mn Ukhiung in Ikwrgung eeixm^ daji die En&rgie der Ijage* 
kkimr wird. 


i 
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Angenommen, unter alien Lagen, die der Korper ein- 
nehmen kann, sei eine — die wir P nennen wollen — in 
welolier die potentieUe Energie kleiner ist als in jeder anderen 
Lage. Befindet sick dann der Korper in dieser Lage, so kann 
er sich nickt in Bewegung setzen, da seine Energie der Lage 
nicht noch rachr aknehmen kann. P ist also eine Oleich- 
gewiehtslagefi Aker wir konnen noch etwas Hnzufiigen. Hat 
man den KSrper in eine Lage gebracht, die . von P etwas ver- 
schieden ist, und Mt man ihn dann los, so kehrt er in die 
Lage P znriick, eben weil er immer eine Lage aufsncht, in 
welcher die Energie der Lage kleiner ist als die ursprung- 
liche. Die Gleichgewichtslage P stellt sich also nach kleinen 
Storungen wieder her, was man dadurch ausdriickt, daU man 
sagt, das Gleichgewicht sei besiandig oder stabil. Also: 

|L Pw Korper ist im stdbUen Q l&iohqeioicM^ seine Energie 

M der Lage ein Minimwm ist. 

, Als Beispiel kann eine Kugel im tiefsten Punkt einer 
Kngelschale dienen. 

Mat einer zweiten Art von Gleichgewicht hat man es zu 
tun, wenn die eine Kugel auf dem hSchsten Punkt einer anderen 
Kugel liegt. Dann kann die erste Kugel fallen, aber da sie 
dies bei' einer Bewegung nach rechts ebenso gut tun wilrde 
wie bei einer Bewegung nach links, so ist kein Grund vor- 
handen, weshalb sie nach der einen und nicht nach der anderen 
Seite gehen soUte. Nach der geringsten zufalhgen Verschiebung 
aber wird sie sich immer weiter von der urspriinglichen Lage 
entfernen. Man sagt daher, daB sie sich in dieser Lage im 
unbestdndigen oder labilen Gleichgewicht befindet. 

}i .Bmgie der . 

u Lage ein Maximum ist. 

Dieses Wort muB bier so aufgefaBt werden, daB sowohl 
bei einer Verschiebung nach der einen als nach der anderen 
Seite die potentieUe Energie abnimmt. Obwohl der KSrper 
stets Lagen von kleinerer potentieller Energie zu erreichen 
strebt, ist kein Grand einzusehen, weshalb er sich nach der 
einen und nicht nach der anderen Seite in Bewegung setzen 
soli. Der geringste zufallige StoB gibt aber den Ausschlag 
und der Korper entfemt sich immer weiter von der Gleich- 
gewichtslage. 
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Da dc^*artige siorende EinfUisse nioM ganx %u v&nmidan sind, 
kann man das labile Gleichgewioht nicht vej^wirkliGheri, 

Es verdient weiter bemerkt y.u ^werden, daB bei einer 
Kugol, die auf einer sattelformigen Flilclie ruht, die Energie 
der Lago in bezug aiif eiiiige Verscliiebuu gen ein Minimum 
und in bezug auf andere oin Maximum ist. Audi bier ist das 
Gleidigewidit labil 

Ein Kbrpor kann endlicb iin glGichguUigen odor indiffermlen 
Gleidigewicbt sein; biermit meint man, dali or audi nadi 
einer Verschiobung noch iin Gleicligewicht ist. Dios ist der 
Fall bei einer Ktigel auf einer liorizontalou Kbeno und iin 
allgemeinon, wenn bei einer Vorsclu?feiiBgili® pptffltialle JBnorgjo . 
wodor ab - .upcb zuuimint. 

Hat man es, was die Energie der Lage betrifft, mit keinein 
dor besprochenen Killle zu tun, so ist dor Kbrjier nicbt iin 
Gloicbgewiclit. Dio potontielle Kuorgio kann dann bei einer 
Howegung in einer bostiininteu Riohtung abnolnuen, wilbrend 
sie bei einer c.ulgegongosetzton Howogung ziiuobmon wUrde, 
und der Kbrpor sotzt sick in dor zuorst genaunten Kicktuug 
in Howogung. 

^ 150. Andere Eotm der Gl6iohgewicli.tBbedmgung. Das 
iin vorigon 1‘aragraphea benutzto Beiapiel von einer Kugol, 
die im tiofston Punkt einer Kugelschalo oder auf dom hOchsteu 
Punkt oiner auderen Kugel liegt, gibt noch zu einer Bemerkung 
VeranlasBung. Da namlioh die FlUche, auf weloher die Kugol 
ruht, im Bertlhrungspunkt horizontal lEuft, bleibt die Kugol 
bei einer unendlich kleinen Versohiobung auf dersolbon HOlio 
und OH andert sich also die Energie der Lago nicht. Das- 
selbe gilt auch in andoron Fallon. Wenn z. B. oin System 
durch eino Lage von stabilem Gloichgewicht F geht, so ijtiufi 
die ))otontioHe Energie bei der AnnEherung an F abnehmeu 
und dann winder zunehmeu, was nur dann mBglich ist, wenn 
Hie bei oiner unendlich kloinon VerrUckung durch die Lago 
F hiudurch denaolbon Wort behalt. Also: 

Wnnn ein Klirjper im GleieJigewieftl ist, dtideri sich Im einer 
nnenillwk kleinen V&rrildmng die Energie der Ijuje niohl. 

Wio diese Rogel aufgofaBt warden muB, ergibt sick aus 
dom im § 41 GcHagton. Wir salien, dad, wenn man es mit 
oinem Maximum oder Minimum zu tun hat, far die Zunahmo 
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cler Funktion, welche diirch eine Zunahme 3 der unabhangigen 
Veranderlichen lierbeigefiihrt wird, der Wert Null gefundeu wird, 
loenn man die xweiie und hohere Poienxen von 3 weglal^t. Fbenso 
muB man, wenn man obige Regel auf eine Ideine Verscliie- 
bung 3 Oder auf eine Drebung um den Winkel 3 anwendet, 
die GrroBen, welcbe 3^ enthalten, weglassen; wenn man dies 
tut, so findet man, wenn Grleichgewicht besteht, ftlr die Ver-. 
mderung der Energie der Lage den Wert Null. 

Nun ist aber die Verminderung der potentiellen Energie 
gleich der Arbeit der Krafte, die das Medium auf den Korper 
austibt Anstatt zu sagen, daB sich die potentielle Energie 
nicht andert, kann man daher auch sagen, daB die Krafte 
keine Arbeit tun. Hieraus ergibt sich die Regel: 

Wenn Qhichgemcht besteht ^ verriehten die Krafte lei einer 
^imendlich kleinen Verriiekimg keine Arbeit 

In dieser Form gilt die Regel auch dann, wenn die Krafte 
nicht durch ein Medium ausgeiibt werden und man also nicht 
von einer Energie der Lage sprechen kann. AuBerdem kann 
der Satz umgekehrt werden und man kann sagen: Wenn die 
I Krafte bed keiner einzigen unendlick kleinen Verruekung eine Arhnt 
' verrichte/n, so besteht 'Oleichg&wicht Wenn dies namlich nicht der 
Fall ware, so wiirden die Krafte den Korper in Bewegung 
setzen; sie wiirden diesem also kinetische Energie erteilen, 
was sie nur konnen, wenn sie eine Arbeit verriehten. 

Es verdient ferner bemerkt zu werden, daB Krafte, die 
einen Korper nicht in Bewegung setzen konnen, auch keineu 
EinfluB auf eine bereits vorhandene Bewegung haben k5nnen. 

Da alle Bewegungen eines festen Korpers auf Trans- 
lationen und Rotationen zuriickgeftihrt werden konnen, ist es 
fiir das Gleichgewicht nur notig, daB die Krafte keine Arbeit 
verriehten, wenn der Korper eine unendlich kleine Verschiebung 
Oder Drehung erleidet. Die Arbeit einer Kraft in dem letzteren 
Fall wollen wir jetzt naher betrachten. 

§ 157. Arbeit einer Kraft bei einer unendlich kleinen 
Drehung. Wir nehmen an, der Korper rotiere in der Rich- 
tung des Pfeils um eine Achse, die durch 0 (Fig. 109) geht 
und auf der Ebene der Zeichnung senkrecht steht. Der 
Punkt A in dieser Ebene sei der Angriffspunkt der Kraft. 
Diese zerlegen wir in A F in der Ebene der Figur und eine 
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zweite Komponente, die auf dieser senkrecht steht. Die letztere 
verrichtet keine Arbeit./ Um die Arbeit von AF zu berechnen^ 
nennen wir den iiBendlich kleinen 
Winkel, nm den sicb der Korper 
dreht, «; wir driicken diesen Winkel 
in BogenmaB ans, so daB 6 aucb die 
Verrlickung eines Punktes vorstellt, 
der in der Entfernung 1 von der 
Acbse liegt. Der Angriffspunkt A 
beschreibt nun einen unendlich kleinen 
Kreisbogen AB mit der Lange s x 0 A; 
dieser Bogen kann als eine gerade 
Linie betracbtet werden, die auf OA senkrecbt stebt. 

Die Arbeit von A F kann nun, wenn B C senkrecbt zu A F 
gezogen wird, durcb 

AFx AG 

ausgedriickt werden. Ziebt man OB senkrecbt auf AF, so 
kann man bierflir scbreiben 

sxAFxOD; ( 1 ) 

aus der Abnlichkeit der Dreiecke OAD und ABC in Ver- 
bindung mit dem Wert von AB folgt namlicb 

AC= £ X OD, 

Das Produkt aus der auf der Aohse senkreeht siehenden Kraft 
AF und dem Ahstand OD der Linie ^ in wehher sie loirkt, von 
der Achse, wird das Moment von AF in hemig auf die Aehse ge~ 
nannt Man nennt das Produkt wobl aucb das Moment der 
cjesamten Kraft, die im Punkt A wirkt und von der AF die 
zur . Acbse senkrecbte Komponente ist. 

Nacbdem wir eine bestimmte Drebungsricbtung als die 
positive gewablt baben, konnen wir das Moment einer Kraft 
positiv Oder negativ nennen, je nacbdem die Kraft den Korper 
in dieser oder in der entgegengesetzten Kicbtnng zu dreben 
strebt. Q-ibt in Pig. 109 der Pfeil die positive Ricbtung an, 
so ist das Moment der Kraft AF positiv, dagegen das Moment 
der Kraft FO negativ. 

Wird auch e mit dem geeigneten Vorzeichm ve/rsehen^ so (jilt das 
Produkt von e u/nd dem Moment sowohl hins^ des Vorzeichem 
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namlich mit Hilfe einiger Figuren ieicht davon iiberzeugen, 
da6 die Arbeit positiv oder negativ ist, je nacbdem das Mo- 
ment der Kraft und die Rotation gleiche oder ungleiche Vor- 
zeichen baben. 

Aus dem Umstand, da6 die Arbeit nicht durch die GrbBe 
der Kraft allein^ sondern durch das Moment bestimmt wird, 
konnen wir bereits schlieBen, da^j loenn ein fester Korper sick 
^ I* nv/r um dne feste Achse drehen kann, die Bewegimg , wehhe 
I eine Kraft k&rvorhringt^ nur von ihrem Moment in hezug auf 
diese Achse abhdngen kann. 

' § 158. Einfacher Eall von Gleichgewicht. Zwei gleiche Krafte 

AF und BQ (Fig. 110), die in entgegengesetzter Richtung langs 
derselben geraden Linie wirken, aber in 
verschiedenen Punkten derselben angreifen, 
sind miteinander im Gleichgewicht; es ist 
namlich Ieicht einzusehen, daB bei jeder 
unendlich kleinen Verschiebung oder 
Drehung des Korpers die Arbeiten dieser 
Krafte gleich sind und entgegengesetztes 
Vorzeichen haben. 

Man kann jetzt ferner schlieBen, daB 
die Kraft AF durch BH ersetzt werden 
kann, die der Kraft B 0 gleich und ent- 
gegengesetzt gerichtet ist und in dem- 
selben Punkt angreift wie diese. 

Man nehme an, daB auf den Korper die Kraft A F, allein 
oder mit anderen zusammen, wirkt. Man kann, ohne den 
Korper in Bewegung zu setzen oder an der bereits vorhandenen 
Bewegung etwas zu todem, im Punkt B zwei entgegengesetzte 
Krafte B 0 und BH, beide gleich AF, anbringen, da die beiden 
neuen Kr^e ihre Wirkung gegenseitig aufheben. Von den 
drei Kraften kann man ferner AF und BQ weglassen, da 
diese miteinander im Gleichgewicht sind. Man behalt dann 
zum SchluB anstatt der Kraft AF die Kraft BE iibrig. 

i Man darf daher hei einem fesien Korper jede Kraft Idngs 
der Linie, in welcher sie wirkt, heliehig verschieben, aber auch 
nur in der Richtung dieser Linie. Wenn man die Kraft mit 
unveranderter Richtung und GroBe in einem Punkt auBer- 



ih 

Fig. 110. 


§§ Feste Korper von unverSjaderliclier Form. 237 

halb der Linie wirken lieBe, wiirde sie eine andere Wirkung 
ausiiben. 

Die Kraft B H, dureh die wir soeben AF ers&tztm, verriGhtet 
hei jeder unendlloh Jdeinen Yerruokung des Korper s eine ehenso 
grofie Arbeit me die Kraft AF selhst. 

§ 159. Gleichwertige Systeme von Kraften. Im allge- 
meinen kann man sagen: Wenn zwei Systeme von Kraften j die 
auf einen fesien Korper wirken, hei jeder imendlieh kleinen Ver- 
ruckling des Korper s dieselhe Arbeit verrichien, so hat das eine 
System dieselhe Wirkv/ng wie das andere vmd kann daher dureh 
dieses ersetzt werden. 

Derartige Systeme von Kraften wollen wir gleiehwertig nennen. 

In Fig, 111 mogen die Krafte A das eine System und die KrSfte B 
das andere System bilden. Wir wollen annebmen, daB nur das erste 
System auf den Korper wirkt. Man kann ^ 

dann, ohne etwas an dem Zustand zu 

andern, die Krafte B anbringen, wenn man / j ^ 

gleicbzeitig die durcb G dargestellten / / kQ ] 

Krafte wirkeu laBt, welche den Kraften | / / 

D gleicb und entgegengesetzt sind und I ^ r | 
diese aufheben. Da nun angenommen 
wird, daB die Krafte B bei jeder Ver- 

riickung eine ebenso groBe Arbeit ver- I B 

richten wie die Krafte A, so muB aicb 

die Arbeit der Krafte C von der Arbeit ^ j 

des Systems A nur durcb das Vorzeichen 

rinterscbeiden. Die Systeme A und G zu- 

sammen verrichten also nie eine Arbeit, woraus folgt, daB sie mit- 
einander im Grleicbgewicht sind. Es ist also erlaubt, sie beide zugleicb 
hinwegzunebmen, und dann bleiben anstatt des urspriinglicben Systems 
Al nur die Krafte B librig. 

In den folgenden Paragrapben findet man verschiedene 
Beispiele zur Erlaiiterung. Wir werden dabei der Klirze 
halber niclit immer alle moglicben Bewegungen des Korpers 
besprechen. 

§ 160. Parallele Krafte. Sind %wei derartige Krafte AP\ 
u/nd A Q {Mg. 112) naeh derselben Seite geriehtety so smd sie gleioh- j 
%oertig mil einer ein%igen Kraft OR, welchs dieselhe Riehtung j 
hat, gleich der Summe der gegebenen Krafte ist imd in einem ■ 
JPtmkt C zmsoh&n A imd B angreift, dessen Lage hestimmt wird | 
duroh die Proportion 


AC:BG=^BQ:AF 


( 2 ) 
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Weil namlicli 0^ = AF + BQ ist, verrichtet bei jeder 
f&rschi^ng des Korpers CB eine ebensogrofie Arbeit wie A P 
und BQ zusammen.’ Da6 dies auch bei einer Drehimg der 
Fall ist, ist eine Folge der Lage des Punktes C. Man kanu 
den Beweis fur jede Drebung liefern, wir wollen uns jedocli 
auf eine Drebung urn eine Acbse bescbrllnken, die durcb den 
Punkt G gebt und senkrecbt auf der Ebene der gegebenen 
Kxaffce stebt Aus der Proportion (2) folgt, daB die Momente 
von A P und J5 Q in bezug auf die genannte Acbse gleich 
aind; femer sind die Momente entgegengesetzt gericbtet und 




bei einer Drebung um G verricbtet also die eine Kraft eine 
positive und die andere eine ebenso groBe negative Arbeit. Zu- 
sammen verricbten sie keine Arbeit, aber aucb die Kraft CE 
tut dies nicht. ' j 

Zwei jparallele mid entgegengesetzt geriehtete Krdfte A P und 
^BQ {Mg, 113) sindj wenn sie von versehiedener Qrojie smd, ehen- 
, falls mit einer einxigen Kraft gleiGhwertig, Liese hat dieselhe 
; Richtu/ng me die grb^ere der gegebenen Krdfte und ist gleich der 
j Differenz von heiden; der Angriffspunkt C liegt auf der Yerldngerung 
\von AB an derjenigen Seiie, an wehher die grbfere Kraft wirkt 
Die Lage desselben mrd bestimmt durch die Proportion 

AG:BC== BQ:AP. 

Ist, wie in diesen FS^llen, eine einzige Kraft gleicbwertig mit 
einem System von Kraften, so wird sie die Resultante des 
Systems genannt. 

Es verdient nocb bemerkt zu werden, daB in Pig. 113 der 
Punkt G auBerbalb des Korpers liegen kann; aucb in dem 
Pall von Pig. 112 kann es vorkommen (z. B. bei einem boblen 
Korper oder einem gebogenen Stab), daB sicb im Punkt G 
keine Materie befindet. Die Zusammensetzung der gegebenen 
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fto iat (lauu doch inoglich, woun man sich. in C einen 
kt deukt, der mit dem liorper feat verbunden ist. Alinliche 
lerkungon golten aucli in auderon Fallen; man kann z. B. 
lor in 4? 158 beaproclienon Weise eine Kraft nacli einem 
kt (mjSarhnlh des KSrpora veiiogen. 

Audi inohr ala zwei parallole Krafte kSnnen, wenn die 
braiaclie Suuune niclit gloich Null iat, zu einer einzigen 
iltanto vcroinigt wcrden. Zu diesem Zwecke setzt man 
i don gegebenon Kogoln dio ei’ste Kraft mit der zweiten 
mmon, dio liierdurch erhalteno Eesultante mit der dritten 
;t, U8W. In Fig. 114 z. B. iat OR dio Reaultante von AF, 
und DS. Man findet dieselbe Roaultante, oinerlei in 
her Reihenfolge man die Krilfte miteinander zusammenaetzt. 
Sind dio gogobenen parallelon Krafte iiicht alle nach der- 
m Seito gerichtet, ao kann man zuorat die Krafte ver- 
;on, woloho dio eino, und dann diojenigen, wolcho die 
ro Riditiiiig liabon, ScMiolUich kann man dio beidcn er- 
mon Hnsultanlen mitoinandor zuHanunonaotzon. 

Win man oino Kraft in zvvoi odor mobr andore parallele 
to '.erlnip.n kann, kann man loiolit a\ia dom G-csagten ab- 
;i. Sind in Fig. 112 auBer dor Kraft OR die Angriffs- 
;to .1 und It dor Kompononton gogobon, so wird die Grbfie 
V lotzU»ron hostinunt durcli die Gloichungen 


==■ X ('R und Ui,)^ ^ X CA 

Um dio Kraft OR (Fig. U4) in drei 
ro zu zerlogon, dio in den Punkton 
( und 1), dio mit O in ainer Kbouo 
n, angroifon, audit man don Durcli- 
ttspunkt 1<1 von A O und BD und 
gt zunildiat O U in oino Kraft in A 
oino.zwi'ito in A’, dann dinao lotztero 
Q und R S'. Auf dieao Weiae kann 



)ruck lieatiramt wordon, dor duroh Fig. 114. 

Gewidit, mit dem ein auf oinor 

ill borizontalon Ebono ateliender DreifuB belastet wird, auf 


StUtzpunkt ausgettbt wird. 

Womi dio Anzalil der Sthtzpunkte grBBer ala drei iat, ao 
dio Aufgabe, wie man bemorkeri wird, unbestimmt oder. 
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besser gesagt, man muB dann, nm den Druck in jedem Punkt 
zu ermitteln, andere Betracbtungen (iiber die Formyeranderangen) 
zu Hilfe rufen. 

§ 161. Mittelpunkt paralleler Krafte. Der Ktirze balber 
liaben wir am Anfang des vorigen Paragraphen gesagt, dafl 
die Kraft OR (Fig. 112) im Punkt C angreifen miisse; sie kann 
aber ebensogut in jedem anderen Punkt der Linie GR an- 
greifen, und eine abnliche Bemerkung gilt auch fiir die 
Resultante einer beliebigen Anzabl paralleler Krafte. 

Der Punkt G in den Figuren 112, 113 und 114 hat jedoch 
eine Eigenschaft, die die anderen Punkte der Linie GR nicht 
besitzen. Wenn man namlich den Kraften, die miteinander 
zusammengesetzt werden miissen, unter Beibehaltung der An- 
griffspunkte, der GroBe und des gegenseitigen Parallelismus 
eine andere Eichtung gibt, so wirkt die resultierende Kraft 
immer noch langs einer Linie, die durch den Punkt 0 geht. 
Auch wenn es mehr als drei Krafte gibt und die Angriffs- 
punkte nicht alle in einer Ebene liegen, gibt es immer einen 
Punkt, der diese Eigenschaften hat und den man durch 
wiederholte Anwendung der im yorigen Paragraphen gegebenen 
Eegeln finden kann. Dieser Punkt, welcher als Angriffspunkt 
der Eesultante aufgefaBt werden kann, einerlei welche Eichtung 
die gegebenen Bjrafte haben, wird der Mittelpunkt der parallelen 
Krafte gmannt 

§ 162. Schwerpunkt, Die Krafte, mit denen die Erde 
die Teilchen eines Korpers anzieht, konnen als einander 
parallel betrachtet werden und bilden daher ein System, auf 
welches das Gesagte anwendbar ist. Sie haben eine Eesultante, 
die gleich der Summe, dem Gewicht des Korpers ist, und es 
ist auch hier ein Punkt mit der soeben besprochenen Eigen- 
schaft yorhanden. Wir konnen allerdings nicht, wahrend wir 
die Lage des Korpers imverandert lassen, die Eichtung der 
Schwerkraft verandern, aber wir konnen den Korper selbst 
drehen, und auch hierbei nehmen die Krafte in bezug auf den 

I K5rper eine andere Eichtung an. Der Punkte loelchen man als 
Angriffspunkt der Resultante der Schxverkraft ansehen kann^ einerlei 
in. welche Lage man den Korper hringt , heift der Schwerpunkt 
Da nun die Resultante eines Systems yon Kraften nichts 
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anderes ist als die Kraft, welche dieselbe Arbeit verriclitet, wie 
die Krafte zusammen, konnen wir sagen: 

Bei j&der Bewegung des Kbrpers wird die Arbeit der Schwer- 
kraft gefundeUy indem man das Qewicht 7 mt der vertikalen Fall- 
kohe des Schiverpunkies multvplixiert Im Zusammenhang hiermit 
ist die Energie der Lage in bexug auf die Schwerkraft gleich dem 
Produht aus dem Oewicht und der Hohe des Schwerpunktes uher 
einer festen horizonialen Ebene, 

Hieraus folgt, da 6 ein fester Korper, der sick nm einen 
unbeweglichen Punkt in alien Eicktnngen drehen kann, im 
stabilen Gleichgewicht ist, wenn der 
Schwerpunkt Yertikal unter, nnd im 

labilen Gleichgewicht, wenn er ver- ^ 

tikal liber dem festen Punkt liegt. 

Es yerdient bemerkt zu werden, 
daji die Lage des Sehwerpunktes voVr 
kommen durch die Massen der ma- 
teriellen PunUe hestimmt ist; er wird 
daher auch der Massenmittelpunkt genannt. Wenn namlich 
Pi} Gewichte der fest miteinander verbnndenen 

materiellen Punkte A^, A^, J 3 , A^ (Pig. 115) sind, so findet man 
nach dem Gesagten den Schwerpunkt dadurch, daB man zuerst 
auf Aj^ A^ den Punkt B so bestimmt, daB 

A^B:A^B 

dann auf der Linie BA^ den Punkt 0 so, daB 

und so weiter. Wegen der Proportionalitat der Gewichte mit 
den Massen usw. kann man hierfiir auch schreiben 



Aj^B: A^ B = j 

B C : A^ C =:^ + m^), usw. 

In diesen Proportionen ist eine Definition des Massen- 
mittelpunktes enthalten, die man auch benutzen konnte, wenn 
die Schwerkraft iiberhaupt nicht wirkte. 

Man wendet diese Definition selbst auf materielle Punkte 
an, die nicht fest miteinander verbunden sind, so daB man 
Yom Schwerpunkt oder Massenmittelpunkt einer Pliissigkeits- 
menge oder einer Anzahl materieller Teilohen spricht, die gar 

liOientz, Lolirbuch der Physik. I. 16 
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nicht miteinander zusammenMngen. Wir wollen jedocli m den 
znnaclist folgenden Paragraphen annehmen, daB wir es mi 
festen Korpem zu tun haben und wollen den Schwerpunkt ala 
Angriffspunkt der resultierenden Schwerkraft auffasaen. 

§ 163 Bestimmung des Schwerpunktes. Man kann sich 
vorsteRen, daB bei jedem KSrper die Lage des Sohwerpunktes 
theoretiscb durch wiederbolte Anwendung der Regel bestimmt 
wird, die wir (§ 160) fiir die Zusammensetzung paralleler 
Krafte kennen gelemt haben. Die Anzahl der Krafte ist aller- 
dings unendlich groB, aber die hohere Matbematik besitzt 
Hilfemittel, durcb welche die Zusammensetzung wirklicb ans- 
gefuhrt werden kann. 

In einfachen Fallen kann man das Ziel durcli die folgen- 


den Satze erreichen. 

a) Wenn ein Korper ans zwei Teilen besteht, deren Ge- 
wickte und F^ und deren Sckwerpunkte und (Fig. 116) 

sind, so ist der Schwerpunkt Z des ganzeii 
Korpers der Angriffspunkt der Eesultaxite 
der Krafte F^ und Etwas ahnliches 
gilt, wenn man den Korper in drei, vier 
Oder mehr Teile zerlegt hat. Wenn dies 
so moglich ist, daB die Schwerpunkte 
aller Teile in einer Ehene oder in einer 
geraden Linie liegen, so liegt aucli der 
Schwerpunkt des ganzen Korpers in dieser Ebene oder dieser 
Linie. 

b) "Wenn eine Ebene F so gelegt werden kann, daB jedem 
Tdlchen des Korpers auf der einen Seite Yon F ein zweitea 
Teffohen auf der anderen Seite entspricht, welches dieselbe 
Masse hat und ebensoweit- von F entfernt ist, so liegt der 
Schwerpunkt in dieser Ebene. 

Wenn man n'tolich zun^chst die Krafte, die auf zwei 
derartige Teilchen wirken, zusammensetzt, so liegt der Angriffs- 
punkt der Kesultante in der Mitte der Verbindungslinie, also 
in der Ebene F, Dies gilt von alien Angriffspunkten, welche 
man erhalt, wenn man die Teilchen zu je zweien zusammenfaBt. 

§ 164. Beispiele. Man spricht nicht nur bei Korpern, 
sondern auch bei Flachen und Linien vom Schwerpunkt. Man 
kann sich namlich vorstellen, daB eine gewisse Masse in einer 
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zusammenhangenden Schiclit iiber eine Flache oder in illiu- 
licher Weise iiber eine Linie verteilt ist. Natiirlich liegt bei 
einem Teil einer Ebene der Scbwerpunkt in dieaer Ebene selbst, 
und ebenso bei einer geraden Linie in der Linie. 

Die Masse einer diinnen Platte oder eines diinnen Stabes 
kann annEbernd als liber eine Flaobe oder nine Linie verteilt 
angesehen werden. 

In den folgenden Beispielen wollen wir annelimen, dali 
die Verteilung des Stoffes homogm ist, d. h. daB beliebige gleicbe 
Teile des KSrpers, der Flache oder der Linie gleiclie Massen 
baben. 

a) Flache eines Dreieoks. Durcli Linien parallel zur Seite 
A C (b’ig. 117) kann man das Dreieck in unendlicli sclimale. 
Streifen teilen. Der Scbwerpunkt jedes 
Streifens liegt in der Mitte der Lllnge, 
also auf der Linie B P, die B mit der 
Mitte von A 0 verbindet. Also muB 
der Scbwerpunkt des Droiocks obenralls 
auf BP liegen und ebenso auf j odor 
der boiden Liuion, wolcbe die Eck- 
])uukto A und 0 mit dor Mitte der 
gegeniiberliegenden Seite verbinden. Bekanntlicb liegt der 
Durchscbnittspunkt der genannten Linien so, daB PZ = \PB ist. 

Den Scbwerpunkt eines Vielecks kann man finden, indem 
man es in Dreiecke zerlegt. 

b) Prisma und Zylinder. Die unendlicb diinnen Flatten, 
in welcbe man den Kbrper durob Ebenen parallel zur Q-rund- 
flacbe zerlegen kann, baben ibre Schwerpunkte alle in der 
Linie, welcbe die Scbwerpunkto der boiden Grundflachon ver- 
bindet. Der Scbwerpunkt des Kilrpers muB also ebenfalls in 
dieser Linie liegen, und zwar in der Mitte, da die Ebene, 
welcbe durob die Mitte dor HBbe parallel zu den Grundflacben 
gelegt wird, die in § 168, b erwbhnte Eigenscbaft bat. 

c) Breiseiiige Pyramide. Durob Zerlegung in dttnne Flatten 
beweist man, daB der Scbwerpunkt ainf der Linie AF liegt, 
welcbe die Eoke A mit dem Scbwerpunkt der Soitenflacbo B 01) 
(Pig. 118) verbindet. Ebenso muC er auf der Linie BF liegen, 
welcbe die Ecke S mit dem Scbwerpunkt des Dreiecks AG I) 

16 * 



Fig. 117. 
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verWnclei l»i(' Innii'n .-i m»l /( /■• Hchtu-iafii Mirh k<.. daU 

Z jEj ^ ^ A Ej int, 

d) Viekeilm I'lirmnhk uml Koiel niiiu I'ini- vieU 

aeitige Pyraraide (lurch lOhcuuu. wi-lclit' durcli diu Spitzu Kclitni, 
in (*iiu> Atizahl ilndmntigin' I’yrntuiilwi, 
HO hahon diewc ihrc H«diw«-rjmnkU* in 
der Khuno, W(dtdii' fiitralhd z«r (ti-uihI- 
fia(Jh« in atuetti Abstand gltn*^h d(«in 
vierten Toil dor Hrihc goloKt winl. 
Dies, in Vorbindung iiiit der Zerlogmig 
in diltmo Flatten pamlh*! zur (irtitid- 
llilcho, lehrt mix, daU di<r Schwwrpunkt 
auf der Liiiie licgt, wtdchn die SjiiUe 
mit dem i^chwor|mnkt th»r ttnuidtlache 
verbindet, mid /.war unt cbm vierten 
Teil der Lange von dem 'letztereii I^uukt eutfemt. Ditiser 
Satz, ■welcher unabhangig von der Air/.ald der Meken ist, gilt 
auch fUr den Kegel. 

o) Der Schwerpunkt oiner RotatioriBjUUdn* odor Ro- 
tationskfirpers liegt in der Aohst*. 

f) Der Bchworpunkt Kreidm^mn Ui*||l Itn ir h 

Mittelpimkt, wexm b tiitt !./Enge lUp xmd r dim 

Eadiua bedeutet 

Wenn man einen Kttimtkitfr mit dt’m r In imrndlkdi klmni:i 

Dreiecke ^erlegt, die ihre Hpiisstt im Mlttalpiitikt mi kiim mmt 

beweisen, daH der Sebwerjmukt dw Si4ltirp mil dem Hidiwrrimnkl ilm 
Krebbogens zutammonfUIfc, der mil dem Hudiii^ | r Im H«fktor kanmi- 
triscb mit dem Bogea dewalben bwshriebeii wlrd, 

Der Sehwarpunkt ein« Teik mlnm KiiKtdHiidie, d^r tilt? Ui%if4lt 
ei»er KugBkmm oder ainw Kugf^ihmim Imt, liegi in thr Miil« «kr fiahe. 

Der Bebwerijmnkt ebes KtsgeUtkhm tmt dptn liatlltii r lllli im 
samm^ mit dem Sehwerpenkt limwlialb dr# li^gtudep 

Teila einer Kiigaldiohe, welehe mil tlmn ICAdlti^ f r kimieitirinidt mil 
der Kugalhaube deg Bektora bftiehrbiberi wircL 

Ebenso wie man den Behwerpwnkt b«l eiii«r Ftunr angubwi kami, 
die aus awei anderen Wiammctiigeietil Iti, kasui man ni aiseb Iwl *4iitr 
Hgar, 'welehe die Different iwelar awdertT Flgiireii bf, ibma Mehw»r« 
pank'te bekannt eind. Anf dieie Webe bwllmmi man «leii Hebwf^rpmikl 
einer abgegtumpEen Fymmide, dnm abgeslttmpftim Eegela, fler mm\m 
eines Kreiggegmeuta, einea Ktigilaegmenli and ttotr Ktigidneblebt 

§ 165 . Kr&ftapaare. Unte einam Ariflf/wnr ftrati^bt umn 
ein System Ton zwei paralialari, aber intgapiigfitut gariehtateit 


.1 





Fig. 118. 
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gki^cheii Kraften. Diese konnea aicht durch eine einzige Kraft 
ersetzt werden; eine solche Kraft kann namlich bei einer Ver- 
scbiebung des Korpers eiae Arbeit verrichtexi nnd ein Krafte- 
•paar kann diea/nicht. 

Ein Blick auf Fig. 119 lebrt, daB ein Kraftepaar eine 
Drehung hervorzubringen strebt; die Richtung derselben kann 
bei zwei Kraftepaaren, die in derselben 
Ebene oder in parallelen Ebenen wirken, 
gleicb Oder entgegengesetzt sein. 

Wir wollen uns vorstellen, der Korper, 
anf den das Kraftepaar von Fig. 119 wirkt, 
macbe eine nnendlicli kleine Drehung e 
um eine Linie, • die im Punkt 0 auf der 
Ebene des Kraftepaars senkrecht ateht; 
die Eichtung dieser Drehung mag mit der- 
jenigen iibereinstimmen^ in welcher das 
Kraftepaar den Korper zu bewegen strebt. Zieht man COD 
senkrecht auf die Eichtung der Krafte, so ist nach § 157 die 
Arbeit des Kraftepaars 

e X BQ X OD+eXAPx OG ==^ e X AP X CD. 

Wo man auch den Punkt 0 annimmt, auch wenn er nicht 
zwischen den Linien A P und B Q, sondern auBerhalb derselben 
oder auf einer derselben liegt, immer kommt man zu demselben 
Eesultat. 

Der Ahstand CD der Linie n ^ in dm en d/ie KrU fte wirJcen, 
wid der Arm des^ K raf te/paa/rs ge namvt. Das Produkt aus ihm und 
der Oroj^e hei^t das M oment des KrdftepaarsPl^B,Qh der 

obigen Berechnung wird^ wenn die Drehungsaohse auf der Ebene 
des Krdfte/paars senlcreeht steht, die Arbeit gefwnden, wenn man das 
Moment mit dem Drehungswinkel multiplixiert 

Dies stimmt mit dem in § 157 Gesagten iiberein, mit 
dem Unterschied, daB bei einer Kraft nur von dem Moment 
in bezug auf eine bestimmte Achse- die Rede ist, wS.hrend das 
Moment eines Kraftepaars, auch ohne daB eine Achse an- 
gegeben ist, einen bestimmten Wert hat. 

PaB die Arbeit eines Kraftpaars negativ ist, wenn die 
Eichtung der Rotation deijenigen entgegengesetzt ist, in welcher 
das Kraftepaar' den Korper zu drehen strebt, braucht kaum 
auadrlicklich bemerkt zu werden. 
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,Solange.da^ ^^lovimt dnssvllmhltihU ini die Aehvii eiues Krafit^ 
■paars in einer gegehenen Khene mmhUdngig nm drr drr 

Krdfh, d&r Rkhtungy in nrlrher sie udeh N , and den Angriffs^ 
punkten; sedbst xwei Krdfiepaare, die in pamlkh n Kbenen udrken 
und in Drehmgmchinng umi Mcrmenl idferdn.^iimmi n , rerrirhkn 
'hei cMe/r Drehttng urn dm auf den Kkmn arnkreeht Hiehende 
xiohsc. dmedbe ArbeiL 

Wenn man dies beachtet, wird man din Hicditigktnt dnr 
folgenden SMze einselien: 

a) Zwei Kriiftepaare in dermdlmi Ebtnr (nirr in imrnikkn 

Ebmm, die dasselbe Moment mid dirmihv IkrkHngmdvhinug irnkn, 

mid gldohwertig* 

b) Zwei KrU/iepaare in dtmihen Kknr tnirr in piimiiriri$ 

Ebemn, die dasselbe Moment, ahvr enigegemjmixk IkrhumjHrithiHng 
habenj mid miie.inander im (Heidigemehi. 

e) Kine Anxuhl etm Kmfkpmirm in 
dernelben Ehene odre in jntmikkn Kbrnm 
mnd glmediUHTiig mil rinem rin lig^n ivra/lr» 
paar in einer dimn hh’wu pumikkn Kknet 
def<Hen Morntni gkkh ike uigrimtisehm 
Summe der Minnenk dee grgrhmun Hrafk- 
paart int, wenn nmu die Momenie pfmifie 
Oder nrgnUD min ml, Jf- nuehdtm die 

Kriifiepnare die eine mhr die nndere 
DrehumimMung hakm 

Diniia ktltniiui ii«ah fitit lllliV 

dei in § i5H (lnintgtitn mhgnbdtia w«n-ilrn. 
Liagea B. din baitka Krlfkiiaans 
danaa unttr b) dk Eadti In clnr^nll.»rtt 
Ebane (Fig. 120), mi kittti man din Krtftn 
A P mad B Q aaeb dnm Fuakt V llhnrimgna 
und rar Itwultaatti UM vartiinigan, timt 
ebenso kaim man din Krkftn A* F und if Q" (f if 
Die Kadifte OR und 0* If aind glaicsh und entgegrmgiwttet , timl wmm 
die Momenta AA'xAP und B if x B Q glaleh ilml, m wlrkim la 
der Riebtuug der Link 0 (f und bebtm aleb alaa elaaiidnr auf. 

§ 166. Zusammensetoing Ton KrSftopaarin in nieht puxal- 
lelen Bbenen. In den Blbensn V und V* (Fig, 1 2 1), dio mail in 
PQ achneiden, seien zwei boliabige Krilftopaara mit dan Me- 
menten M und M' gegeben. Niramt man %%vm Piinkta A mtd 
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B beliebig auf PQ an nnd bringt man in cliesen Punkten 

die entgegengesetzten Krafte AG nnd BD an, die in der 

Ebene V ^enkrecbt auf AB wirken nnd beide gleich MjAB 

sind^ so kann cl as aus diesen beiden Kraften bestehende Krafte- 

paar nach dem im vorigen Para- 

graj)li Gesagten das in V gegebene 

Kraftepaar ersetzen, wenn es in 

dei" Drehungsrichtung mit dem- 

selben tlbereinstimmt, was man A 

immer durcb geeignete Wabl der jy " C' . ^ 

Richtung von AC nnd BD er- ^ ^ ^ 

reichen kann. In derselben Weise 

kann das Kraftepaar in der zweiten ^ / 

Bbene ersetzt werden durcb die 121. 

beiden Krafte A G und BB\ die 

entgegengesetzt gerichtet und beide gleich M' I AB sind und 
in der Ebene V' senkrecht auf A B steben. Endlicb kann man 
A G und AG zu ylJ57, und ebenso BD und BD' zu BF zu^ 
sammensetzen. Hierdurcb bekommt man ein neues Kraftepaar 
{AJilyBF)f welches mit den beiden urspriinglicben gleicbwertig 
ist. Es wirkt offenbar in einer Ebene, die sowobl mit V als 
aucli mit V' einen gewissen Winkel bildet. 

Durch wiederhoUe Anwendtmg dies&r Operation harm man 
einc. heliehige Anzahl von Krdftepaaren in verschiedenen Mmm 
immer zu eimm einzigen zusammemetz&n, 

§ 167. Kbertragung einer Kraft nach einem Pnnkt anUer- 
halb der Linie, in deren Richtung sie wirkt. Behandlung 
eines heliehigen Systems von Kraften. Es 
sei (Fig. 122) AP eine Kraft, die auf einen / 

festen Korper wirkt, und 0 ein beliebiger / .^P 

Punkt des Korpers. Wir bringen in 0 zwei ^ / / 

Krafte 0 Q und OR in entgegengesetzter f j 
Richtung an, die beide gleich und parallel / 

AP sind. Das System der drei Krafte, / 

welches offenbar mit der Kraft A P gleich- 

wertig ist, kann man so auffassen, da6 es Yig. 122. 

aus der Kraft OP, die in 0 angreift und 

in Richtung und Grbfie mit AP iibereinstimmt, und dem 

Kraftepaar [A P, 0 Q) besteht. 


Fig. 122. 
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f! Mm )iann daher eine Kraft durch eine andere von derselben 
Bichtung und Grope erset%en, die in einem helieUgen Funkt an- 
greift^ wmn man noch ein ge&ignetes Krdfiepaar hinxufiigt. 

Man .kann hiervon Grebrauch. machen, um ein beliebiges 
< System von Kraften, die auf einen festen Korper wirken, so 
viel als moglicb zusammenzusetzen. Man wahlt dazu einen 
Punkt 0 ans tind iibertragt in diesen samtliche Krafte; man 
kann dann alle Krafte in 0 zn einer einzigen vereinigen und 
ebenso die samtlicben Kraftepaare^ die man bei der tJber- 
tragung bekommt, zu einem Kraftepaar zusammensetzen. Jed es 
! System von Kraftm kann also durch ei/ne Kraft u nd ein Krafte- 
\paar ersetzt werdem ^^Bsi eine Kraft und ein Kraftepaar sicb 
‘ mem^ aufheben konnen, sieht man sofort, dap der Korper 
\imtefr der Wirkwng des gegehenen Sy sterns von Krdfien nur dann 
lim Gleiokgenncht sein kann^ wenn sowohl die resultierende Kraft 
j als auch das resultierende Kraftepaar verschwindet 

Auf die resultierende Kraft kann man den Satz von § 30 
anwenden; ihre Projektion auf eine heliehige Bichtung ist also die 
algehraische Swmme der Frojektionen der gegebenen Krafte auf die- 
selbe Bichtung, Da^ Qleichg&wichi erf orderly dap diese Summe 
gleieh Null ist 

Zerlegt man z. B. die auf einen Korper wirkenden Krafte 
in je eine vertikale und eine borizontale Komponente, so muB 
die Summe der nach oben gerichteten Komponenten gleieh 
der Summe der nach unten wirkenden sein. 

Untersucht man in der angegebenen Weise, wann drei 
Krafte miteinander im Gleichgewicht sind, so ergibt sich zu- 
nachst, dap sie in einer Ebene liegen mussen, Femer sind zwei 
Palle mbglich. 

a) Die Krafte uArke/n in parallelen Linien; darm mup die Be- 
sultante von moeien der Krafte (§ 160) gleieh und entgegengesetxt 
der driUen sein und m derselben Linie uArken wie diese, 

b) Die Linien, in denen die Krafte uArkeUy gehen durch einen 
Bmkt Man harm die Krafte in diesen Bunkt ilhertragen und %wei 
derselben mit Hilfe des Parallelogramms der Krafte x/usomimen- 
setzen. Die dritte Kraft muft darm wieder gleieh und entgegen- 
gesetzt der Besultcmte sein. 

Wo man librigens bei der Zusammensetzung eines Systems 
von Kraften den erwahnteh Punkt 0 wahlen soli, hangt von 
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den Umstanden ab. Wenn ein Punkt des Korpers festgebalten 
wird, so iibertragt man die Krafte am besten in diesen Punkt 
bei einem vollkommen freien Korper dagegen am besten in den 
fechwerpunkt. 

§ 168. Bestimmung der inneren Kr^e in einem festen 
Korper. Wenn ein Korper in Rtihe ist, so miissen die Krafte, 
loelche aiif einen heliebigen Teil desselben wirken, miteinander ini 
Gleieligewicht sein. Aus dieser Erwagung kann man etwas liber 
die Krafte ableiten, welcbe die angrenzenden Teile auf einen 
soleben Teil ausiiben. 

a) Es sei AP (Pig. 123) eine vertikale Saule, die auf einer 
liorizoiitalen Ebene steht und mit einem Gewicbt P belastet 
ist. Wir teilen in Gedanken diese Saule 
durcb eine horizontale Ebene Y in zwei 
Teile. Flir das GleicbgewicM des oberen 
Teiles ist es notig, da6 nach oben eine 
Kraft gleich dem Gewicbt P vermehrt um 
das Gewicbt Yon A V selbst wirkt. Diese 
Kraft kann nur durcb den unteren Teil 
der Saule ausgetlbt werden. Beacbtet man 
ferner, da6 jeder Wirkung eine gleicbe und 
entgegengesetzte Gegenwirkung entspricbt, 
so kommt man zu dem Scblufi, dafi die beiderseits von V 
liegenden Teile der Ss^ule in einer fiicbtung senkrecbt zu 
dieser Placbe gegeneinander driicken. 

b) In derselben Weise siebt man ein, da6 in einem Stab, 
der am oberen Ende aufgebangt ist und der an seinem unteren 
Ende das Gewicbt P tragt, die Teile zu beiden Seiten • e'ines 
borizontalen Durcbscbnitts senkrecbt zu diesem Durcbscbnitt 
Krafte aufeinander ausiiben, welcbe die entgegengesetzte Eicb- 
tung wie im Palle a) baben. Solcbe Krafte nennt man normale 
Spanmmgen, 

Im allgemeinm wird das Wort Bpannung gehramht^ wm di^ 
Krafte %u bexeichnen, welche die Teile ernes Korp&rs auf beiden Seiten \ 
irgmd einer Fldehe aufeinander ausiiben. 

Die Spannung eines Seils, die wir bereits frliber kennen 
lernten, ist nicbt allein die Kraft, mit der das Seil auf die 
Korper wirkt, an denen es befestigt ist, sondern aucb die Kraft, 


Fig. 123. 
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welche aneinander angrenzende Teile des Seils aufeinander 
ausiiben. 

c) In Fig. 124 stellt AB einen Stab vor^ der in horizontaler 
Eichtung mit dem einen Ende festgeklemmt ist, wahrend das 
andere Ende mit dem Gewicbt P belastet ist. V ist ein 
Dnrchschnitt senkrecEt znr Lange, und wir siichen die Gleich- 

gewicbtsbedingung fur den 
Teil des Stabes rechta von 
diesem Durcbschnitt. Da sicb 
die Krafte, welche auf diesen 
Teil in vertikaler Eichtung 
wirken, einander aufheben 
124. miissen, muB der Teil des 

Stabes links von Y auf den 
Teil rechts eine Kraft Q vertikal nach oben ausiiben, die, wenn 
wir vom Gewicht des Stabes absehen, gleich P ist. Natiirlich 
libt YB^viiYA eine gleiche und entgegengesetzt gerichtete 
Kraft aus; so wird, kann man sagen, die Last P auf den 
Teil Y A iibertragen. 

Diese Krafte, welche man, da sie Idngs der FI ache Y 
gerichtet sind, iangmtiale Spannungen nennt, sind jedoch nicht 
die einzigen, welche zwischen den Teilen des Stabes wirken. 
Denn die Kraft Q bildet mit P ein Kraftepaar, und fiir das 
Gleichgewicht ist es n5tig, daB dies durch ein anderes Krafte- 
paar von gleichem Moment aufgehoben wird. Dies kann nur 
aus Kraften hervorgehen, die auBer der mit Q bezeichneten 
durch YA auf FE ausgeiibt werden, Krafte, wie sie z, B. 
durch B und 8 angegeben werden. Wenn man einsehen will, 
wie derartige Spannungen entstehen, so muB man bedenken, 
daB auBere Krafte einem festen Korper immer eine gewisse, 
wenn auch noch so kleine Formveranderung geben; die inneren 
Krafte, die man als Elasti^tdt bezeichnen kann, werden erst 
durch diese Formveranderung hervorgerufen. In dem Falle von 
Fig. 123 entstehen die inneren Krafte infolge einer Zusammen- 
druckung. Bei Fig. 124 dagegen muB man sich vorstellen, daB 
das Gewicht P nicht allein den Teil YB des Stabes etwas 
YA entlang nach unten zieht, wodurch die K^aft Q erregt 
wird, sondern auBerdem diesen Teil etwas urn den Punkt 0 
dreht. Dabei strebt es FB an der oberen Seite von YA zu 
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entfernen, drilckt dagegen an der unteren Seite die beiden 
Teile gegeneinander. 

d) Wir wollen nns Torstellen, der Stab von Fig. 123 sei 
nicht mit einem Gewicbt belastet, sondern das untere Ende 
sei festgeklemmt und auf das obere Ende wirkten in horizon- 
taler Ebene zwei Krafte, die ein Kraftepaar bilden. Auf den 
Teil A V des Stabes mu6 dann B V mit einem gleichen und 
entgegengesetzten Kraftepaar wirken, welches natiirlich nur 
aus tangentialen Spannungen in der Ebene V entspringen 
kann. Mit einem Kraftepaar, welches dem zuletzt genannten 
gleich und entgegengesetzt ist und also dieselbe Kichtung hat 
wie das am Ende A gegebene, wirkt nun A V auf B V. 

e) Es sei M (Fig. 125) der Teil eines Korpers, der durch 
eine Ebene V abgeschnitten wird, und es wirke auf diesen 
Teil ein beliebiges System von Kraften. Ubertragt man diese 
samtlich nach einem Punkt Q von F, so bekommt man eine 




resultierende Kraft F und ein in der Figur nicht angegebenes 
■ Kraftepaar. Soli Gleichgewicht sein, so miissen die verschie- 

denen Krafte, die der Teil des Korpers links von F auf M 
ausiibt, auf eine Kraft Q, die der Kraft F gleich und entgegen- 
gesetzt ist^ und ein Kraftepaar zuruckgefiihrt werden konnen, 
welches mit dem oben erwahnten im Gleichgewicht ist. 

f) Fig, 126 stellt eine dreieckige Verbindung von Stangen 
vor, die in vertikaler Stellung mit den Punkten A und G auf 
zwei gleich hohen und vollkommen glatten horizontalen Ebenen 
ruht und an der Spitze B mit einem Gewicht P belastet ist. 
Wir wollen annehmen, daB das Gewicht der Stangen im Yer- 
gleich mit dieser Last vemachlassigt werden kann. Ferner denken 
wir uns, daB die Verbindung der Stangen bei B eine kleine 
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Drehung der einen in bezug auf die andere gestattet, so daB 
sich, wenn A G nicM vorhanden ware, der Punkt B nacb unten 
nnd zugleicb die Punkte A nnd G nach aufien bewegen konnten. 
Betrachtet man das Dreieck im ganzen^ so findet man nn- 
mittelbar die vertikalen Drucke auf die Stutzflachen, indem 
man P nach der Regel Yon § 160 in zwei parallele Krafte in 
A nnd G zerlegt. Die inneren Krafte aber findet man in folgender 
Weise. Man zerlegt P m BQ nnd in der Richtung BA 
und BG, bringt die Komponenten nach A nnd G nnd zerlegt 
sie hier in die horizontalen und vertikalen Komponenten AS 
und ATy GTJ nnd G Y, Naturlich wird dabei AS ^ GU, 
Durch diese Krafte wird A G ausgedehntj wahrend die Stangen 
A B und B G durch die KrMte B Q und B R zusammengedriickt 
werden. 

Wie bei dem Anbringen der Last die Spannung m AG 
durch eine kleine Ausdehnung dieses Stabes entsteht, wird nach 
dem Gesagten klar sein. 

§ 169. Ausdehnung einiger der vorhergehenden Satze auf 
Korper von veranderlicher Porm. W&nn ein Korp&Ty dessen Ge- 
stalt verdndert werden kann^ unter der Mnwirkiing eines Systems 
von Krdften im Oleichgewieht isty so kann man bei einem heliebigen 
Tail desselben die Bestandteile fest miieinander verbinden, ohne das 
Gleiehgemcht %u storen. Die Krafte, welche auf dieiSen Teil wirhen, 
milssen daher stets den Bedingungen geniigen, die wir fur feste 
Korper von imverdnderlieher Form kennen gelernt haben. 

Ein Seil z. B._, welches mit seinen Enden in A und B 
befestigt ist^, nimmt unter dem EinfluB der Schwerkraft die in 

Fig. 127 angegebene Gestalt an. 
Ein Teil GD kann nun durch einen 
unbiegsanaen Stab von derselben 
Gestalt und demselben Gewicht 
ersetzt werden, ohne daB das 
Gleichgewicht gestort wird. Auf 
diesen Teil wirken erstens die 
Schwerkraft, die man *sich im 
Schwerpunkt Z angreifend denken 
kann, und zweitens die Spannungen 
der Seile A G und B D. Fiir das Gleichgewicht ist es notig, daB 
die Tangenten in C und D sich auf der durch Z gehenden 
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Vcrtikalen schneideu; zwischen der Gro6e der drei Kraft6 
mu.6 weiter der bekannte Zusammenliaiig bestehen. 

Als zweites Beispiel betracbten wir eine Flussigkeitsmasse, 
die im Gleichgewicht ist. Man kann sick vorstellen, da6 ein Teil 
derselben, der innerbalb einer geschlossenen Flacbe liegt, obne 
daB sich. das Volnm andert, fest wird; die anf diesen Teil 
wirkenden Krafte mussen also den Gleichgewicbtsbedingungen 
genligenj die fiir feste Korper gelten. Bei einer Fliissigkeit 
sind aber nock andere Gleichgewicktsbedingungen zu erfidlen, 
denn man kann sick leicht Falle denken, in denen Krafte, die 
im Gleickgewickt sein wtirden, wenn sie anf feste Korper 
wirkten, dies nickt sind, wenn sie anf eine Fllissigbeit wirken. 

Bei der Anwendung des genannien Satzes brauchen nur die- 
jenigen Krafte heruehsiehtigt mu werden^ die auf den heirachteten 
Teil von au^en toirken, Werden diese z. B. in korizontale und 
vertikale Komponenten zerlegt, so mussen die nack oben ge- 
rickteten Komponenten zusammen ebensoviel betragen wie die 
nack unten wirkenden. Von den inneren Kraften kann man 
hierbei ganz abseken, da sick ein Korper oder ein Teil eines 
Korpers durck die gegenseitige Einwirkung seiner Molekiile 
niemals als Ganzes nack einer bestimmten Ricktung bewegen 
wird. Dies ist eine Folge davon, daB die inneren Krafte zu je 
zweien gleick und entgegengesetzt sind. 

Obwohl bei einem biegsamen Seil oder einer fliissigen 
Masse die Krafte, welcke die Erde auf die Molekiile austibt, 
nickt mekr dieselbe Wirkung haben wie eine einzige Kraft im 
Sckwerpunkt, so bleibt dock eine Eigensckaft, die dieser Punkt 
bei festen Korpern kat, besteken. 

' Be/h jedem Korper wird ndmlich die Arbeit der Sehwerhraft 
bed einer Bewegung imd also aueh die potentielle Miergie in der- 
selben Weise atcs dem Steigen oder Sinken des Schwerpimkies ge- 
funden wie bei einem festen Korper, 

Pig. 128 unterscheidet sich von Pig. 115 dadurch, dafi eine hori- 
zontale Ebene V angebracht ist, auf welche die Senkrechten J., Oj, Uj, 

A^ , , , B bj Goj Zx geffilltsind. Aus den Proportionen von § 162 folgt ^ 

(Pi Bb == Pi X % + Pa X A » 

(Pi + Pa Hr Ps) X (7 C = (pi -f Pg) X J5 + p, X Aj 
-Pi X Ai % + Ps X Aa ag + Ps X ^8 
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Man kann diese Beihe von Gleichungen fortsetzen, so das schlieBlich, 
wenn P das G-ewicht des ganzen Systems ist, 

P X ^ 2h X J.2 + P 8 X ^3 -1- usw. . 

wird. Diese Gleicbung drtickt aus, daB die potentielle Energie denselbeu 
Wert hat, als ob die gesamte Masse im Schwervunkt vereinigt ware. 

Man kann diesen Satz 
z. B. auf ein Seil (Fig. 127) an- 
wenden, welches an zwei festen 
Punkten anfgehangt ist. Wenn es 
unausdehnbar und vollkommen 
biegsam ist, so ist die inn ere 
Energie immer dieselbe; das 
Seil ist daher (§ 155) im Grleich- 
gewicht, wenn die potentielle 
Energie gegenhber der Schwer- 
kraft ein Minimnm ist, d. h. wenn der Schwerpunkt so tief ala 
moglich liegt. 

§ 170. Eigenschaften des Schwerpunktes bei derBewegung 
der Korper. Man kann bei einem beweglichen System in jedem 
Augenblick die Lage des Schwerpunktes nach den Pegeln von 
. § 162 bestimmen. Dies&r Punkt hewegt sich nun geradeso, als oh 
di& gesamte Masse in ihm vereinigt ware und alle Krdfte auf ihn 
wirktmy welche auf die Punkte des Systems wirhen. Daher macht 
sich jede Kraft, einerlei in welchem Punkt sie angreift, durch 
eine ihrer GroBe proportionale Geschwindigkeitsveranderung 
des Massenmittelpunktes bemerkbar. 

Aus diesem Satz kann man das Folgende ableiten: 

a) Die Bewegimg des Schwerpunktes ist unahhdngig von den 
inne/ren Krdften, denn diese sind zu je zweien gleich und ent- 
gegengesetzt und heben sich also, wenn sie im Schwerpunkt 
angebracht werden, einander auf. 

Sind keine aufieren Krdfte vorhandeUj so hleiht de/r Schwer- 
pimkt entweder in Ruhe oder er hewegt sich mit konstanter Oe- 
• schwindigkeit in einer ge/raden Li/nie. 

Dies gilt z. B. vom Maasenmittelpunkt des gesamten 
Sonnensystems, wenigstens wenn man annehmen darf, daB auf 
das System keine merkbaren auBeren Krafte einwirken. 

b) Wird ein Stab schief nach oben geworfen, so beschreibt 
der Schwerpunkt eine Parabel, wahrend sich der Korper auBer- 
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dem urn diesen Punkt drehen kann. Die parabolische Be- 
wegung des Schwerpunktes bleibt bei einer G-ranate besteben, 
wenn sie in der Luft platzt, wenigstens solange keins der 
Brucbstticke den Boden erreicbt 

c) Wir konnen wobl unsere K5rperteile durcb innere 
Krafte in bezug aufeinander bewegen, aber unseren Schwer- 
punkt konnen wir nur mit Hilfe auBerer Erafte von der Stelle 
bringen (§ 81). 

Wenn jemand auf einer vollkommen glatten borizontalen 
Ebene ausgleitet,'/so bewegt sich sein Sobiverpunkt in einer 
vertikalen Linie. 

d) Mn KraftepaaVy welches auf einen festen Korper ivirkt, hat 
keinen EinfiuP auf die Bewegung des Schw erpimkies. 1st der Korper 
anfangs in Ruhe, so kann er durch ein Krdftepaar nur cine Drehimg 
um eine durch den Schwerpunkt gehende Achse bekommen, 

- Beweis des oben genannten Satzes. Wir iiehmen drei recbtwink- 
lige Koordinatenacbsen an und nennen die Koordinaten des ersten 
Punktes die des zweiten Punktes rCg, 2 / 2 ? ^^ 2 'asw., endlich die 

Koordinaten des Schwerpunktes a;, x. Dann ist (vgl. § 169) 

Px — p^x^ -h £^2 + ^SW. , 

wofiir man wegen der Proportionalitat der Gewicbte mit den Massen aucb • 
Mx ^ + ma aja + nsw. 

schreiben kann, wenn man mit Wj, usw. die Massen der materiellen 
Punkte und mit M die Masse des ganzen Systems bezeichnet. 

Diese Gleichung dient mit den anderen, die sick auf die g^-Achse 
und die Achse beziehen, zur Bestimmung der Lage des Schwerpunktes. 

Die Gleichung gilt f(ir jeden Augenblick. Hieraus folgt, dafi 
zwischen den Zunahmen . und dx der verschiedenen Koor- 

dinaten in einer unendlich kleinen Zeit d t die Beziehung 
Mdx m^dx^ -h m^dx^ -h usw. 

besteht. Dividiei’t man nun diese Gleichung durch d if, so erhalt man 
Mu = mi Ui -h -h usw. , 

wean u^j . » , und i6 die Geschwindigkeiten in der Eichtung der 
az-Achse fiir die verschiedenen materiellen Punkte und fiir den Schwer- 
punkt bedeuten. 

Daher ist die algebraische Summe der BewegungsgrdBen in der 
Eichtung der a;- Achse ebenso groB wie die BewegungsgrdBe in derselben 
Eichtung, die der Schwerpunkt haben wiirde, wenn in ihm die gesamte 
.Masse M vereinigt ware. Da dies fiir jeden Augenblick richtig ist, ist 
auch die Vercmderzmg dieser algebraischen Summe wahrend eines Zeit- 
elementes d t ebenso groB wie die Verknderung, welcbe die BewegungsgrSBe 
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der Masse M, im ScKwerptinkt gedacht, erleiden wurde. Wenn aber 
usw. die auf die Punkte des Systems in der Eichtung der ic-Achse 
wirkenden KrSfte sind, so ist die betreffeude YerS-nderung 

"b . • ^ 

Die Greschwindigkeit u des Scbwerpunktes muB sicb also so andern, 
daB, wenn die Masse M in ibna vereinigt ware, die BewegungsgroBe 
derselben diese Zunabme erleiden wiirde, und dies wurde der Fall sein, 
wenn auf die Masse die Kraft Xj + + . . . wirkte. Da ein abnliches 

Kesiiltat fur die Veranderung der Deschwindigkeit in der Eiehtung der 
i/-Achse und der a^-Achse gilt, ist der Satz bewiesen, 

Ancli der folgende Satz verdient erwahnt zu werden: Ein 
starrer Korper, der • anfangs in Btthe ist, behommt durch eine Kraft, 
die im Sohwerptmkt angreifi, eine Translation ohne Drehung. 

WirU ein heliebiges System von Krdften, so hann man diese 
nach dem Sekwerpunkt ubertragen; die resultierende Kraft hringt 
\ein6 Translation, das resultierende Krdflepaar eine Drehung hervor. 

Will man einem festen Korper eine vorgeschriebene Bewegung 
geben, so kann man auf jeden Punkt die Kraft wirken lassen, die gerade 
zur Bewegung derselben erfordert wird; man kann aber aucb an Stelle 
dieses Systems von E^raften jedes andere, welebes mit ihm gleichwertig 
ist, nehmen. Fur eine Translation, bei welcber alle Teilchen dieselbe 
Beachleunigung in derselben Eiehtung bekommen miissen, wurdenpara/to 
Krafte dienen konnen, die auf jedes einzelne Teilchen wirken und die der 
Masse derselben proportional sind; solche KrSfte sind aber gleichwertig 
mit einer einzigen Kraft, die im Scbwerpunkt angreift. 

§ 171. BescbrankuBg der Bewegung eines festen Korpers. 
In vielen Fallen wird ein Korper gezwuugen, sich in einer 

verges chriebenen Weise zu be- 
wegen. 

a) Soil sich der Korper 
nur geradlinig verschieben, so 
man einem Teil desselben die 
Gestalt eines Prismas, welches 
in eine prismatische Einne eines 
festen Stiickes B pa6t. Man er- 
sieht aus Pig. 129, wie sich dann 
das Prisma samt der damit verbundenen Stole A nur in der 
Eiehtung der (in der Pigur horizontalen) Seitenkanten des 
Prismas bewegen kann. 

Der Dnrchschnitt des Prismas kann sehr verschiedene 
Pormen haben. In Pig. 130 wird der Korper A durch zwei 



Fig. 129. 
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Zylinder B B gefuhrt. Man kann auch einen einzigen Zylinder 
anwenden, wenn man nur in der einen oder anderen Weise 
eine Drehung verhindert. 

b) Wird dagegen ein Zy- 
linder, der in eine Hohlung paBt, 
verhindert sich zu verachieben, 
so ist nur eine Drehung moglich. 

Ein solcher drehbarer Zylinder 
wird eine Achse genannt. 

Man sieht in Fig. 131, wie eine Verschiebung von A un- 
moglich gemacht wird. Wir bemerken dabei, daB man den 
umschlossenen Teil der Achse Zapfen und den umschlieBenden 
Korper B das Lager nennt. 



Fig. 130. 



Fig. 131. 


Dieser Korper hat nicht immer eine zylindrieche Hohlung; es 
kommen auch andere Formen vor. 

Bei horizontalen Achsen hat man gewohnlich zwei Zapfen 
an den Enden; lange Achsen (Treibachsen in Fabriken) werden 
auch noch an anderen Stellen in derselben Weise gestiitzt.'’ 

Die Zapfen konnen zwischen zwei Sthcken, eins unter und eins 
liber der Achse, ruhen, die in geeigneter Weise gegeneinander- 
gedriickt werden. Zuweilen ist nur das untere Lager vorhanden. 

Vertikale Achsen konnen am unteren Ende in einen Kegel 
auslaufen, mit dem sie in einer Hohlung eines feststehenden 
Korpers ruhen. 

c) Um zu bewirken, daB sich ein Korper mit geringer 
Reibung um eine horizontale Achse dreht, verbindet man ihn 
mit einer Schneide, d. h. einem scharfkantigen dreiseitigen 
Prisma, das mit seiner Kante auf einer horizontalen Platte liegt 
Beide Teile mtissen aus einem harten Stoff bestehen. Bei dem 

Lorentz, Lehrbuch der Pliysik, I. 17 
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Wagebalken, der in Fig. 132 abgebildet ist, ruht eine Schneide 
A aus Stahl anf einem Block B, der bei Tielen Wagen ans Achat 
besteht. Je scharfer die Kante der Schneide ist, desto mehr 

nahert sich 




Fig. 132. 


jedoch immer im Rollen 


die Bewegung 
einer Drebung 
um eine Aobse. 
In Wirklicb- 
eines Zylinders 



keit bestebt sie 
anf einer Ebene. 

d) Man kann ein Eecbteck oder ein Dreieck so einen 
Zylinder entlang bewegen, daB seine Ebene fortwabrend durcb 
die Acbse gebt, eine der Seiten in der Zylinderflacbe liegt nnd 
jeder Punkt eine Scbranbenlinie bescbreibt; es wird dann ein 
SchTauhengeioinde beschrieben. Ist ein Zylinder mit einem 

solcben nacb auBen stehenden 
Gewinde yerseben, so hat man 
eine Sch^aube oder Sohrauben- 
spindel (Fig. 133 A). Diese 
kann in eine Hoblung passen, 
in deren Wand eine Rinne 
angebracbt ist, die einer 
Scbranbenlinie entlang l^uft, 
Diese Hbhlnng, von der in 
Fig. 133 B die .Riickseite zu 
seben ist, befindet sicb in 
einem Stiick, welches die 
Sohrcmhenmuiter genannt wird. 
Halt man diese fest, so kann die 
Scbranbe allein eine Drebung 
nnd gleicbzeitig eine Ver- 
scbiebung baben, so n^mlicb, dafi bei jeder Umdrebung eine 
Verscbiebnng nm einen Abstand gleicb der Ganghbbe (§ 26) . 
stattfindet. 

Wie bereits gesagt wurde, kann das Profil der Scbranbe, 
d. h. der Durcbscbnitt des Schraubengewindes mit einer dnrcb 
die Acbse gebenden Ebene verscbiedene Formen baben. Es 
kann recbteckig (Fig. 133) oder dreieckig (Fig. 134) sein, Es 
kommt oft vor, daB man dieselbe Scbranbenmntter fiir ver- 


Fig. 133 A. 



Fig. 133 B. 


§ ITl] 
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schiedene Schrauben von derselben Dicke benutzen will und 
umgekehrt. Dazu ist es notig, da6 nicbt nur die Ganghohe, 
sondern aucb das Profil nbereinstimmt. Man bat daber Sy- 
steme von Scbranbengewinden festgestellt, 
in denen zu jeder Dicke eine bestimmte 
Gangbobe nnd ein bestimmtes Profil ge- 
horen. 

In alien besprocbenen Fallen wurde 
vorausgesetzt, da6 der mit B bezeicbnete 
Korper in Rube bleibt. Dies braucbt 
jedocb nicbt der Fall zu sein; im allge- p. 

meinen wird durcb die bescbriebenen Ver- 
bindungen nur die relative Bewegung des einen Korpers in 
bezug auf den anderen bestimmt. Die Rader eines Pabrzeuges 
fiibren in bezug auf das letztere eine Drebung aus und die 
Kuppelstangen, durcb b 

welchc die Rader einer 
Lokomotive verbunden 
sind, dreben sicb in be- 

zug auf die Rader, ob- ^ ^ ^ 

gleicb ibre wirklicbe ^ 

Bewegung eine Ver- |j || 

e) AuBer den i^e- ^ b M 

sprocbenen gibt es nocb MJ 

viele andere und zu- 

weilen sebr komplizierte 

Mittel, durcb die man 

die Bewegung eines ||| W 

festen Kfirpers be- ^ | 

Man kann diese pig. 135. 

Bescbr^nkung z. B. so 

einrichten, daB ein einzelner Punkt immer an seiner Stelle 
bleibt. So kann man eine an dem Korper befestigte Kugel sicb 
in einem boblen Kugelsegment dreben lassen, welcbes sie zum 
Teil umscblieBt (Kugelgelenk). Oder man kann den Korper 
me den Ring A A in Fig. 135 sicb um eine Acbse BB dreben 
lassen, deten Stiitzpunkte in einem Ring liegen, der sicb selbst 


Pig. 135. 


h ' 
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Mm eine Achse C C dreht, die auf der ersten Achse senkrecM 
steht (Cardanisclie Au£li anguiig;V 

Maschinen sind Korper oder Systeme von K5rperii, die 
sich nur in der fur einen bestimmten Zweck erforderlichen 
Weise bewegen konnen. Die einem Teil derselben mitgeteilte 
Bewegung wird auf die anderen Teile ubertragen und dabei 
oft der Art nach vollstandig verandert. 

Die Verbindung zwiscken den Teilen einer Mascbine be- 
stebt in vielen Fallen darin, da6 die Oberflache des einen Teils 
nnunterbrochen mit der Oberflache des anderen in Beriibrung 
bleiben mu6. Die oben besprochenen Falle konnen als Beispiele 
dienen; ein anderes Beispiel hat man in zwei ineinander ein- 
greifenden Zahnradern. 

. Zwei Maschinenteile konnen auch durch Ketten, Seile oder 
Riemen miteinander verbunden sein. 

§ 172. Gleichgewicht an Maschinen, Wenn die Ober- 
flachen, mit denen sich verschiedene Teile einer Maschine be- 
riihren^ iibereinander rollen, so verrichten (wenigstens wenn wir 
vop der rollmdm Reibung [§ 182, d] absehen, die durch die 
FormveranderuHg der OberflEchen entsteht), die zwischen den 
Teilen wirkenden Krafte bei der Bewegung keine Arbeit. Denn 
die Wirkung ist gleich und entgegengesetzt der Gegenwirkung, 
und die Punkte der Oberflachen, welche sich beruhren, haben 
dieselbe Geschwindigkeit. Die Arbeit der Krafte ist auch 
bei Iibereinander gleitenden Oberflachen gleich Null, wenn diese 
nur vollkommen glatt sind, und dasselbe ist der Fall, wenn 
eine Bewegung durch Seile oder Riemen ubertragen wird, 
sei es, daB sie mit den Enden an den Maschinenteilen be- 
festigt sind, sei es, daB sie der Oberflache derselben eine ge- 
wisse Strecke lang folgen und sie durch; Reibung mitfuhren. 
Die letztere Kraft verrichtet keine Arbeit, solange das Seil 
nicht liber die Oberflache gleitet, denn wahrend die Punkte 
des Seils und die Punkte der Oberflache dieselbe Geschwindig- 
keit haben, wirkt auf sie die Reibung mit gleicher Kraft in 
ehtgegengesetzter Richtung. Sind die Seile unausdehnbar, so 
ist auch die Arbeit ihrer Spannung gleich Null, denn die 
beiden Punkte, auf welche diese wirk;t, verschieben sich in der 
Richtung des Seils gleichviel in demselben Sinne, . 

Endlich kann auch von der Veranderung der inneren 
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Enorgie dor Hcilo abgesohen werden; nur in einigen Fallen, 
wonn (lioso aohr atoif aind und sick ihre Krttmmung ilndert, 
wtlrdo man dies iiicht tun dllrfen. 

/w iiiht tinker vide Fdlle, in- deimi man nur die du^e/ren 
Kriifte, die auf die Teile ehter Masehine wirken, xu heriioksiehiigen 
fmiueht. Ikuin gill fUr die gauze Maschme die Betraehlung, wcloke 
in ii liifi fiir ei/ien- rinxdnen Kcirftei' niitgeteilt wicrde. 

Eh wird also tlloicligowicht aeiu, wenn bei jeder unend- 
lich kleinou Vorrllekung die Arbeit dor Krafte gleicb Null ist, 
eine (lodiiigung, dio bosonders einfach wird, wenn es nur zwei 
Krkfte gibt, nkmlich oiue bewegende Kraft F und ein zu 
tiberwindender Widerstand P. Sind namlich f und p die Pro- 
jektionon der unendlicli kleinen Voracbiebungen der Angrilfs- 
punkt(s auf dio Linien, in denen F und P wirken, und nennen 
wir dio orsto diosor I’rojektionen poaitiv, wenn aie in Rich- 
tung mit der Kraft Uberoinstimmt, und die zweite, wenn ihre 
Richtung dor von 1 ‘ ontgogengoaotzt ist, so muii 

Fxf^rX}) ( 3 ) 

Hein. 

Bowegt nioh die Maachine, so ist die gesamte Arbeit 
Ff— i’p gloich dor Vermehrung der Idnetiaohon Energie. 
Bei langmnim Bewegungen kann man von der letzteren ab- 
aehen; man kommt dann zu der G-leiohung (8) zuriiok' und 
kann den durch aie beatimmten Wert von F nicht nur als die 
Kraft betrachten, die mit dem Widerstand P im QleiohgewioM 
iat, aondem auoh als die Kraft, welche wdhrend der Bewegwig 
den Widerstand llberwindet. 

Dor Widerstand P kann das OJewioht eiuor Last sein, 
welche gehoben werden muB. Er kann auch aus dem Zu- 
sammonhang der Teilchen eines KBrpors entspringen, durch den 
eine Mossorklinge Oder eine Sftge bewegt wird. Endlich kann 
er aus clem Widerstand eines Hindernisaes bestehen, gegen den 
ein Teil der Masehine infolge einer auf einen anderen Teil 
ausUbten Kraft gedrttckt wird. Ist F gegeben, so wird das 
Hindemis so weit eingedrhokt, daB der Widerstand desselben 
gleicb Ffjp ist; dieser Ausdruck bestimmt also den infolge 
der Kraft ausgelibten Druck. Aus dem Gesagten ergibt sicli 
leicht, daB ftlr das Heben einer sohweren Last vermittelst 
einer kleinen Kraft nur nBtig ist, daB der Angritfspunkt dieser 
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lotzteren oiuon vit'l griiOtTi'ii /nfiU'kli-Kt hIh »1u’ Lumt, 

ebenso, claB zum OberwiiitUm fiiifH \\ idcr'ttHinUm /• ulit'r I'iiifin 
Wog/; immer dioHclbi' Arlu-it fi-fonlorUrh i>4. wt lch».r 

Masdiiuo man sioh bmlimit. 

AujitT durc.h IMriwMiin;/ ikf A>d‘tit katin utint 4tr Uk.u-Ji. 
gmiMHimlingung mch durdt umi /.^rkgrut vun 

Krdlhn mid Krdfkpmrm vrmittdn. Han V^rJahri'ti fUhrt 

oft leicliter zum Zial, abor «8 iat, wtinigtitt'iiM wmii ij« auf 
eine Ma»ohine im gau/.t)ti angi'wajuit winl, mit ilt<m Mangel 
verbunden, daB die Drucke zwiacheii ibai «ieh berbhreiiden 
Oberflachen odor die Sitimnutigen der Stale miliekaunt blmben. 
Dieso Krafto kbimeu nur au» tier beHtmtlereu Hi^raeUlttuK der 
Teile der Maschine abgeleitet werdt'H vgl j; 

In den folgendeii Paragrapben tindet man Binige lleitpiele 
zur KrlEuterung doa vorhergtditmdm. 

§ 17 B. Hebei. Wage. Kin K<'*r|M*r. der aeh um tane 
feate Aobae dreUen kaiin, wird, immentlu-h wenii »>r die lie. 
Btalt einea goraden odor gobogenen Stabe** bat. em ihyi ge. 
nannt. IHe Okkhgevdcftkhedingimi id, jta«h dem in gg 15 ” 
und 172 Gsaagton, dnp die a/gtkmimdit' tier Akmtiifr tier 

’ Krdfle in h«tuff auf die Adm Suit unn mufi. 

Der Wngetialk6n iet ein gleieliartiiiger Htdiel twit einer 
horizontaleii Achae. In dorOleicbgewirbtalage inaB tier Srbwer- 
punkt vertikal unter dor Achae Hegeii, wonn da« (ilt'icbgewicht 
atabil sein soil. Worden die beiden Arin« mi! tbwicbiea b«i- 
laatetj die ein wenig voneinander voraflutHlttn «md. ao nimnit 
der Wagebalken eine «chiof« Lagis ein, wubta tlaa t-borgowiebt 

mit dew tiowmbt doa VVi^«. 
balkene int l»toH'bgew»'bt ist, 
Mit di«w»m tiowitdii wirtl daber 
da« tllmrgowicbt ferglichwtt. 

K* aoi in Kig. I SB O die 
l)r®hunR«a«*h»e, v der Stdiwor- 
jmnkt doa WagebiUkttna, wEh- 
rend dio Stdialon in A nnd if 
attfgebbngl aind. hi* ««i ferner 
P das Gewicht jeder der beidmi Sebakn nobat iltat auf ilmnn 
liegenden gleidion Gewicbten, und Q dun tit»wiobt ties W*ni;e» 
balkena. Endlich nehnnj man an, daB A, n und H in gorader 


i^ + ;i 


' 

:Q\ 

P 

Pig. ISB. 


§ 173] Feste Korper von unveranderlicher Form. 263 

Lillie liegen, und zwar so, AO^OB^l, da 6 also die Wage 
gleicliarmig ist, wahrend 0 G ^ h den Abstand des Schwer- 
punktes von der Drehungsachse vorstellt. Wenn anf eine der 
ScLalen ein kleines Ubergewicht 'p gebracht wird, so wird 
wieder Grieichgewicbt eintreten bei einem AnsscUag (p, der 
durch i ^ :'■% 

\ pi 

Oder angenahert (§ 32) dnrch 


bestimmt wird. 

Die Empfindlichkeit, die durch das Verbaltn is von 99 und 
p gemessen wird, ist dann unabhangig von der Belastung P. 
Sie nimmt zu, wenn h kleiner wird. Man kann oft dnrcli eine 
Regulierschraube h und damit die Empfindlichkeit andern. 
Auch VergroBerung von I wiirde die Empfindlichkeit erhohen, 
wenn bei Verlangerung des Wagebalkens nicht auch das 6 e- 
wicht Q groBer wiirde. Q uimmt sogar starker zu als Z, weil 
man mit Riicksicht auf die XJnbiegsamkeit bei VergroBerung 
von I auch die Dicke grofier nehmen muB. Im ganzen wird 
also die Empfindlichkeit abnehmen und ist es gerade vorteilhaft, 
kurze, leichte Wagebalken zu benutzen. 

Wenn bei einer Wage die Punkte A, O und B nicht in 
gerader Linie liegen, so hangt die Empfindlichkeit von der 
Belastung ab. Im Ealle von Fig. 137 ist die vertikale Linie 




C P ^ 



Fig. 137. 


Fig. 138. 


durch A von 0 weiter entfernt als diejenige, welche durch B 
geht, und wit sehen leicht ein, daB bei VergroBerung der gleichen 
Belastungen P der Ausschlag zunimmt ; dabei wird also die 
Empfindlichkeit vergroBert. Im Palle von Fig. 138 haben wir 


I' 
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das Entgegengesetzte und die Empfindlichkeit nimmt bei zu- 
nehmender Belastung ab. Eine genaiie Untersuchung der 
Empfindlichkeit bei yerschiedenen Belastungen kann zuweilen 
zeigen, dafi ein Wagebalken infolge von Biegung nacheinander 
die Formen von Fig. 137, 136 und 138 annimnat. 

§ 174. Systeme miteinander verbundener Stangen. In 
Fig. 139 sind A C und GB Stangen, die, in vertikaler Ebene 
liegend, in G miteinander verbunden und in A und B unter- 

stiitzt sind. Der Punkt M ist mit 
einem Gewicht Q belastet, wahrend 
vomGewicht der Stangen abgesehen 
wird. Wir wollen annehmen, daB 
die Verbindungen bei A, G und B 
wenigstens ein wenig drehbar sind 
und bedenken, daB, weil die 
Stangen etwas gedehnt oder zu- 
sammengedruckt werden kbnnen, eine kleine Drehung auch wirk- 
lich stattfinden kann. Der Stab GB kann nur im Gleichgewicht 
sein, wenn der Druck in 0 die Richtung seiner Lange hat; man 
bekommt also diesen Druck sowie den in A durch die in der 
Figur angegebene Konstruktion. Natiirlich kann man den Druck 
in G auch durch die Bedingung bestimmen, daB sein Moment 
in bezug auf die durch A senkrecht zur Ebene der Figur ga- 
zogene Linie gleich dem Moment des Gewichtes Q sein muB. 

In Fig. 140 und 141 findet man ahnliche Verbindungen 
von Stangen, bei denen M auf der Yerlangerung von A G liegt. 
M 




Endhch ist in Fig, 142 ein System von drei Stangen abgebildet, 
die sich um A, B, G und D drehen kbnnen und von denen 
der mittlere die Last Q tragt. Sieht man wieder vom Gewicht 
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(lor iStiUiKon ab, ho iHt fUr das Gleichgewiclit iiQtig, daB AB 
uiid DO, wonn man sie verlangort, sich auf dor vortikalen 
Ijiuio. (J M trcfibn. Frcjilioh wilro bei dieser lotzteren Anordnung 
daa GUiichgowicht labil. o 


§175, Rollen nnd Flasohen- 
ziige. Kino licdtc ist oiim kreia- 
fbrmigo Hchoibe, dies Rich urn 
nine durch don Mittolpunkt 
gohendti und auf ihrer Achse 
Hcmkrooht 8tehoud(3 Kbone drohon 
kann. Am Umfang ist sie mit 
oiner liinuo vorBohen, die eiu 
Soil aufnohmen kann. Die Reibung verhindert dies letztera, 
auf der Scheibe zu glaiten. 

Iku einor foatou Rollo (tfig. 143) kann sich die Achse 
nicht vorBchiebon; boU Gloichgowiclit scin, so inttssen an den 
Knd(in d(38 Soila gleicho Krilfto wirkon. Don Druck auf du! 
Achse (indet man in der in der Figur angegebenen Woiso. 




Eine bewegliohe Rolle (Mg. 144) hangt in einem Soil, 
welches an dem einen Bnde a befestigt ist, wahrend am an- 
deren Blnde die bewegende Kraft wirkt. Der Bhgel, in welchem 
die Achse lauft, ist mit einem Haken versehen, an welchem 
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die Last aufgeliilngt winl, du' muii in di.- Hiiln- /i.dicii will. 
Dio Gleichgowiolitabodinguiig winl dmvh (ln> Kinixti'iikliini nitios 
Piirallclogramms dor Krilftn giduminn. 

Kig. I4r» znigt din Kinri<'htiuig gu- 

wSlinliclu'u Ftm-lifnxutics. Drtd Ucdlcu bnlindt'u 
aich in dom (dnTi>ii, featnn Klohcn sogi'imnuti'n 
B’laaidie) vnreinigt, und tdit-uHovicd iu dfui htv 
weglichen unternn Kloln-n. Xiiumt inun an, 
dali daa Seil, wolclifs iilmr Htluttlichn Httllou 
liluft, zwisc-heu don KluMchnn itin'rall dinscllte 
Riolitung hat, an i»t flir ilua tShnnhgnwicht 
die Kratt /’ arldrdnrlich. init clnr man am 
Kudo b zioht. Man (iudt't dina, wi>nn man 
beachtnt, daU din Laat an Hcnha Hidlnii liiliigt 
und daB also ilin Sjianiiuitg, din iilaTitll glnich 
groB anin muB, dnn gnnamitnn W nrt hiibnn 
rnuB, Oder auch indnni man nrndttnlt, uni 
wioviol b uach untnn gnzngnn wntdnn iiiuB, 
urn /* auf mun gnwisan HiUin zti hnlmn. 

§ I7fi. •Winde. Idn W imln (!Iu«|a>l, 
Wollrad) heatolit aua ninnm h<iri/.<ndal(>n lira 
Hoinn Aclran drnhltaron Zylimlnr, mn dnn nin 
Seil oinignmal gnwumlnn iat, wnlnimH hnim 
Drehen auf- odor ahgnwirknU wird und am 
Ende die Last trg,gt Die l)relmng wird diuu Zylimlnr dun-h tnnn 
Kurbel gegeben, die aenkreobt zur Achso an dnm ZyUnder be- 
featigt iat. Dio Gleichgewichtabnilingung folgt iiua dnr Untrach- 

tang dnr Momnnti' udor 
aus dnni Satz ton § 172. 

177. Mittel, urn die 
Brebuag eiaer Aehae auf 
else andere m ubertra^eu. 

a) .S(?d iitim Kmk. Eh 
aeinn (Fig. 1-lt!) ,1 und B 
ie wni kmi«{An« igo .Snhni bn o, 
din in donmlbim Ebmie 
li»g«n und i*inh um Atdratm 
aetikrecht zu diesor Kbnne dundi ihre 
Elin Sei! odor nin Itinmnn, diwunn Kndeii 


145. 



drehen kflnnen, die 
Mittelpunkte gehen. 
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autunaiulor bolcatigt aind, iat um die Soheiben geaclilagen iind 
binreic.heiul geapaiint, uiu ciii Gloiten auf den Scbeiben un- 
lufiglich zu machun. Wird A in der liiolitung des Pfeils ge- 
driibt, 80 wird 11 in deraelbeu Richtung bowegt; die Winkel- 
goacliwindigkoiton aind dabei don Radion umgekehrt pro- 
portional. Dor Toil r.v doa Soila isip stilrkor geapannt als dor 
Toil ii<i; hicrauK ontapringt die Kraft, wolobo B in Bewogung 
Hotzt. Sollou aioh die Sohoibon in entgegoiigeaetzter Riclitung 
drcihon, ao bouutzt man oinon gokreuzton Riemon (B"ig. 147). 



Pig. ua. 



b) Bai paralUilcu Acbatm kftnnon auoh zyliiiderfbrmigo, 
imd hoi Atdiaen, die aicb aclmoidon (Fig. 148), kogelfbrmige 
HeihunffurOder benntzt wordon. Dio aioh berUhrondon Ober- 
llacben deraolben inliaaon rauh genug aeiu, damit die eine 
Hcboibo duroh die andoro mitgefUhrt wird. 

c) MhB ein arhoblicher Widerstand llberwunden werden 
Oder will man aioh eines bestimmten Verhaltnisaes der Winkel- 
geaohwindigkoiton ver- 
aichern , ao beimtzt 
man ZahnrMer. Fig. 1 49 
atellt ein Pear der- 
artigo Rader vor, die 
auf Achaen aenkreoht 
zur Kbene der Zeich- 
nung befeatigt aind. Da 
in deraolben Zeit von 
beiden Radem gleich 
viel Zahne dutch die 
Verbindun^linie der Mittelpunkte gehen, verhalten aicli die 
Winkelgeachwindigkeiteu umgekehrt wie die Anzahl der Zahne, 

Rader mit wenig Zahnen heiBen 




Die Zahne konnen auch, wie in Fig. 150, bei dem eineu 
Ead an der Innenseite angebracht sein. In diesem Fall haben 
die Acbsen dieselbe Drehnngsricbtung, 
wahrend sie sich im Falle von Fig. 149 
in‘ entgegengesetzter Eichtung dreben. 
\ \ Bei Acbsen, welcbe sicb scbneiden, 

werden Eegelrdder angebracbt. Fine 
Vorstellung davon bekommt man, wenn 
man sicb die abgestumpften Kegel in 
Fig. 148 mit bervorstebenden Eippeii 
yerseben denkt, die in der Eicbtung 
der erzeugenden Linien laufen. 

Fur den ricbtigen Gang der Eader 
ist die Form der Zabne nicht gleicb- 
giiltig; auf die geometriscben Betracb- 
Fig. 150. tungen, durcb welcbe diese bestimmt 

werden kann, konnen wir bier jedocb 
nicht naber eingeben. Es mag nur bemerkt werden, da6 man 
immer dafur sorgt, da6 in jedem Augenblick mebr als ein Paar 
Zabne in Beruhrung sind. 

Da der Gebrancb sebr groBer sowie auch sebr kleiner 
Eader mit Scbwierigkeiten verbunden ist, so iibertragt man, 
wenn ein groBer Unterscbied in der Winkelgescbwindigkeit 
verlangt wird, die Bewegung nicbt direkt von der einen Acbse 
auf die andere. Man nimmt dann seine Zuflucbt zu Systemen 
von Eadern, die zum Teil auf den Acbsen selbst, zum Teil 
auf Hilfsachsen befestigt sind. Man kann namlicb die Be- 
wegung von einer Acbse A auf eine Acbse B und von dieser 

mit Hilfe eines zweiten Eades, mit 
dem sie verseben ist, auf die Acbse 
G iibertragen, usw. 

Als Beispiel erwabnen wir nocb 
den Kunstgriff, durcb den man die 
Zeiger eines Ubrwerks sicb mit 
Winkelgescbwindigkeiten, die sicb 
Fig. 151. 1 zu 12 verbalten, urn denselben 

Mittelpunkt dreben lafit. DerMinuten- 
zeiger ist an der Acbse A (Pig. 151) befestigt, die ibre Be- 
wegung vermittelst eines Systems von Eadern von der be- 


Jf\aJ 2 ? 






Fisate Kiirpor von unverttndorlichor Form. 


Pig. 162 . 


woginulen Krai't nrlmlt. 1 lurch die EMer B und C wird die 
Ihiweguiig V(tu A auf die Achse B ttbertragon. Diose Achse 
triigt tun zwtutes Had E, deason Zillmo in das Ead F ein- 
greit'en, wtdches auf dor holdeu Achse G befestigt ist, die A 
uinsf.hlieflt und niit dor dor Stundonzeiger verbunden ist. 

178. Mittel zum XJitxsetzen einer gradlinigen Bewegung 
in oine Drehung and umgekehrt. a) Kurbd und Biange. Es 
sei (Fig. 152) .-i (J nine ^ .. 

Stange, die sioh imr 

in dor Richtung ihror j 

Lange bin- und her- 0 

howegtui kann, O P I-, 

tune Kurbtd, die sioh Pig. 162. 

uni eine senkreeht zur 

Khone tier Figur durch O gehende Achse dreht, BQ ondlich 
eine vStange, deren h)ndeu init 0 P und A Q drehbar verbunden 
sintl, Wenn die Kurbel godrcht wird, geht die Stango bin 
und her unil umgekehrt. Auf diose Woise wird die bin , 
und hergehende Hewogung des Kolbcns einer Dampfmaschme 
in tune Drehung von konstantor Richtung umgeaetzt. 

h) Exu^ntrkcJte SolmUm. In Fig. 153 ist 8 eino kreisfiinnige 
Scheilie, die sich in ihror Ebeno urn oino nicht durch den 
Mittelpuukt gehende 
Achse O dreiien kann. 

u: :_.i ; ^ v Q > 


Hie wird von einem | >11 n a'-''-"---— — 

RingAumfalit, woloher ' 

in dor aus dor Figur 

erHiclitliolien Weise in p'ig_ 

(J ilreUbar rait dor 

Htango A Q vtirbundon ist. Diese kann sich in der Richtung 
ihrer Lilnge bin- und horbewegen und wird hierzu durch eine 
Drehung von A' gozwungon. 

Dies wUrdo auch der Fall sein, wenn der Ring weggelassen 
wllrde, der Stab A Q bis naoh 8 reichte und lait seinem ab- 
gerurideten oder init einem E&dchen versehenen Ende fort- 
wtthrend gogen den Urafang von S gedrllckt wllrde. Dadurch 
daB man der Bchoibe 6* eine andere Gestalt gibt, kann man 
die „SchwingungBform“ (§ 50) von A Q beliebig abhiidern. 
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c) Auch. durch ein Zahnrad und eine Zahnstange kann 
man eine drehende Bewegung in eine geradlinige nmsetzen, 

§ 179, Schrauben. Die relative Bewegung einer Schraube 
in bezng auf die Schraubenmntter^ in welche sie paBt, oder 
umgekehrt der Scbraubenmutter in bezng auf die Scbraube 
ist immer eine Drebung verbunden mit einer Verscbiebung. 
Wird der eine E5rper festgebalten, so fiibrt der andere diese 
beiden Bewegnngen aus. Es ist aber aucb mbglicb, da6 der 
eine Korper sicb verscbiebt und der andere sicb drebt. 

Da man beim Gebrauche pbysikaliscber Instrumente Ge- 
legenheit hat, verschiedene Anwendungen der Schraube kennen 
zu lemen, konnen wir uns kurz fassen. 

a) Man denke sicb, eine Scbraube werde vermittelst einer 
daran befestigten Kurbel gedreht, w^brend die Scbrauben- 
mutter, in welcber sie sicb drebt, festgebalten .wird. Ist die 
Acbse vertikal, so wird die Scbraube bei der richtigen Drebungs- 
ricbtung steigen, Sie kann dabei ein Gewicbt beben, dessen GrdBe 
man berecbnen kann, wenn man beacbtet, daU das Gewicbt bei 
einer Umdrebung um die Gangbohe der Scbraube steigt, 

b) Da man eine Scbraube leicbt um einen bestimmten 
Teil einer vollen Umdrebung drehen kann, liefert sie ein 
Mittel, um eine sebr kleine Verscbiebung von bekannter GroBe 
zu bewirken. Ist z. B. die Gangbohe -I* mm und ist die Scbraube 
mit einem zylinderformigen Kopf verseben, dessen Umfang in 100 
gleicbe Teile geteilt ist und der sicb an einer festen Marke 
vorbeidrebt, so kann man durcb Drebung um einen Skalenteil 
eine Verscbiebung von mm bewirken. 

Schrauben , welcbe zu diesem Zwecke dienen , heiBen 
Mikrometerschrauben, Oft ist dabei die Schraube selbst verbindert 
sicb zu verscbieben. Dies ist z. B. bei der langen Scbraube 
der TeMmaschine der Fall; die Scbraubenmutter befindet sicb 
bier in einem Scblitten, der sicb nur parallel der Acbse der 
Scbraube verscbieben kann. Der ScbUtten tragt einen Stift, 
z. B. eine Diamantspitze, durcb welcbe auf einem Gegenstand, 
der neben der Schraube befestigt ist, senkrecbt zur Acbse der 
Scbraube Teilstricbe zieben kann. Indem man einen solcben 
Teilstrich jedesmal bescbreibt, nacbdem man die Scbraube um 
einen bestimmten Winkel weitergedrebt hat, bekommt man eine 
Skalenteilung. 
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Es ist klar, da6 die Verschiebungen nur dann den 
Drehungen proportional sind, wenn die Schraube voUkommen 
genau gearbeitet ist. In Wirklicbkeit sind immer Abweicbnngen 
vorhanden, Diese Feliler konnen zunacbst dadurch entsteben^ 
da6 die Schraube von der Schraubenmutter nicht vollkommen 
umschlossen wird, sondern daB zwischen beiden etwas Spiel- 
raum ist. Man kann dann der Schraube eine Heine Ver- 
schiebung geben, ohne zu drehen; dieser Fehler wird unschad- 
lich, wenn die letzte Drehung wr jeder Ablesung immer in 
derselben Eichtung stattgefunden hat. Andere FeHer konnen 
daher riihren, daB sich die Ganghohe allmahlich andert, oder 
daher, daB die Schraubenlinie von der idealen Form ab- 
weicht und’ infolgedessen nicht mehr jeder Teilung des 
Schraubenkopfes dieselbe Verschiebung entspricht. Die Ab- 
weichungen der letzteren Art wiederholen sich in der 
Regel bei jeder Umdrehung und heiBen daher periodische 
Fehler. Man kennt genaue Methoden^ urn die verschiedenen 
Fehler experimentell zu bestimmen und in Eechnung zu 
bringen. 

§ 180. Schraube ohne Ende. So nennt man eine Ver- 
bindung einer Schraube mit einem Zahnrad, wie in Fig. 154 
abgebildet ist. Die beiden Achsen stehen aufeinander senk- 
recht und das Schrauben- 
gewinde paBt in die Zwischen- 
raume zwischen den Zahnen. 

Dreht man die Schraube einmal 
um, so geht eine voile Windung 
einen Zahn des Eades entlang, 
woraus sich leicht ergibtj daB 
ein Zahn an die Stelle eines 
folgenden kommen muB ; hat 
daher das Ead n Zahne, so 
bekommt es eine Winkel- 
geschwindigkeit , die n mal Fig. 154. 

kleiner ist als diejenige der 

Schraube. Man kann also auf diese Weise eine schnelle Be- 
wegung in eine viel langsamere umsetzen oder umgekehrt. Das 
erstere wird z. B. angewandt, um die Umdrehungen einer schneU 
rotierenden Achse zu zahlen. 
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§ 181. Mittel, Tim eine Verbindung zwischen zwei Teilen 
einer Maschine herzustellen oder aufzubeben. Als Beispiele 
hiervon kdnnen die folgenden Vorrichtungen dienen. 

a) Man kann bei einem Raderwerk die Achse des einen 
Zahnrades in einer solchen Weise verschiebbar machen, da6 
man nach. Belieben die Zabne der Rader ineinander eingreifen 
lassen oder voneinander entfernen kann. In derselben Weise 
kann man bei einem Zalinrad und einer Schraube verfahren. 


In Fig. 155 iat eine Vorrichtung abgebildet, welche dazu dient, 
die Bewegung der Achse A durch Vermittelung von Zwischenradem auf. 
die Acbse B zn iibertragen. In der Stellung, die durch den schraffiert 
gezeichneten Teil der Zeichnung angegeben wird, wirken zwei Zwischen- 
rader und beide Achsen bekommen entgegengesetzte Drehungsrichtung. 
In der gestrichelt gezeichneten Stellung wirkt nur ein Zwischenvad und die 

Drehungsrichtung von B ist 
dieselbe wie die yon A. 
In einer zwischenliegenden 
Stellung ist die Verbindung 
der Achsen aufgelioben. 
Der tibergang von der 
einen Stellung zur anderen 
wird durch Drehung beider 
Zwischenriider um eine 
Achse 0 bewirkt. 

Man kann auch 
zwei Achsen, deren jede 
in der Verlangerung der 
anderen liegt, in Ver- 
bindung setzen. Man 
^ bringtzudiesemZwecke 
an den einander zuge- 
kehrten Enden Scheiben 
an, derenEndflachen auf 
den Achsen senkrecht 
stehen. Diese Scheiben 
sind mit Zahnen versehen, durch deren Eingreifen bewirkt wird, 
daB die eine Achse die andere mitbewegt. Die eine Scheibe ist 
auf der Achse befestigt, die andere kann auf der Achse ver- 
schoben werden, ohschon sie diese bei einer Drehung mitfiihrt. 

b) Beim Gebrauch eines Riemens ohne Ende kann man 
auf die Achse, die in Bewegung gesetzt werden soil, neben 



Fig. 155. 
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der Scheibe^ die fest mit der Achse verbunden ist, eine zweite 
anbringen^ die sicb unabbangig von dieser dreben kann. Durcb 
eine Gabel, welche den Riemen umfaBt und sicb verscbieben 
laBt, kann der Eiemen von der einen Scbeibe auf die andere 
ubertragen werden. 

c) In Fig. 156 ist ein Sperrrad a mit dem Sperrhaken h ab- 
gebildet. Der letztere ist ein Stabcben, welcbes sicb leicbt um 
den Pnnkt c drebt und mit dem Ende 
zwiscben die Zabne des Rades fallen 
kann oder, wenn es notig ist*, durcb 
eine Feder zwiscben dieselben gedriickt 
wird. Die Gestalt der Zabne bat zur 
Folge, da6, wenn die Acbse c fest- 
gehalten wird, das Rad a sicb in der 
Ricbtung des Pfeiles, aber nicbt in 
der entgegengesetzten Ricbtung bewegen 
kann. 

Eine solcbe Vorricbtung wird angewandt, um fiir die 
Acbse in Fig. 91 (S. 175) nur eine Bewegung in emer Ricb- 
tung zu ermoglicben.' 

Ist die Acbse c an einem zweiten Rad befestigt, welcbes 
sicb um dieselbe geometriscbe Acbse wie das Rad a dreben 
kann, so wird dieses Rad bei der einen Bewegungsricbtung 
durcb a mitbewegt, bei der anderen dagegea nicbt. , 

§ 182. Nahere Betraobtung der Eeibimg. Wenn ein 
Korper auf einer voUkommen glatten, borizontalen Ebene 
durcb eine Kraft F fortgezogen wird, so ist die Arbeit dieser 
Kraft gleicb der Vermebrung. der kinetiscben Energie des 
Korpers. Anders ist es, wenn Reibung vorbanden ist; die Zu- 
nahme der kinetiscben Energie ist dann kleiner als die Arbeit 
von F, und zwar um soviel kleiner, als der entwickelten W arme 
entspricht. 

Dies ist erne Art, wie man die Erscbeinungen betracbten 
kann. Eine andere Auffassung bestebt darin, da6 man nicbt 
nur auf die Arbeit der Kraft F, sondern aucb auf die, natllr- 
licb negative, Arbeit der Reibung acbtet. Da die Bewegung^ 
des Korpers als Ganzes in der gewohnlicben Weise durcb die 
beiden Krafte bestimmt wird, mu6 die kinetiscbe Energie des 
Korpers eine Zunabme erleiden, welcbe gleicb der gesamten 

borentz, Lelirbucli der Phyjsik. I. 1^ 
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Arbeit der Kraft F und der Reibung ist Bei dieser zweiten. 
Betrachtungsweise braucht von der Warmeentwicklnng nicht 
gesprochen zu werden (vgl. § 144, c). 

Ahnlicbe Bemerkungen gelten fiir jedes System von K6r- 
pern, bei dem die Reibung im Spiel ist. Die ZtmaJme der 
lUmiischen Fki&rgie der sichibaren Beivegungen beirdgt weniger ale 
die Arbeit der mrkenden Krdfte^ die Beibung nicht mitgexdhli; der 
: TJnterschied entspricht der Wdrmeeniwicklung. 

Nacb der zweiten Anffassnng kann man sagen: 

15 Die Vermehrung der kmetischen Energie der sichibaren Be- 
\wegungen ist gl&ich der Arbeit alter Krdfte, die Beibung einhegriffen. 
' Nack dem letzten Satz kann die G-leichgewichtsbedingung, 
die wir in diesem Kapitel kennen lernten, immer angewandt 
werden, wenn man mir die Reibung als eine besondere Kraft 
in Rechnung bringt. 

Wir wollen nnn den EinfluB dieser Kraft naber betracbten. 


A 


F 


In Fig. 157 stellen A und B zwei Korper vor, die auf- 
eiuander gleiten konnen; der eine, R, wird festgehalten, wHb- 
rend der andere durch eine gewisse Kraft N senkrecht gegen 
den ersteren gedriickt wird. Ubt man nun auBerdem aiif A 

eine zweite Kraft F, parallel zur 
Grenzflacbe aus, so entstebt, solange 
diese Kraft klein ist, noch keine Be- 
wegung; es wird eine Reibung erregt, 
welcbe die Kraft aufliebt. Beim 
Zunebmen von F wird auch die 
Reibung^ groBer, aber es zeigt sioh, 
daB diese nicht holier steigen kann al^ 
bis XU einem gewissmi Betrag, wehher 
dem normalen Druck N proportional 
i^^und also mit cJVbezeiclmet werden kann. Die Zahl c wird 
der Beibungskoeffixdent genannt; sie ist bei der Reibung von 
Metall auf Metall wobl niemals groBer als 0,3, kann aber durcb 
den Grebrauch von Scbmiermitteln auf 0,01 herabgemindert 
werden. Der Wert ist von der Beschaffenheit der Oberflkoben 
und des Scbmiermittels sowie von der Temperatur abh^ngig, So- 
bald die Kraft F den Wert c W tibersteigt, kann sie nicht mebr 
durcb die Reibung aufgeboben werden, und der Korper setzt 
sicb in Bewegung. 


¥ 

Fig. 157. 
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Hieraus kann man ableiten, wann eine einxige Kraft P 
den Korper A anf B fortschieben kann. Wir nehmen an, da6 
diese Kraft einen spitzen Winkel a mit der nach der Seite 
von B gezogenen Normalen macbt; sie kann dann in eine 
Komponente Pcosc^, in der Kichtung dieser Linie nnd eine 
zweite, Psincij, in der Eicbtung der Oberflache, zerlegt werden. 
Die Keibung kann nun keinen grofieren Wert als cPcos^ 
annehmen. 1st also P sin « < c P cos a, so entstebt keine Be- 
wegung, wohl aber, wenn Psinc»j>cPcosa ist. 

Man kann diese Ungleichungen in der Form tg c; < c und 
tg 05 > c schreiben. Bestimmt man also einen Winkel /9 so, da6 

ist, so brmgt die Kraft den Korper in Bewegung oder laBt ihn 
in Rube, je nacbdem a > oder < /9 ist. 

Winkel, den die Kraft mit der Normalen hilden muf^, wenn sie 
hei der geringsten Zunahme den Korper in Bewegung setzen soil, 
Man kann auoh sagen, dafi die Reaktioyi, welche der Korper B auf A 
ausilht v/nd durch welche eine auf A wirkende Kraft aufgehohen 
werden hann^ niemals einen groferen Winkel mit der Normalen 
hildet als den Reibungsioinkel. 

Aus dem Gresagten ergibt sicb obne weiteres, wann ein 
Korper auf einer scbiefen Ebene im Gleicbgewicbt sein kann. 
Ist GN (Fig. 158) die Normale und bilden die Linien CD und 
GE mit derselben Winkel gleicb dem Reibungswinkel, so wird 
der Korper in Rube bleiben, solange 
die Resultante aller Krafte, die auf 7 ^ 

ibn wirken, innerbalb des Winkels 
^DGI! liegt; bat z. B. diese Kraft jg / 
die Ricbtung G P, so ist die Kom- / 

ponente derselben in der Ricbtung der / 
scbiefen Ebene nicbt binreicbend, um I \P vJC 

die Reibung zu iiberwinden, deren ma- 
ximale GroBe durcb die Komponente 

in der Ricbtung der Normalen bestimmt ist. Jede Kraft, die 
wie GQ auBerbalb des. genannten Winkels liegt, wird den 
Korper in Bewegung setzen. Wirkt nur die Schwerfaaft auf den 
K5rper und verandert man den Neigungswinkel der Ebene, so 
gleitet der Korper abwarts, sobald dieser Winkel groBer als wird. 
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Memo me Ui der sehiefen Mene kann man auch in alien 
anderen Fallen, in denen die Eeibung im Spiel ist, untersuehen, 
wann die Krafte gerade hinreichen, um eine Bewegung nach ^ der 
einen oder naek der anderen SeUe m bewirken. Zmschen diesen 
heUen Fallen liegen dann stets viele andere, ^n denen Iceine Be- 


wegvmg erdsieht. . , 

Zur weiterea Erlauterung konnen die folgenden Beispiele 


dienen. . , . ^ , 

a) Eia Korper AB (Fig. 159) ist durcli erne honzontale 

'Ehene AC and eiae vertikale Ebene BG unterstiitzt (eine an 
eine Wand angelebnte Leiter); P sei die 
vertikal angenommene JResultante der 
Krafte, die auf den KOrper wirken. 
Zieht man in A und B die Normaien 
AD and BD and macht man die 
Winkel DAE and DBF gleich den 
Reibungswinkeln, so miissen die Rich- 
tungen der in A and B darch die Unter- 
statzangsflachen ausgeiibten Krafte 
innerbalb dieser Winkel liegen. JDer 
Bedingung, daB sich die Linien, in 
welcben diese Krafte ivirken, auf der 
Verlangerung Ton P 6 schneiden, kann 
nar geniigt werden, wenn diese Linie 
das Viereck HEFD durchscbneidet. 
Fallt P C links von E, so gleitet der 
Korper aas. Bei dieser Betrachtnng ist darauf Rlicksicht ge- 
nommen, daB wegen der Neigung zum Ausgleiten die Reaktion 
in A nach links und die in B nacb oben gericbtet ist. 

.Sobald der Durcbscbnittspankt M. bekannt ist, kann man 
die Drucke in A and B bestimmen, indem man P nacb diesem 
Durcbscbnittspankt verscbiebt und nacb den Richtungen MA 
and MB zerlegt. Da nun aber noch jeder beliebige Punkt auf 
der Verlangerung von PQ sein kann, der innerbalb des Vier- 
ecks HEFD liegt, so bleiben die Drucke bis zu einem ge- 
wissen Grade unbestimmt. . Dies ist -eine Folge davon, daB, 
solange die Reibungen in A and B nicht die grSBten Werte 
zu baben braucben, welcbe sie annehmen kbnnen, es haupt- 
skcblich die erste oder baaptsacblicb die zweite sein kann, die 
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den Korper im Gleichgewicht halt Dies hangt Ton kleinen 
Mnzelheiten in der Art nnd Weise ah, wie der Korper gegen 
die Ebenen angelehnt wurde. 

b) Bin Korper M (Pig. 160) ist mit einer Achse a ver- 
sehen, die genau in das Lager b pa6t. Wir wollen annehmen, 
daB alle auf M wirkenden Krafte zu einer einzigen yertikalen 
Kraft F zusammengesetzt werden konnen. Diese wird nun 
bei der geringsten Zunabme den Korper in Bewegung setzen, 
wenn sie so weit rechts oder links yon 0 fallt, daB der 
Winkel Oqp gleich dem Reibungswinkel /9 ist, Dazu muB, 
wenn Oq^r ist, Op—rwx^ sein, so daB die Dicke der 
Achse nicht ohne EinfluB ist. 




c) Einen groBen EinfluB hat die Reibung bei Schrauben. 
Bei einem rechteckigen Profil (§ 171, d) kann eine Kraft in der 
Langsrichtung der Schraube keine Drehung bewirken, wenn 
die Normale auf die Schraubenflache mit dieser Richtung einen 
Winkel bildet, der kleiner als der Reibungswinkel ist. Es ist 
leicht einzusehen, daB diese Bedingung erfiillt ist, wenn der 
Winkel, den die Windungen mit einer Ebene senkrecht zur 
Achse bilden (ygl. Fig. 158), kleiner ist als der Reibungswinkel. 
Bei einer Schraube mit dreieckigem Profil ist der EinfluB der 
Reibung noch groBer. Man benutzt das letztere tlberall da, 
wo es sich urn dauerbafte Befestigung handelt, wahrend 
Schrauben mit yiereckigem Profil mebr zur IJbertragung yon 
Bewegungen gebraucht werden. 

Eine Schraube mit kleiner Ganghobe kann bereits durch 
kleine Krafte, die in einer Ebene senkrecht zur Achse wirken, 
bewegt werden. Um nun bei einer Schraube, die zur Befesti- 
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guug dicnen soil, zu vorinmloni. tlaii di.>H .hir* h .uil.iiiH:.- 
odor Krachllttorungon goscliioUt. ist .-s mHm, .h.- W iiiduiimi 
dor Sohraulio krilftig Kffjon dif Vniidmig- n dor Srlirauli.-ti. 
inuttor zu drUc.koa. Uios kuntt iu foigoodor V\,.»w mMmu 
Man detiko sick dio 8r.l.mul>rmtnittrr >n Ki)T, Hulls »m« zwri 
tlberoiiiHudor liogendoii TriU'ii inmunmu^tmUl :Mutii-r uud 
(j-egonmutter) uiid dioHo tlurrli Drohuiig u. ontgogea. 

gesetztor Riohtmig gfgtounfmti.lrrgtHlrllrkt. !*i*< mw HrhriudiKi.- 
mutter drftckt danu dio {uidon* grgru do' VS «>di«ii«.-j» dor 
Schraube an. 

d) Woun iiuMittoljumkt oinosZvIiiHU'rH, dor mi\ fm. r luiri. 
zoiitalou Kliom* liogt. oino horizonlak* Kriitt wukivrht tut Aoloto 
wirkt, so wilrdo dor Zyliutlor in ndlsJandigor Al>w««r!dn tt vo« 
Reibung I'ortgloiton. Mind «!agog»-n dio OlM'iilnohon r.auh gonwg 
und werdeu sio hinreirhoiul unoiiiiUnlorgo.Uiirkl. »oilniidott 
die Eeibiing <Ii« Hewogung diw iWUbrmiK'i-nnkso.. aul dor 
Bbene. Dor Zjliiulor kamt dastn unr ft^rSr»ilr.n und d*os«’ tU'. 
wegung wbrdo beroits Inn oiuor s«*hr khnnon Kraft 

wi.^fsii farts ihr iiirtil 
rift 'W I S..SII imisff'rrr Arl 

■; iilti «irr lir* pA-il 

I ilin Migriiiilililr 

tliii iliiV Xi'llPiiff 

mill liifi 

i4wa^ inJii*^itriir.kl wrrilfti^ m% 
tiafi tiiiir kiimit? Ili^rtiliriiiip* 
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techs beateht IHa bawegiitdti Kraft F (Kiff. nm§ |i4ii 

dan Zylmdar urn die Lima « iimi imill m 

em© pwisae GruBa habtia* 

Im Gageumte m diasar wftliaiiikwt Itraliiinn wirti dar 
Widerstand, von dam mn Anfsiig titmm Fariiiftt|siiPii Mm tidlr 
war, gMiatule Reihuttg genamit. 

UaB di© liider aiiiai Wagaim timi Z«'ark lialirii* di*^ glait* 
and© Reibuug durch tlia garingtra wiLitmla IlialMing m pmmUtm, 
und daB man durdi Andiiiokaii tem grgiai tlia 

Ruder ©in© gleitand© Rinbimg arragi, dip Mm U'kgim mitt 
Stehen briugt, braucht kamri iiiiiilrilafetirji natiiit mt wprdim. 
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SchlieBlich bemerken wir noch, claB sowohl die walzende 
als c ie gleitende Reibung wabrend der Bewegung kleiner ist 
als in dem Augenblick, in welcbem diese anfangen soli. Um 
einen Korper mit konstapter G-eschwindigkeit fortzuschieben, 
ist eine kleinere Kraft notig als um ihn in Bewegung zu setzen, 

§ 183. Arbeit und Energie bei Mascbinen^ die in Be- 
weguug sind. Man denke sich, um einen bestimmten Fall yor 
Augen zu liaben. eine Dampfnaaschine, die eine Anzahl von 
Sagemascbinen in Bewegung setzt. Wir konnen diese alle 
mit der Dampfmaschine zusammen als ein System von Korpern 
auffassen, wobei wir aber sowohl den Dampf als das zu sagende 
Holz ausschlieBen wollen. Der Druck des Dampfes gegen den 
Kolben und die Kraft , mit der sich das Holz der Bewegung 
der Sagen widersetzt, sind dann auBere Krafte, die erstere eine 
bewegende Kraft, die letztere ein Widerstand, der, da die Uber- 
windung desselben der Zweck der Mascbinen ist, zuweilen 
^ntitzlicher'^ Widerstand genannt wird. AuBerdem sind „scbad- 
liche^^ Widerstande vorhanden, wie die Reibung und der Wider- 
stand der Luft. 

Bei der Bewegung verrichtet die bewegende Kraft eine 
positive Arbeit, die man aus dem Druck gegen den Kolben 
und die Verschiebung, die dieser erleidet, ableiten kann. Jeder 
Widerstand dagegen verrichtet eine negative Arbeit; man 
wiirde diese z. B. bei einer SS,ge aus dem Weg, den sie zu- 
riicklegt, und der Kraft, die ibr das Holz entgegensetzt, be- 
rechnen konnen. 

Es sei wabrend einer gewissen Zeit A die Arbeit der be- 
wegenden Kraft, — B die der niitzlicben und — C die der scbad- 
lichen Widerstande. Ist dann A > B + G oder < B + C, so 
hat die kinetiscbe Energie des Systems zu- oder abgenommen, 
wabrend sie unverandert gebheben ist, wenn A = R + C ist 

Hat das System einmal einen regelm^Bigen Gang, so kann 
sich zwar die Gescbwindigkeit seiner Teile periodiscb andern, 
aber nach einer gewissen Periode kebrt dieselbe kinetiscbe 
Energie ^uriick. Fur eine solcbe Periode muB also J. = R + 0 
sein. 




Der Nuizeffekt ist um so grOBer, je groBer BjA ist. 

Fiir kurze Zeiten braucbt durcbaus nicht A = R -f 0 zu 
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sein. Die zu iiborwiiitlt-ntlfu WidiTHtHiith- Kiimaui slt-h dfr 
GroBe nacli erlieblicli uiulern, untl wmhi iiuin bi-fUi-kHi.-htist. 
daB dor Kolboii oino sohr voriiniiiTlu-hc in-Hi'hwiuiliKki'it hat, 
80 ist ea klar, dali die bowoj't'ii<b' Kratt i!» Kbncbcn Xi'iten 
nicbt dicaelbe Arbeit vorrichtot. W;lbrt‘u 4 kHrsii’r Kfiti-u iat 
dalier die kinetiache Knergie iiicbt koiiatimt. fiu ittiti tiii< aich 
bieraua ergebeiiden (tescliwindigkt'itallndi'rmiKeii itifigliebat kleiti 
zu machen, verbindet man mit den .Vltwliineu eine gniBi* Masae, 
die mit in Bewegung gaaetzt werdeii mtiB. Km»*r iind dtsr- 
selben VergrbBemng odor Verkleiiierimg iler kiiieiiaclien Knergie 
entspricbt iitLmlich bei einor gmben Mhhhk etne geringere ih- 
sohwindigkeitaanderung ala bei einer kb-inen. 

Dor betroffondcni Masse gibt iimn die Kurm eines Kuihm 
mit Bchwerem Hand, welelies an eiiier di’r rtitHnenden .\tdii«en 
angebracht wird. Dieses SiihummirMi kann, weim «'« einmal in 
Bewegung iat, bei einer vortlliergidn'iideu Veriitelirung vt>n li 
Oder Verminderung von d aus seisuon Vurral v«iu Arbeit«- 
vermSgen an die ftbrigen Teile der Masolunen Knergie ab- 
geben. 

Wir bemerken bier nueli, datl man d»e Wirknng emer 
Mascliine, die dazu bestiniint ist, Arbeit zu tei<«teii. /weA lUr 
Arh&U hetirifdU, die sie in der Ztikinheii (ymeA/et. Man sjuirht 
von oiner Mastdiine von 1 Waft, wenn di«' Arbett tu'* Krg in 
der Sekunde und von I Iferikkrafl, wenii adf "fi m-kg m der 
Sekunde betrkgt. Hierans ergibt sieli, dsB nine Dferdekraft 
gleich 736 Watt ist. 

§ 184. Inergie oinet rotier«nd«a Sorters. Pby«i»ehei 
Pendel, Wenn bei eineni rotiereiiden Kftrjwr die Verteilnag 
der Masse in bezug auf die itrebungsat-han geg»d»nn i»t, so 
kann man durch mathematiaohe ttisrecbnanK Bir jedi- ^'ifikeb 
geschwindigkeit die kinetisebe Knergie twwliminen. Di««e Ris- 
reohnung braucht sogar imr flir rim Winkeigewdiwimiigkeit 
ausgeftihrt zu werden, </« dm UrmttM der tu-rttm I'lttem tier 
WmMgMohmndiffkeM prnpurtkmal min «w^ W enn miui idimlirh 
die Winkelgesehwindigkeit veniopjielt, venlopjadt iimn an«*}i atle 
lineartm Geacliwindigkeiteu (§ I4tl) und wird fttr j*nb<s 'rmleheti 
dea KBqieivi die kinetiac.lie Knergie viernial gridJer. 

I dra Wrrlrr, drn dir kimh»fhr J’^ierijtn 

j de r Winkrlgwr^iiindi^kcit } hut. dm Xamm Ti'dgtmimmtmrut 



in he\uij (iu[ die DrehungsacJise, geychen. Bazeiohnen wir diese , 
(n'dpe niit Q, .vw iM hsi d&e IVinkolgBsefiioindiglceit co die hitieiisohe f 
Enertjie Q " 

Dus TrEgheitsinomcut kauu exporimontell bestiuimt und 
boi Kiirporn von einiuclior B^orm bereolinct -werden. So ist 
z. B. filr oinon King mit deni Radius li und der Masse M das 
'rraglieitsiuonieut in boziig aul' eino durcli den Mittelpunkt 
senkroeht zur Blbeno dea Kiiiges gulionde Acliso Q = ME-, 
was man leicht einsieht, wenn man bedoukt, dab bei einer 
Winkelgeachwindigkeit m die linearo Geachwindigkeit eiues 
jedeu Putiktes Hut ist. 

Ihia Tr&jheilmnommt hat v&rsohiedme, JVerte, je naohdem wj 
in hexuij auf die eim oder die andere Aohse gmammm vnrd, jede 
lUmiifiigung einer muen Masse xu eimm KSrper vergr&pert auoh 
das TrdgheUsniommt, und diese Grd/ia hdngt niekt nur vm der ' 
Masse der Teile des Kiirpers, sontlern aiw.h mm dem Ahsiand ah, in • 
■welohein sie sieh van der Aofise fmfinden. Bane und diosolbe Masse hat 
ullmlicli Imi einer bestimmton Wiiikolgeachwiudigkeit eino um so 
grSBere kinetische Bkiergie, je weiter sie von der Acliso ontferntist. 

Die Blinfllhrung des Traglieitsmomentos ermbglicht es, 
verseliiedene Aufgaheii liber rotierende KSrper zu Iflsen. Eine 
der wif.htigsten derselben ist die Bestimmung der Bewegung 
eities aogenannten physisehen Pendels. 

Man bezeiclmet rait diesem Namen jeden 
featen KSrper, der sich unter dem KinfluB dor 
Bchwerkraft um eine foste horizontale Aohse 
drehen kann. Kin soloher K5rper befindet sich 
im stabilen (Beichgewicht, wenn der Sohwer- 
punkt Z (Fig. 1B3) vertilcal unter der Aohse O 
liegt Wird das Pendel aus dieser Lage um 
einen gowissen Winkel abgelenkt, so daB der 
Sohwoqmnkt nacli Z' kommt, und dann los- 
golasHou, so scliwingt es um die Gdeichgewichts- 
lage hill und her und weioht naoh beiden Seiten 
hin gleichweit aus, wie man aus dem G-esetz 
von dor Krhaltung der Energio ableiten kann. Mit Hilfo 
dosselben Gesotzes kann man ormitteln, welche Winkel- 
gcschwindigkeit m das Pendel in einer beliebigen Lage hat, 
z. B. wenn sich der Schwerpunkt in Z" befindet. Denn seit 
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dem x4.iigenblick, in welch em sich das Pendel aus der auBersten 
Lage entfernte, hat sich. die Energie der Lage iim einen Be- 
trag \rermindert, welchen ,man findet^ indem man das Gewicht P 
mit der Vertikalprojektion von Z' Z" miiltipliziert. Diesem 
Betrage muB nun die kinetische Energie in der Lage OZ'\ 
d. h. das Produkt ^Qco^ gleich sein, wenn Q das Tragheits- 
moment in bezug auf die Achse ist. 1st diese letztere GroBe 
bekannt, dann kann also auch die Winkelgeschwindigkeit m 
bestimmt werden, was vollkommen. geniigt, um die Bewegung 
Schritt fur Schritt zu verfolgen. 

Man hat auf diese Weise bewiesen, dap bei kleinen Werien 
der Am/plitude jeder Punkt^ ehenso wie der materielle Punkt eines 
mathematischen Pendels^ eine einfache Schwingimg aiisfuhrt. Die 
Zeit, welche fiir die Bewegung von der einen auBersten Lage 
nach der anderen erforderlich ist^ laBt sich nach der Formel 

= ( 4 ) 

berechnen, . wenn I den Abstand des Schwerpunktes von der 
Achse bedeutet. 

Setzt man in dieser Formel 

P^Mg, • 

wobei M die Masse des Pendels ist, so geht sie liber in 



Hieraus ergibt sich, wie man die Beschleunigung der 
Schwerkraft aus Beobachtungen der Schwingungszeit ableiten 
kann, wenn man Q hestimmen kann. 

Man umgeht diese letztere Bestimmung, wenn man von der Eigen- 
schaft des schwingeaden Kdrpers Gebrauch macht, daB es verscbiedene 
parallele Achsen gibt, die als Drebnngsacbsen genommen, dieselbe 
Schwingungszeit liefern wiirden. Man kann iminer zwei solche Achsen 
finden, die an entgegengesetzten Seiten des Schwerpunktes und in ver- 
schiedenen Entfernungen von demselben liegen. Kennt man diese an- 
nahernd, so kann man durch ein verschiebbares Gewicbt die Schwin- 
gungszeit so regulieren, daB sie fur beide Acbseh gleicbgroB ist {Bever- 
sionspendel):, die Theorie lehrt, daB dann der Abstand der Achsen gleich 
der Lange des mathematischen Pendels ist, welches dieselbe Schwin- 
gungszeit hat. Aus dieser Zeit und dem Abstand der Achsen findet man 
g vermittelst der Formel von §101. ’ • 
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Auch ohne die Berechnung der Schwingungszeit nach 
der Gleichung (4) auszufuliren, kann man sich oft ein Urteil 
liber die Dauer der Scbwingungen bilden. Man wird z. B. 
leicht einsehen, daB das Anbringen einer Masse ilher der Acbse 
die Schwingungszeit vergroBert/und daB ein Wagebalken lang- 
sam schwingen muB, da' I bier klein ist nnd dock die Masse 
der Arme in Bewegung gesetzt werden muB. Bei Verkiirzung 
des Wagebalkens wird wegen der Abnahme von Q die Schwin- 
gungszeit kleiner, was als ein Vorteil zu betrachten ist. Ubri- 
gens ist auch die Masse der Schalen und der Belastungen von 
EinfiiiB auf die Schwingungszeit. 

§ 185. Nahere Betrachtung des Tragheitsmomentes. a) Es 
seien Wj, Wg, uaw. die Massen der materiellen Punkte, ana denen 
ein Korper bestebt, rg, ^3 ^sw. ibre AbstSnde von der Acbse. Bei 
einer Winkelgescbwindigkeit qj babgn diese Punkte die Gescbwindig- 
keiten oj, rg o, co usw. Die kinetiscbe Energie ist also 

Oder j ) 

iQo^^ ■ 

wenn man 

Q = +• ^2^ + mg rg- + usw — 2^ fhr^ . . . (5) 

setzt. Diese Gleicbung zeigt, wie man dasTragbeitsmomentberecbnen kann. 
Ist M die Masse des Kdrpera, so stellt 

«jI/t ; ■ ® 

den Abstand von der Acbse vorfAn welehem sich die gesamte Masse 
befinden miiBte, um bei derselben Winkelgeacbwindigkeit dieselbe kine- 
tische Energie zu haben, die sie in Wirklichkeit besitzt. 

Man nennt g den TrUgheitsradm s. , Durcb Anwendung der Glei- 
chungen (5) und (6) bat man fur denselben die folgenden Werte ge- 
funden. 

Fiir eine Kugel mit dem Eadius R in bezug auf einen Durchmesser 

fiir einen Zylinder mit dem Eadius R und der Hdhe in bezug auf 
die geometriscbe Acbse 

q = RV¥-, 

fur denselben Korper in bezug auf eine Linie durcb den Scbwerpunkt 
senkrecbt zur geometriscben Acbse 

9 = 

fur ein rechtwinkliges Parallelepiped mit den Kanten a, b und c in 
bezug auf eine Linie, die durcb den Mittelpunkt parallel zur Kante a 
gezogen ist, 
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Hoi dioaeu Angabi^u kt vuraiiHgiw^t/.b daU dit^ Rurptn* !iMuu»Kim ^md. 
b) lilfl soi(Fig. 164} XcU»r Hehwor|unikt rius-H K^riiurji, diu^ d r%^ 
hoitHituuneut in l>w.ug auf tnut^ dnndj Z 
luul attf dor Khinio tlor Ztdohiumg noukroobt «t«dioiulo 
Atdmo. Msui kanu, woiiu dio^o^* bokaunt lit, du^ 
Trtghtntrtmomont y' In h*’Kttg mif oiiio Atdmo ho- 
roohmm^ dio dundt tdiion b«di* Idgoii Ihuikt I dor 
orwfthutoti Ebouo piimlUd lut dor i»r»tini goi,ugoti 
wil'd. 

Man loga dittioin Zwi'ok durrh A mno Kbono 
aenkroeht auf A Z and in^nno fdr rin^i dor dVihdmii 
doa KfirperM din Maimi don Almtund vtm diowr 
Ebene die Abatindo von dim Atdimm durrh Z tuul A hossw. r und r . 
Eudlieli sai AZ ^ d. I >auit kt 



Fig. 164. 


fP 


I d d\ 


also 

Oder, da (§ 170} 
ist, 


m 


. mx- 


Aid 


y Q 'b Ai d ^ 


Zwisobeu dan Tr^lmltoradliu 
Acbsan basfeaht also die Hcmlohuug** 


|i und {»' in lu5iU|? aiiC dir hridrii 


I d\ 


-- 1^-’ 

§ lH(k Bewagung einas Kdrpars urn ®Im tmtM Aohs®. u) Kiu 
KOrper, dor ®ioh um tdno fosto Aelmn tiridum ki.iui uiid mii don in oitirr 
Ebon© sankrecbt znt Aahia aln konitatitiM KrUflofiiar K wirki, idnims 
alne glaicMirmig boiohlauwigta Eofention ait. Uia yuiiiMlmw dor Wiiikrb- 
gasehwlndlgkeit in dor Zaltainbeifc wird dia 

Diase sal q und «a lal die Wlnkalgoitdiwiiidlgkidl mn Auf'intM dor /**dt i. 
Dann lit do am Enda doraalbim m q t urtd dir kinolimdio Knorgip hat 
ssiiganomman mn 

I* + q j ® .} ^ I" ?! H«| 1 , < > . Ill 

wobei das IVitghaitamomant in boing ant" liio Drohiinicmoliio wlodor mil 
Q bazcdobnot ist, ■ 

Dor Winkal, um don aioh dor KUrpor In dor Zoit i drwhl* wird mil 
Hilfo dor mittlortm Winkolgoaohwkidigktdt gofimdmi |%^gL ^ Kr 
dalior (cii |- q rj t und die Arboil th*i KrliflopaAT# IwtfMgi (% lifd 

A* (m -i'* 'I q t It, 

indom man dioson Aui^jlruck dtmt Aui«iraok (1) liiidrl man 

K 

^ O 


%.; i, 


'■:Vt 
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Die Ubereinstimmung zwischen diesem Eesultat und der Gleicbung (14) 
in § 87 ist eine Folge davon, da6 die kinetiscbe Energie bei einer Ver- 
schiebung und bei einer Drehung durcb Ausdriicke von derselben Form 
dargestellt wird. 

b) Wenn auf den Korper gegebene Kr2,fte, alle in Ebenen senk- 
recbt zur Acbse wirken, so kann man diese dadurch, da6 man sie nach 
Punkten der Acbse verlegt, auf ein KrSftepaar K zuriickfubren. Andert 
sich das Moment dieses letzteren, so kaon es docb wabrend eines Zeit- 
elemehtes als konstant betracbtet werden; man kann daber die Verande- 
rungen der Winkelgescbwindigkeit Scbritt fiir Schritt verfolgen (vgl. § 89). 

§ 187. Ableitung der Formel fiir die Scbwingnngszeit eines 
physiscben Pendels. a) In § 184 wurde bereits bemerkt, daB man, 
wenn die Ablenkung in der Sufiersten Lage gegeben ist, die Winkel- 
gescbwindigkeiten, welcbe das Pendel im Laufe der Bewegung bat, aus 
dem Gesetz von der Erbaltung der Energie ableiten kann. Dies Gesetz 
muB daber aucb geniigen, um die Dauer der Scbwingungen zu berechnen. 
Wenn wir uns auf unendlich kleine Scbwingungen beschranken, so ist 
diese Berechnung ziemlicb einfacb. 

Es sei, in BogenmaB ansgedriickt, fiir eine beliebige Lage des 
Pendels (p der Winkel, um'^den es aus der Gleicbgewicbtalage abgelenkt 
ist (d. b. der 'Winkel Z’' OZ in Fig. 163), positiv nacb der einen und 
negativ nacb der anderen Seite gerechnet, Dann ist die Winkelgescbwiu- 
digkeit (§ 149) dcp jdt und di e kinetiscbe Energie 


Welter findet man leicbt fiir die vertikale Hobe des Scbwerpunktes 
liber der Gleicbgewicbtslage Z wenn OZ = I ist, 

1(1 — cos qp) = 2 Z sin® ^ , 

wofiir man 

scbreiben kann. Bezeicbnet man das Gewicbt mit P, so ist also die 
Energie der Lage um 

|PZ<p2 ^ ^ ^ - - ' - • - 

groBer als in der Gleicbgewicbtslage, und das Gesetz der Erbaltung der 
Energie verlangt, daB die Summe 

+ ( 8 ) 

immer denselben Wert bat. . * 

Dies ist nun in der Tat der Fall, wenn das Pendel einfache 
Scbwingungen mit einer bestimniten Periode T ausfubrt,'^^d. h. wenn <p 
in derselben Weise von der Zeit abbangt, wie der Abstand s bei der in 
§ 54, c) und d) betracbteten Bewegung. In diesem Fall hat man nam- 
licb, wenn a die Amplitude ist, 

t . \ 


und (§ 40, c) 


a cos 1 2 -y + p 
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'It ~ y sm^2ji y + pj (10) 

Setzt man dieseWerte iii(8) ein, so kommt in das eineGlied cos^ (Znll T+p) 
und in das andere sin* {intjT + p). Die Summe wird unabhangig 
von der Zeit, wenn diese Quadrate gleiche Koeffizienten haben. Dies gibt 
die Bedingung 

Oder 

T = 2w|/-^. 

Endlich findet man die Gleichung (4), wenn man 
beriicksiclitigt, daB S' ist. 

b) Wenn wir mit und ^2 die Achsen be- 

zeichnen, welche (Fig. 165) durch den Scbwerpunkt Z 
und die mit ibm in gerader Linie liegenden Punkte A^ 
und Ag senkrecbt zur Ebene der Zeichnung gelegt 
werden, wenn wir ferner ZA^ = c?i, if A .2 = ^2 setzen 
und die Masse mit M und den Traglieitsmoment in bezug 
auf Z mit Q bezeicbnen, so sind die Tragbeitsmomente in bezug auf A^ 
^ und A 2 bzw. und Q + Nach (4) sind die Scbwingunga- 

zeiten," wenn das Pendel erst in Ai und dann in A^ aufgebS-ngt wird, 

^fOTlId^ . a- ^/~Ql-~Md7 

= 

Ist nun = '^2 j so bat man 

Q + Md ,^ ^ (?+ Md ,^ 

di d^ ^ 

woraus folgt, wenn wir annebmen, daB und d^ nicht gleicb sind 



Fig. 165. 


i 

( 

i 

I 

} 


Q ^ Md^d^ 

und also, da P = gM ist, 



Hiermit ist die obenerwftbnte Eigenscbaft des Peversionspendels 
bewiesen. *5. 

c) Es verdient bemerkt zu werden, daB die unter a) befolgte Me- 
tbode in vielen anderen Fallen angewandt werden kann, in denen ein 
Korper Oder ein System von Korpern um cine Gleicbgewicbtslage 
scbwingen kann. Wir wollen annebmen, daB die Ablenkungen aus dieser 
Lage durch eine einzige GroBe go (die von verachiedener Arfc sein kann) 
bestimmt werden kann und daB die Umstande derartig sind, daB man, 
sei es fiir endlicbe oder bloB fiir unendlicb kleine Werte dieser GrSBe, 
fiir die potentielle Energie 

• ’ ' \Aq^^ 

und fiir die kinetiscbe 
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schreiben kann, wenn A und B konstante G-roJBen sind. Die Summe 
dieser Ausdriicke mu6 konstant sein, was wirklick der Fall ist, wenn (p 
durch die G-leicbung (9) ausgedriickt wird und die Schwingungszeit 
den Wert 



Dies ist eine allgemeine Formel, die auf scliwingende Magnete, 
auf tonende Korper und selbst auf elektriscbe Scbwingungen angewandt 
werden kann. 

Der Wert der Konstanten A wird durcb die Krafte bestimmt, 
welcbe die Teilchen des Systems nacb ihren Grleichgewicbtslagen zuriick- 
treiben; dagegen hSngt B von den Massen dieser Teiicben ab. 

d) Um ein Beispiel von der Anwendung der Formel(ll) zu geben, 
betracbten wir den in § 102 besprocbenen Fall eines niateriellen Punktes, 
der sicb auf ein er geraden Linie bin- und berbewegt unter dem EinfluJB 
einer Kraft, die nacb der Grleicbgewicbtslage bin gericbtet ist und deren 
Grobe gefunden wird, indem toian den Abstand von dieser G-leicb- 
gewicbtslage 0 mit der konstanten Zabl « multipliziert. Wir stellen 
uns vor, daB diese Kraft durcb das eine oder andere Medium ausgeiibt 
wird, und sucben zunacbst die Energie der Lage bei einer Ablenkung s. 
Fiir diese Energie konnen wir die Arbeit setzen, welcbe die Kraft bei 
der Bewegung bis in die Gleicbgewicbtslage verricbtet^ um sie zu be- 
recbnen, teilen wir den Abstand s in eine groBe Anzabl (n) gleicher Teile 
und schlieBen zunSchst so, als ob bei Annaherung an 0 die Kraft beim 
Durchlaufen eines jeden Teils den Wert beibehielte, den sie am An- 
faugspankt dieses Teils hat. Die Arbeit ist dann 


I Ot 5 « . - 


71—1 


s + 



Die wirkliche Arbeit und also die potentielle Energie in Abstand a 
ist der Grenzwert, dem sicb dieser Ausdruck fiir n = oo nabert, also 
^ a Wenn wir also jetzt unter der GroBe, die allgemein mit <p bezeicbnet 
wurde, den Abstand s verateben, so bekommt der Koeffizient A den 
Wert a. Man siebt leicbt ein, daB B nicbts anderes ist, als die Masse 
des materiellen Punktes. Die Gleicbung(ll) gebt daber in die Formel (20) 
in § 102 iiber. 

e) In derselben Weise kann man die Scbwingungszeit fur eineu 
Korper bestimmen, der sicb um eine feste Acbse dreben kann, wenn 
auf ihn in einer zur Acbse senkrecbten Ebene ein Kraftepaar wirkt, 
dessen Moment^ der Ablenkung aus der Gleicbgewicbtslage proportional 
ist. Ve^^ff^man unter q) den Ablenkungswinkel und unter das 
zur lick wirkende KrSftepaar, so daB K eine konstante GroBe ist, so findet 
man durcb eine ScbluBfolgerung, die mit der vorbergebenden vollkommen 
ubereinstimmt, wenn man das in § 165 Gesagte benicksicbtigt, fiir die 
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_Energie^jie:^La^^^ so daB jetzt A — K wii^d. Der Koeffizient B 

ist das Tragheitsmbment Q und die Schwingungszeit wird bestimmt dutch. 

§ 188. Regulierung der Bewegung von TJhrwerken. Wenn 
auf die Eader eines Uhrwerks auBer der bewegenden Kraft 
nur die Keibung und der Widerstand der Luft wirkten^ so 
wiirde die Geschwindigkeit so lange zunebmen, bis die positive 
Arbeit der bewegenden Kraft gerade durcb die negative Arbeit 
der Widerstande aufgehoben wird (§ 183). Dadurch, daB man 
die letzteren hinreichend groB macht (Windflligel), wiirde man 
dafiir sorgen konnen, daB die Endgescliwindigkeit nicbt zu 
groB wird, aber sie wiirde sicb bei jeder VergroBerung oder 
Verkleinerung der Widerstande andern. 

Man vermeidet dies dadurch, daB man einen hin- und 
hergehenden Teil anbringt, der bei jeder Schwingung das 
Eaderwerk fur einen Augenblick anhalt und dann gestattet, 
daB es wieder um eine kleine Strecke weitergeht, Der be- 
treffende Teil greift zu diesem Zwecke in ein Zahnrad, das 
sogenannte Sieigrad^ ein, mit dem er die Hemmung bildet; da 
bei jeder Schwingung dieses Ead um einen Zahn weitergeht, 

so ist seine mittlere Bewegung 
und ebenso die Bewegimg 
des ganzen Eaderwerks, von 
dem es einen Teil bildet, 
gleichformig , wenn der hin- 
und hergehende Teil seine 
Schwingungen immer in der- 
selben Zeit ausfiihrt. ‘ 

Fig. 166 stellt die Anker- 
hemmung T>ex Anker ODE 
wird um C durch ein Pendel 
hin- und herbewegt, welches 
etwas Tiber C aufgehangt ist 
und dessen Stange von eine.r * 
am Anker befestigten Gabel 
umfaBt wird. B ist das Steigrad, dem die bewegende Kraft 
fortwahrend eine Drehung in der Eichtung des Pfeils zu geben 
strebt, was aber jedesmal auf kurze Zeit dadurch verhindert 



Sobald sich der Anker ans der abgebildeten Stellung nach 
links bewegt, kann der Zahn a weitergehen, und dabei be- 
fordert er, indem er gegen die schiefe Endflache von D driickt, 
die Bewegung des Ankers. Nachdem aber a diese Endflache 
verlassen hat, kommt die Spitze des Zahns h in Berlihrung 
mit der inzwischen nach links verschobenen Ebene pq. Das 
Raderwerk steht dann still, wahrend ODE seine Schwingung 
nacla links vollendet nnd so weit zuriickkehrt^ bis q wieder die 
Spitze b erreicht hat. Setzt dann der Anker seine Bewegung 
nach. rechts fort, so kann sich b wieder bewegen, wobei gegen 
die schiefe Endflache von E eine Kraft nach rechts ausgeiibt 
wird. Bald kommt das Steigrad aufs neue zur Ruhe, indem D 
mit dem Zahn c in Beriihrung kommt; B steht dann still, bis 
der Anker seine Schwingung nach rechts gemacht nnd so weit 
nach links zuriickgekehrt ist, da6 die abgebildete Stellung 
wieder erreicht ist. Da dann der Zahn c genau an die Stelle 
von a gekommen ist, sieht man, dafl bei einem vollen Hin- und 
Hergang des Ankers das Rad um eimn Zahn weitergeht. 

Die beschleunigende Wirkung, welche das Steigrad auf 
den Anker und also indirekt die bewegende Kraft auf das 
Pendel ausiibt, erhalt dieses trotz der Widerstande in dauern- 
der Schwingung; 
sie macht aber zu- 

gleich die Ampli- e 

tude von der be- 

wegendenKraftund ^ 

den Widerstanden ^ | L P 

im Raderwerk ab- 

Pendels hat, dieser 
Umstand- keinen 
Oder nurwenigEin- 

flnB auf die Schwin- Fig. 167. 

gungszeit. 

Es mag noch erwahnt werden, da6 das Pendel an einem 
kurzen Stahlband aufgehangt ist, welches am oberen Ende 

L o r e n t z , Leh rbuch der PJbiysik. I. 19 
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festgeklemmt ist und durch seine Biegsamkeit die Scliwingungen 
ermoglicht. 

Fig. 167 kann eine Vorstellung von der 2}yUnderhemmung 
geben, die ibren Namen daher bat, weil die Zabne des Steig- 
rades j 5 in den boblen Zylinder G eingreifen, der durcb eine 
Unrube {§ 130) um seine geometrische Acbse liber einen ziem- 
licb grofien Winkel Mn- und bergedrebt wird. 

Auf die Hobe der Zabne ist der Zylindermantel zum Teil 
binweggenommen. 

Die Wirkung dieser Hemmung ist genauer aus Fig. 168 zu 
erseben. In der bei 1 angegebenen Stellung stebt das Steigrad still, 



wabrend der Zylinder, der kurz zuvor die eine auBerste Lage 
erreicbt bat, sicb in der angegebenen Ricbtung bewegt. Bald 
wird der Zabn e losgelassen; er bewegt sicb (Stellung 2) bis 
er gegen die Innenseite des Mantels stoBt (Stellung 3). Der 
Zylinder erreicbt wieder eine auBerste Stellung (4), kebrt zu- 
riick und laBt dann (Stellung 5) den Zabn entscbltipfen. Un- 
mittelbar darauf wird dann ein zweiter Zabn f in derselben 
Weise wie soeben der Zabn e durcb den Zylinder angebalten. 

Aucb bier wird die Hemmungsvorrichtung durcb das 
Steigrad in Scbwingung gebalten; dies gescbiebt durcb den 
Druck, den die Zabne in den Stellungen 2 und 6 auf den 
Zylinder austiben. 
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§ 189. Schwingungen tinter dem EinfluB der Torsions- 
elastizitat. An einoin Dralito q (Fig. 169), der an seiuem 
oboron Ende fostgoklemmt ist, ist ein Stab ah so aufgehangt, 
(lab cr sick in einer horizontalen Ebene urn q dreben Ifnim . 
Sicli selbst llberlasson nimmt er eine bestimmte Stellung ein, 
wonu or abor aus diesor abgelenkt wird, wird der Draht 
ffedrilU odor tordiert (§ 168, d) und er iibt 
(lurch seine Elastizitiit cin Kral’tepaar anf 
(l(3n Stab aus, (lurch ■w(jlcboH dioser in die 
(Tleiobgowicbtslago zurllckgotrioben -wird. 

'' Man hat qefwidm, dap dieses Krdftqiaar dem 
Ahknkungawinkel (Torsionsioinkel) proporiiu- 
nal ist. 

Man kann dieses Q-esetz benutzen urn 
kloine KriLfte zu messen. Wirkt nllmlicb 
auf den Stab a b ein Kraftopaar K in einor 
borizontalen Ebene, so wird dor Stab so 
woit g(Hlr 0 bt, bis das zurilc.kwirkondo KrlVfto- 
paar gleicb A" iat. Dctr Ablonkiingswinkol, ist (labor K pro- 
portional; ist dor Drabt dilnn, ho bekommt dor Winkol beroits 
iKji oinem kloinen Kraftopaar oino morklicbo G-rSlio. 

Boi der Drehwage, vormittelst deron Coulomb die Gesetze 
dor eloktrisohen Anziehungon und Abstofiungen entdeckte, war 
an dom einen Ende des Stakes eine elektrisierte Kugel be- 
fostigt, die von oiner zweiten auf gloicher H6be angebracbteu 
fostatobenden Kugel angezogen oder abgestoBon wurde. Man 
bekommt in diesom Fall das Krltftepaar K, iudem man die 
Kraft, wolcbe aus don eloktrisohen Wirkungen entspringt, nacb q 
UbertrUgt; man sieht dann auch, dafi durch die Kraft in q, 
dio auBer dem Kraftopaar bostolit, dor Stab a h etwas seitwarts 
verscliobon und gebobou wird; aber das Gowicbt von ah ist 
im Vorgloicb mit dor betreffenden Kraft so groB, daB biervon 
abgesebon werden kann. 

Will man aus den Anqulien des Imttnmumtes die absolute 
Orope der Kraft ahldien, so mup man das Krdftepaar kenmn, 
wetehes iter Draht bei einem Torsionawinhel 1 auf dm Stab atM~ 
iibi. Dies kann aus de/r Dauer d&r drehenden Kohwingungen ahgeteitet 
werden, die dor Stab maokt, loenn er am der Gleiohgewieldslage 
entfernt und dann sieh selbst llberlassen wird. 


? 
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Weil das Kraftepaar, welches aus der Elastizitat ent- 
springt, dem Torsionswiukel proportional ist, haben diese 
Scbwingungen viel Ahnlichkeit mit den friiher betrachteten 
einfachen Scbwingungen und wird die Scbwingnngszeit durcb 
eine ebenso einfacbe Eormel bestimmt, wie die fiir die nnendlicb 
kleiuen Scbwingungen eines pbysiscben Pendels (§ 184). Man 
bat namlicb jetzt, nicht allein fur sebr kleine, sondern auch 
fiir grSBere Scbwingungen 

i9- = 5r|/|, (12) 

wenD Q dasTragheitsmoment von aHn bezug anf die Drebnngs- 
achse, also in bezug auf jt? q bedeutet, und If das Kraftepaar, 
welches der Draht bei einem Torsionswinkel ausiibt, der im 
BogenmaB den Wert 1 hat. Aus xh und Q kann durch diese 
Formel K berechnet werden. 

Eine Schwierigkeit liegt in der Bestimmung des Trilgheitsinomeiites, 
welches in der Eegel nicht mit genugender Genauigkeit aus der Form 
tind der Massenverteilung des an dem Dralit aufgehSngten Kdrpers be- 
rechnet werden kann. Man kann es aber dadnrch ermitteln, daB man 
die Messung der Schwingungszeit wiederholt, nachdem man die Masse 
vergioBert hat, ohne die bewegende Kraft zu S,ndern. Fiigt man nto- 
lich zu dem Stab noch eine gewisse Masse hinzu, deren Trfigheitsmoment 
in bezug auf die Drehungsachse Q' ist (natiirlich muss der Stab horizontal 
hleiben), so wird die Schwingungszeit 


y=.|/- 


Q+Q' 

K 


(18) 


Aus dieser Gleichung in Verbindung mit (12) folgt 


0 = 




Q' und K = 




Es ist jetzt nur no tig, daB die binzugefiigte Masse eine so einfacbe 
Form bat, daB das Tragbeitsmoment derselben durch Berechnung ge- 
funden werden kann. Diese Masse kann z. B. aus zwei gleichen Gewichten 
in gleicher Entfernung von q oder aus einem horizontal en 'Ring bestehen, 
dessen Mittelpunkt mit q zusammenfSllt, 

§ 190. Bifilare Aufhangung. In vielen Instrum enten ist 
ein Korper, der sich leicht in horizontaler Richtung drehen 
konnen muB, an zwei gleichlangen Drahten ab und cd (Fig. 170) 
aufgehamgt, von denen wir annehmen wollen, daB die untereu 
Enden ebenso weit voneinander entfernt sind als die oberen 
[bifUare Aufhangung). In der Gleichgewichtslage laufen dann 
die Drahte parallel. Sie konnen aber diese Richtung nicht 
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a 




A 


. 9 

Fig. 170. 


beibchalten, weun der Kofper um die vertikale Linie ge- 
dreht wird. Nach einer solchen Drehung konnen dalier die 
Drahte nicht mehr bis zu derselben horizontalea Ebene hd 
reiclaen wie anfangs; der Korper ist etwas gestiegen und die 
Schworkraft strebt ihn zuriickzudrelien. 

• ist die> Schwerkrafty mit der jede 
I die eine Ahlenkung hevnrktj im 

\ Oleichgewicht sein und es ist aueh 

\die Schioerkraft ^ unter deren Mnflu^ der 
\Kdrjpe'^ drehende Sehwirigungen machen kann*^ 

^Streng genommen ist auch die Elastizitat 
der Drahte, die bei der Bewegung tordiert 
werden, im Spiel. 

Zur Erlauterung kann Pig. 171 dienen, 
die eiiieHorizontalprojektion Yorstellt. Sind 
die unteren Enden der Drahte dnrch. eine Drehung von h und d 
nach. h' und d' gekommen, so laufen die Drahte selbst von 6' 
und d' schief nach oben, namlich nach den Aufh’togungs- 
punkten, die iiber b und d liegen. Die auf h' und d' wirkenden 
Spannungen konnen also in vertikal nach 
oben wirkende Komponenten und die Krafte 
b P d' Q zerlegt werden. Die ersteren 

mlissen mit der Schwerkraft im Gleich- 
gewicht sein und aus den letzteren entsteht 
das Kraftepaar, welches den Korper zuriick- 
treibt 

Da bei einer gegebenen Ablenkung, also bei einer ge- 
gebenen Bichtung der Drahte die Spannung durch das Ge- 
wicht bestimmt wird, so h'togt auch das zuriicktreibende Krafte- 
paar von diesem letzteren ab. 

Kleine Schwingungen eines bifilar aufgehangten Eorpers 
befolgen dieselben Gesetze wie die Bewegung eines Pendels 
und sind wie diese mit einer fortwahrenden Umsetzung von 
potentieller Energie in kinetische und umgekehrt verbunden. 
Sind die Drahte unausdehnhar und sieht man von ihrer Torsion 
ab, so konnen die Anderungen der Energie der Lage aus dem ver- 



Fig. 171. 


tikalen Steigen und Sinken des Schwerpunktes berechnet werden. 


Die Dauer der Schwingungen kann aus der Formel (11) in § 187 
abgeleitet werden. ^ 
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§ 191. Gegenseitige Einwirkung von Magneton. Starke 
von Magnetpolen. Wir beschlicjtJen diescH Kapitid mit dur 
Besprecluuig des Gleichgewiclites luid der Bowegiiiig vou Mag- 
neten. 'Vorlilufig nelimeii wir au, daB dieHc dio Fcirm vou 
diinneii SUlben haben, bei deneti uur die Ktidt'u Oder IVde 
(§ 76) magnetische Wirkungeii aunUben oder erltndon. 

Man bat gefunden, daB diene Wirkungeu die folgemleu 
Gesetze befolgen (Gesetze von Coulomb). 

a) Die Anxiehung oder Abstaflung tmimhm twd Polen iai 

umgekehrt "xw^^7oien% ikrm AimiandeM, 

b) Tjwieohm den Wirkungen, walohe zum Mmjntipata A and B 
auf eimn (kitten Pol C aus d&rselhm hhiffrmung tmmlmi, Im- 
steht immer dassdhe Vcyrhiilhiis ^ einerld wMmi l\d man fiir 
G nimmi. 

Wenn die Pole A und B tmf einm dritien Pol G bei dvr* 
selhen Enifemtmg gleiohe Kriifte (Anxiehungen oder Ahnioliungen) 
ausulm^ so sagt man, dajS A und B gkichsiark druL 

c) D&' Nordpol und der Sildpol dmselhm Atagnds hahm immrr 
dieselhe Starke* 

Wirkt bei derselben Entferming dar Pol A auf G mit. 
einer p mal so groBen Kraft als der Pol B, ho Hugt mati, 
daB er j^mal so stark ist als B, mit anderen Worten: 

Die Wirkung^ welohe edn Magneipul aumlld, ist der Starke 
desselhm promotional 

Aus dem Gesetz der Gleichheit von Wirkimg und Gegen- 
wirkung kann man dann waiter folgern; 

Auoh die Wirkung, welefm auf dnm Magmtpal rm eimm 
anderen ausg&Hht mrd^ ist dm* Stdrke des &rdm*m% Pols ^rrctmuMionaL 

Diese beiden Gasetze kSnnen in die folganda Regel zu- 
sammengefaBt warden: 

Die gegenseiiige Wirhmg xwmer Magnetpole hi dem l yo dukt 
der bddm PoUtarken proporiio nal 

Als EinJmt d&r Polstdrke wcihli man gewUhtdich die SUirkef 
welohe ein Magmipol hahen muj^^ um dnm andermi mm gUidmr 
Sidrke in dm Einheit der Fjntf&rmmg nidi eimr Kraft Mm ah- 
mstofen; clabei wird^ was die Langeneinheit und die Kraft- 
einheit betrifft, das C-G-8-System zugrunde gelegt. 

Wir wollen incles in diesem Buche eine aiulora Kinheit 
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benutzen, die ]/4^ mal kleiner als die iibliche ist^ und die wir 
folgendermaBen definieren konnen: 

Die Einheit der Polstdrke ist die Starke^ welche ein Magnetpol 
hahen um einen anderen von gleicher Starke in der Einheit 

der Entfernwng mit einer Kraft l/dTt abzicstojS&n. 

Die Einfiihrung dieser neuen Einheit hat den Zweck, die 
Formeln der Elektrizitatstheorie moglichst zu vereinfachen. 
Um es indes dem Leser zu ermoglichen, sich nach Belieben 
der einen oder der anderen Einheit zu bedienen^ werden wir 
stets hinter die Formeln und Zahlenangaben, die auf der 
modihzierten Einheit beruhen, zwischen rechteckige Klammern 
eingeschlossen, die Formeln und Zahlen setzen, die bei der 
liblichen Wahl der Einheit gelten. 

Befinden sich zwei Magnetpole von der Starke m und m' 
in der Entfernung r voneinander, so ist die gegenseitige 
Wirkung 



§ 192. Kraftfeld um einen Magnet. Es sei (Fig. 172) 
NZ ’der Magnet und in einem beliebigen Punkt in seiner 
Nahe befinde sich ein beweglicher Nordpol n. Die Strecken na 
und n b mogen die Krafte 
vorstellenj mit denen N und Z 
auf n wirken; da das Ver- 
haltnis dieser Krafte durch 
die Proportion 

n a: nb ^ n Z^:nN^ 

bestimmt ist, so ist die Eich- 
tung der Kesultante unab- 
hangig von der St^ke des 
Pols w. 

Da die angegebene Kon- 172 . 

struktion ftir jeden Punkt aus- 

gefiihrt werden kann, kann man (§ 128) den Verlauf der Kraft- 
limen im magnetisehen Kraftfeld] (kiirzer: Magnetfeld) angeben. 
Einige dieser Linien sind in der Figur dargestellt 


Unt&r der RicUung ein&r Kraftlmie versteht man diejenige 
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magmiiscken Kraft in einem Punkte des Feldes o der der j^StarW^ 
des Feldes v&rsieht man die Kraft, die auf einen in diesem Punkt 
hefindliGhm Mnheitspol wirken wiXrde. 

^'''^'Tn^WSSEcKFSF^ einen komplizierteren Ban 

als bier angenommen wnrde. Man kann sich Yorstellen, da6 
eine groBe Anzabl dlinner Stabe Yon gleicher Lange zu einem 
dickeren Stabe Yereinigt werden, der dann die magnetischen 
Eigenscbaften an den beiden Endflachen zeigt. Auch konnen 
Magnetstabe so Yereinigt werden^ daB jeder in die Verlange- 
rung eines anderen fallt^ nnd iiberbaupt kann ein magneti- 
scbes System anfgebaut werden, indem man in der einen 
Oder anderen Weise Magnete wie die des vorbergebenden 
Paragrapben, von beliebiger Eichtung und Starke^ miteinander 
Yereinigt. 

Mit dem Ban des magnetischen Korpers andert sich natiir- 
lich auch der Verlauf der Kraftlinien in seiner Umgebnng. 

Es verdient indessen bemerkt zu werden, daB die Linien, 
wie sie auch laufen mogen, auf eine sehr geringe Entfernung 
bin als gerade nnd einander parallel betracbtet werden konnen, 
nnd daB die magnetische Kraft in einem sehr kleinen Eanm 
als iiberall gleicbgroB angesehen werden kann. Ein kleiner 
Teil eines Magnetfeldes ist also nahezn bomogen. StelU ^man 
imm in einm de/rariigen Bamnieil ein sehr klei/nes Magnetsidbcheny 
welches sich vm seinen Miitelpunkt nach alien Richtwrigen direhen 
kann, so nimmt es die Ricktimg der Krafilmim an; in dieser 
Stellung wirken namlicb anf die Pole gleicbe und entgegen- 
gesetzte Krafte in der Eichtung der Lange. 

§ 193. Magnetfeld nm die Erde. Eichtung der erd- 
magnetiscben Kraft. In § 76 wurde bereits von den Kr^ften 
gesprochen, welche die Erde auf die Pole eines Magnets aus- 
hbt. Die Ersckeinwnge/n lehren, daf die Erde ehenso wie ein 
Magnet von einem Kraftfeld umgehen ist Dieses karni fur die 
Dimensionen des Zimmers, in wehhem wir unsere Yersuche aus-^ 
fuhren, als homogen hetrachtet werden. 

Um die Eichtung der Kraftlinien zu bestimmen, kann man 
sich dem am Schlusse des Yorigen Paragraphen Gesagten 
gemaB eines Magnetstabes bedienen, der sich um seinen Sobwer- 
punkt nach alien Eichtungen drehen kann. Mn solcher Magnet 
stellt sich in die vertikale Ebene, welche mr in § 76 den magne- 
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Uschen Meridian nannten; auj^erdem kehrt er den Nordpol nadh 1 
unten. Den Winkely den er so mit einer horizontalen Ebene bildet 
und der jetzt im westlichen Ewropa von 61 ^ his 69 ^ variiert, wird i 
die Neigung oder Inklination genannL 

Die Richtung dieses Magnets (Inklinationsnadel) gibt nun 
die BicMung der Kraftlinien an. 

Da6 wirklich das Magnetfeld homogen ist, geht daraus 
hervor, daB erstens die Inklinationsnadel in alien Punkten des 
Zimmers dieselbe Ricbtung annimmt, und daB zweitens die 
erdmagnetische Kraft tiberall gleich stark wirkt. Wie sicb 
dies beweisen laBt, wird im nacbsten Paragraphen gezeigt 
werden. Es folgt aucb daraus, daB ein Magnet, der sich als 
Ganzes verschieben kann, dies unter dem EinfluB des Erd- 
magnetismus nicbt tut. Ware namlich an den Stellen, wo sicb 
die beiden Pole befinden, die erdmagnetische Kraft nicbt gleicb 
stark, so wiirden die in entgegengesetzter Ricbtung auf die 
Pole wirkenden Kraft e nicbt gleicb sein. 

Um die Inldination zu messen, ist es nicbt notig, eine 
Magnetnadel in alien Ricbtungen um den Scbwerpunkt drehbar zu 
macben ; es geniigt, daB sie sicb um eine senkrecbt zur Lange 
durcb den Scbwerpunkt gehende Acbse dreben kann, wenn 
man nur dieser letzteren verscbiedene Ricbtungen in einer 
borizontalen Ebene geben kann. Wird die Acbse senkrecbt 
zum magnetiscben Meridian gestellt, so kann die Nadel die 
Ricbtung der auf die Pole wirkenden Kr^fte annebmen. 

Wir uberlassen es demLeser, zu untersuchen, welche Stellung der 
Magnet anuimmt, wenn die Drebungsachse in der borizontalen Ebene 
beliebig gerichtet ist. Liegt die Acbse im magnetiscben Meridian, so ^ 

stellt sicb die Kadel vertikal. 

Von groBer Wicbtigkeit bei den Beobacbtungen mit einer 
Inklinationsnadel ist es, die Reibung an der Acbse so klein 
als moglicb zu macben, da diese gegeniiber den scbwacben 
magnetiscben Kraften leicbt einen bedeutenden EinfluB ausiibt. 
AuBerdem muB man beacbten, daB die Drebungsacbse niemals 
genau im Scbwerpunkt angebracbt werden kann. Der bier- 
durch verursacbte Febler wird dadurcb eliminiert, daB man 
die Versucbe wiederbolt, nacbdem die Nadel in entgegen- 
gesetzter Ricbtung magnetisiert worden ist. Hat dann der 
Scbwerpunkt zuerst auf der Seite des Nordpols gelegen und 
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ist dadurch die Inklination zu groB ausgefallen, so liegt er 
nachher auf der Seite des Sudpols, so daB die Neigung zu 
klein gefunden wird. 

Die Andemiigen der Inklination liber die Erdoberflaclie 
stimmen im groBen Ganzen mit dem iiberein, was man beobacbtet, 
wenn man eine kleine, um ihren Schwerpunkt drehbare Magnet-. i 

nadel liber einen groBen borizontalen Magnetstab halt. Die | 

Nadel kehrt dann den einen oder den andern Pol nach nnten, ! 

je nachdem sie sich liber der einen oder der anderen Halfte 
des Stabes befindet^ und zwar um so mehr^ je mehr sie einem j 

der Pole angen^ert wird. In ahnlicher Weise kehrt die In- 
klinationsnadel auf der nordlichen Halfte der Erdoberflaclie ; 

ihren Nordpol und auf der siidlichen HMfte ihren Siidpol nach • 

unten und nimmt die Neigung mit der Entfernung vom Aquator 
zn. Die beiden soeben genannten Halften der Erdoberflache 
werden voneinander durch eine Linie geschieden, auf welcher 
die Inklination Null ist; diese Linie fallt aber nicht mit dem 
Aquator zusammen und hat einen ziemlich unregelm^Bigen 
Verlauf. 

§ 194. GroBe der erdmagnetischen Kraft. In Fig. 173, 
in welcher die Ebene der Zeichnung mit 
dem magnetischen Meridian zusammenfallt, 
stellt Na (oder Za') die I^raft vor, mit 
welcher der Erdmagnetismus auf einen 
der Pole eines Magnets NZ wirkt. Diese 
Kraft ist in die vertikale Komponente - 

Nh (oder ZV) und die horizontale Kom- | 

ponente Nc (oder Zg') zerlegt. Wenn i ’ 

die Inklination ist^ so ist offenbar 

Ng^ Naco^i, : 

a — d/'e gesamte Kraft Na kennen %u ‘ 

Fig. 173. lernen/hraucht man also nur die Inklination 

mid die horizontale Kraft xu messen, 

Wie grof die horixontal&n Krdfte sind^ die auf die Pole ernes 
Magnets wirken, karm man aus der Bauer der Schwingungen ah- 
leiten^ die der Magnet machen kann, wenn er an einem Faden so 
aufgehmgt ist^ dafi er sich nur in einer horizonialen Ebene drehen 
kann, Ist namlich (Fig. 174) NZ die Gleichgewichtslage des ^ 
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Magnets im magnetischen Meridian mm, so wirken stets, 
einerlei welclie andere Lage er einniinmt^ anf die Pole die 
Krafte N A und Z'B parallel zn N Z. Von den Kraffcen, die in 
yertikaler Richtung senkrecht zur Ebene NON' 
wirken, konnen wir absehen. Wenn wir die 
GroBe Yon N' A oder Z' B mit die Lange des 
Magnets mit I und den Ablenkungswinkel NON' 
mit (p bezeichnen, so ist das Moment des Krafte- 
paars {N' A, Z'B) 

Fl^incp (15) 

Da also ebenso wie beim Pendel das zuriick- zi 
treibende KrS.ftepaar dem Sinus des Ablenkungs- 
winkels^ proportional ist, so befolgt der Magnet 
bei seiner Bewegung dieselben Gresetze wie \£ 1 
das Pendel. Die Dauer unendlich kleiner 174. 

Schwingungen wird daher durch die Pormel (12) 
in § 189 bestimmt, in der man jetzt unter K den Wert ver- 
steben nmB, den das Kraftepaar fiir gp = 90^ annimmt. Die 
Formel wird also 



und bieraus folgt 



Das TrSgheitsmoment kann mit Hilfe des in § 189 erwahnten 
Kunstgriffes ermittelt werden. 

Bei der Bestimmung der Kraft F ist nooh zu beachten, 
daB aucb die Elastizitat des Fadens, an welcbem der Magnet 
liangt, einigen EinfluB auf die Schwingungszeit bat. 

Wenn man von der Grope der erdmagnetischen Kraft oder von 
der Ilorixontalkomponente H spricht, so m&int man immer die 
Kraft, ivelohe auf einen Binheitspol loirkL Da man gefonden bat, 
daB die Kraft, mit welcber die Erde auf einen Pol wirkt, der 
StMrke des Pols proportional ist, findet mo/n H, mdem man die 
ohen hetrachtete Kraft F dwrch die Polstdrke m dimdiert\ diese 
deMere kann aus den Wirkwngen des u/ntersuchten Stabes auf andere 
Magnate abgeleitet werden, 

Der Wert von K finder t sich von Ort zu Ort. Einige Werte aind 
in folgender Tabelle zusammengestellt: 
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Modif. Einheit 

Ubliche Einbeit 

Amsterdam 

0,052 

0,184 

Berlin 

0,053 

0,189 

Bonn 

0,054 

0,193 

Konigsberg 

0,052 

0,184 

Miincben 

0,058 

0,207 

Wien 

0,059 

0,209 

Durch die Beziehung 

Em 



geht der Ausdruck (15) liber in 

Hm I sin 

Das Kraftepaar, welches den Magnet nach der Gleich- 
gewichtslage treibt, hangt also von dem Ablenkungswinkel und 
der Horizontalkomponente der erdmagnetischen Kraft ab, und 
auBerdem von dem Produkt aus der Polstarke und der Lange, 
i Buses Prod/uMf welches oft die magnetisehen Wirkungen hestirmnL 
I toi/rd das magnetische Moment des Stabes genannt 

§ 195. Ablenkxmg eines Magnets durch einen anderen. Es 
sei (Fig. 175) nx ein Magnet, der sich urn seinen Mittelpunkt o 
in einer horizontalen Ebene drehen kann, und NZ ein fester 
Magnet in derselben Ebene, der n% aus dem magnetisehen 

; / 72 - 




Pig. 176. 


Meridian mm ablenkt. Zwischen den Polen n und % einer- 
seits und N und Z anderseits bestehen vier Kraffee, die durch 
na^ nb, :^c und zd dargestellt werden. Werden die Resul- 
tanten ne und zf nach o tibertragen, so entstehen zwei Kraffee- 
paare, die mit dem Kraftepaar des Erdmagnetismus im Grleich- 
gewicht sein rniissen. 

Besonders einfach wird die Sache, wenn nz sehr klein 
ist im Vergleich mit den Entfernungen von den Polen von 
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■V Z. Danu kaun man n a und % c und ebenso n b und x d als 
gleicli und parallel botrachten; aucb obne die Krkfte nach o 
•/.n Ubortrageu liat man dann eiu Kraftepaar. 

Man kann bei geringer Lauge von nx die Sacbe auch in 
folgendor Weiso auffaaaon. Der Magnet JV.Z;(B'ig. 176) wirkt in 
oinem beliobigeu Punkt o mit einer gewissen magnetischen Kraft 
l{)2)t;j), die Krde mit einer magnetischen Kraft oy. DieResul- 
tan to o r bestimmt die Itichtung der Kraftlinie 
in 0 , und in diese liichtung wird sich eine 
.sehr kleine Magnetnadel einstellen (§ 192). 

Hierbei ist nun noch das Folgende 
zu bemerkon. 

a) Belindot sich der Punkt o auf der 
Linie, vvolche NZ senkrecht halbiert 
(Fig. 177), 80 ist die magnetische Kraft op, 
welche N und Z zusammeu austtben, parallel zu NZ. 

b) Stoht die Kraft op (ffigr-W6) senkrecht auf dem mag- 
notisohen Meridian, also auch auf og, so wird der Ablenkungs- 
wiukel a, den eine in o befindliche kleine Magnetnadel durch 
N Z bekorarat, bestimmt durch 


Die Taugente des Ablenkungswinkels ist also in diesem Fall 
der Wirkung von NZ proportional. 

c) In manchen Galvanometem wllnscht man 
(lie Kraft, mit weloher eine Magnetnadel in einer 
bestimmten Stellung festgehalten wird, klein zu 
raacheu, damit ein achwacher elektrisohor Strom 
eine merkliche Ablenkung der Nadel bewirkt. 

Man kann dies daduroh erreichen, daB man einen 
feKten Magnet (komjxmii&rmder Magnet) anbringt, der 
auf die Pole der Nadel Krkfte aushbt, die die 
Wirkung die Krdmagnetkraft ganz oder gr&Btenteils 
aufheben. Dabei hat man auch die Bichtung, in 
welche sich die Nadel stellt, in der Gewalt. Ist 
nilmlioh die Krdmagnetkraft oq (Fig. 178) gegeben, 
so kann man eine Resultante or von beliebiger 
Riohtung bekommen, indem man oq mit einer zweckmhBig 
gewahlten Kraft op zusammensetzt. Natttrlich muB, wenn or 



P 


Fig. 178. 
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klein sein soli, o^jbeinalie in die Veiiangerung von oq fallen. 
Liegt daher der Drehpunkt der Magnetnadel tertikal uber oder 
unter der Mitte des horizontal angebrachten kompensierenden 
Magnets, so mu6 dieser letztere, einerlei welche Eichtung man 
der Nadel geben will, nahezu in den 
magnetischen Meridian gebracht werden. 

§ 196. Astatisches Nadelsystem. Ein 
anderes Mittel, den Einflufi des Erd- 
magnetismns zn Termindern, besteht in 
der Anwendung zweier horizontaler paral- 
leler Magnetnadeln NZ und N" Z' (Pig. 179), 
— ? die durch ein yertikales Sfdbchen q r feat 

2 ,’ N miteinander so verbunden sind, dafi die 

entgegengesetzten Pole iibereinander lie- 
gen. Das System bangt an einem Paden 
pq, so daB es sich in horizontaler Eichtung drehen kann. 
Waren die Nadeln vollkommen parallel nnd gleich stark, so 
wurde die Erde gar keine richtende Kraft auf das System aus- 
hben (daher der Name) und dieses wiirde nur durch die Elasti- 
zitat des Padens p q eine Grleichgewichtslage einnehmen. Sind 
die Nadeln parallel aber ungleich stark, so stellen sie sich 
noch in den magnetischen Meridian. Sie konnen endlich von 

demselben abweichen, wenn sie einen 
i 1 . kleinen Winkel miteinander bilden. 

1 Aus Fig. 180 — die eine Horizontal- 

I projektion vorstellt — ist zu er- 

sehen, wie zwei gleicke Nadeln im 

j Gleichgewicht sind, wenn die Linie, 

I welche den spitzen Winkel halbiert, 

I y auf dem magnetischen Meridian mm 

I senkrecht steht. DaB keine andere 

Fig 180 Gleichgewichtslage moglich ist, ist 

leicht einzusehen. 

§ 197. Zusammenhang zwisohen der Empfindlichkeit nnd 
der Schwingnngszeit. In alien Fallen, in denen es sieh danim 
handelt, einm Korjper, der unter dem Mnfluj^ einer „Biohtkraff^ 
eine Lage von stabilem Gleichgewioht emnimmt, durch eine andere 
Kraft aus dieser Lage %u hringen, ist die Empflndlichkeit um so 
groper y je klemer die Eichtkraft ist Anderseits werden lei einer 


Fig. 180. 
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hleineoT/ HioMkraft die Schioingungen , die der Korper unter dem 
ciussohlic/^lichen Einftufi dieser Kraft ausfuhren kann, langsam, 

Zur iLrlauterung dieses Zusammenhangs zwischen der 
Empfindlichkeit und der Sch.winguiigszeit kann dienen, da6 
eine Dreliwage, die, nm kleine Winkel mit ihr zu messen, an 
oinem sehr dtinnenFaden aufgehangt ist, sekr langsam schwingt, 
daB bei einem bifllar aufgehangten Korper die Empfindlichkeit 
und die Schwingungszeit zunehmen, wenn die Faden einander 
mehr angenahert werden, und daB dasselbe bei einem Gal- 
vanometer mit kompensierendem Magnet der Fall ist, wenn 
durcb eine Verschiebung des letzteren das Magnetfeld, in 
■welchem die Nadel schwingt, schwacher gemacht wird. 

§ 198. EinfluB eines Widerstandes auf einen schwingenden 
Korper. Durch versdiiedene Ursachen, die man unter dem Namen 
von Wider stdnde/n zusammenfassen kann^ kommt jeder selvwingende 
Korper naeh hurz&rer oder Idngere/r Zeit zur JRuhe. Diese Bdmpfung 
der Bewegung wird gewohnlich, wenigstens teilweise, durch die 
Luft (§ 96) bewirkt; auBerdem sind aber noch andere Ein- 
fllisse im Spiel, bei einem Pendel, welches an einer Schneide 
aufgehangt ist, und bei einer Magnetnadel, die auf einem Stift 
ruht, die Reibung, bei einem Korper, der an einem Faden 
hangt, dertordiert wird, innere Widerstande in diesem letzteren. 

Die Theorie leh/rt, daj^ in den If aliens in denen der Widerstand h 
der Oesohwindigkeit propoHional ist, die auf einander folgenden Aus- \ : 
sehldge naeh beiden Seiten von der Oleickgewichtslage eine geome- ll 
irisohe Reihe hilden; dureh die Beobacktung wi7'd dies hestdtigt wnd 
im Quotientm der Reihe eine Qro^e hestimmi, die mr Bewrteilwng ji 
der Qrdjie des Widerstandes dienen kann. 

Wenn der Quotient wenig von der Einheit verschieden ' 
ist, so begeht man nur einen kleinen Fehler, wenn man drei 
aufeinander folgende Ausschlage als Glieder einer arithmetischen 
Seihe betrachtet. Man kann dann leioht, ohne das Stillstehen 
des Korpers abzuwarten, aus der Beobachtung von drei auf- 
einander folgenden auBersten Lagen die Gleichgewichtslage 
ableiten. 

Schwingt namlich der Korper an einer Teilung entlang 
und sind a^^ a^ und a^ die betreffenden Lagen, wahrend A die 
Gleichgewichtslage ist, so mussen die Differenzen 
tt-y A-f A. 0^2 5 A. 
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eine arithmetisclie Eeihe bilden. Daraus folgt, daB das Mittel 
iK +<^ 3 ) beiden Lagen auf der einen Seite ebensoweit 
von A entfernt sein muB wie die Lage cug auf der anderen 
Seite. Man findet also A als den Punkt, der mitten zwischen 
\{a^ + ftg) und ttg liegt; -wabrend natiirlicb^ wenn die Bewegung 
nicht gedampft wiirde, 

+ <^2) 

sein wiirde. 

In der angegebenen Weise wird z. B. bei einer Wage die 
Rubelage aus einigen IJmkelirpunkten abgeleitet. 

Es verdient nock bemerkt %n loerdm, da/3 ein Widerstand, der 
nur hei der Bewegung hervorgerufen wird, niemals mn Mnflup auf 
die OleiGhgewichtslage sein harm, aus dem einfaohen Grund, da^ 
er, wenn der Korper scklie/3lich zur Euhe gekommen ist, nicht mehr 
hesteht Man kann also, wenn es sicb nur um die Beobacb- 
tung der Grleicbgewicbtslage bandelt, den Luftwiderstand durcb 
VergroBerung der Oberflacbe yerstarken, so daB der Korper 
scbneller zur Rube kommt, Zuweilen wird zu demselben 
Zweck von ' dem Widerstand einer Fliissigkeit Grebraucb ge- 
macbt. 

, § 199. Ablenkung durcb einen plotzlichen Stoi3. Ein Korper 

kann um eine feste Achse scbwingen unter dem EinfluB eines ricbtenden 
Kraftepaares, welches der Ablenkung aus der Gleichgewichtslage pro- 
portional ist. El* befinde sich erst in dieser Lage und werde dann aus 
demselben durch ein Kraffcepaar M entfernt, welches wShrend der kurzen . 
Zeit T wirkt, welche Zeit bereits abgelaufen iat, bevor eine merkbare / 
Ablenkung entstanden ist. Man kann dann sagen, dab der Korper die 
Gleicbgewichtslage mit der Winkelgeschwindigkeit 


\ 



■ 0 *. — (16) 

verlafit, die er von dem Krfiftepaar bekommt (§ 186, a). Q ist das TrSg- 
heitsmoment in bezug auf die Drehungsachse. 

Der Korper fiihrt nun einfache Schwingungen aus, und zwar so, 
dab die Winkelgeschwindigkeit beim Durchgang durch die Gleich- 
gewichtslage jedesmal durch den Ausdruck (16) bestimmt wird. Driickt 
man dieae Schwingungen durch die Eormeln (9) und (io) in § 187, a aus, 
80 sieht man, daB 2n ajT den Wert (16) und also der erste Ausschlag a 
den Wert 

2n Q 7t Q 

hat. ^ 


‘ I ‘ 
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is* ^ = 12’. Bedenkt man nun, daB 
^ _ n l^y/A ist, wenn K die in § 187, e angegebene Bedeutung hat und 
also \ Kd' jn ist, so katin man sclireiben 


findet, wenn man beachtet, daB der Korper 
die Gleichgewichtslage mit der kinetischen Energie verlaBt und 

daB die potentielle Energie (§ 187 e) im Augenblick der groBten 

Ablenkung dieser gleich sein muB. 

Wii wollen nun das KrS,ftepaar N suchen, welches fortwahrend 
wirlcend einen ebenso groBen dauernden Ausschlag hervorbringen kann. 
JDa dies mit dem zuriicktreibenden Kraftepaar im Grleichgewicht sein 
mtiB, ist 

N a K (18) 

Man hat daher zwischen den Ejraitepaaren M und N, welche die- 
seibe Ablenkung geben, das eine als ersten Ausschlag, das andere dauemd, 
die Beziehung 

(19) 

Bei alle diesem ist vorausgesetzt, daB keine Dampfung stattfindet. 

Ist ein Widerstand vorhanden, der von der Geschwindigkeit abhangt, so 

liat a nieht mehr den durch (17) bestimmten Wert. Die Formel (18) 
behSilt ihre Griiltigkeit, aber (19) muB durch eine Beziehung von kom- 
plizierterer Form ersetzt werden. 
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Gleichgewicht und Bewegung von Fliissiglceiten und Ga$en. 

§ 200. Dmck einer Fliissigkeit oder eines Gases. Sowohl 
die Zustandsveranderungen, welche durch auBere ITr^fte bewirkt 
werden, als auch die daduroh hervorgerufenen inneren Kr^fte 
Bind, im Vergleich mit den festen Korpern, bei Fltissigkeiten 
und Gasen von besonders einfacber Art. 

Bei einer ersten Betrachtimg dieser Korper koonmen nwr Fer- 
mderungen des Volvms xm Spraehe^ wobei stets die gegenseitige 
Anordnung der Teihhen in allm RiGhtimgen dieselhe bleihty v/nd her 
stehen die inneren Krdfte in einem ^Druok^^ fur den einfache Ge- 
seize geUen, 

Befindet sicb eine Fliissigkeit in einem Zylinder, der durch 
einen beweglicben Kolben verschlossen ist, oder in einem Baum, 
von dem ein solcher Zylinder einen Teil bildet, so kann man 
dadurch, daB man den Kolben nach innen drdckt, das Volum 
verkleinern. Die Fliissigkeit strebt dann sicb sofort wieder 
auazudebnen (Elastizitat) und libt dadurch gegen die Wtode 
des Gefa£es einen Druck aus; ebenso werden nebeneinandcr 
liegende Teile des Stofifes gegeneinander driicken. 

Dasselbe ist bei einem Gas der Fall, aber es besteht 
zwiscben den beiden Aggregatzustanden ein groBer Unter- 
schied, was den Grad der Annaberung betrifft, die durch be- 
stimmte auBere Krafte den Teilcben gegeben wird. Bei den 
Flussigkeiten, mit denen man es gewobnlich zu tun bat, ist die 
VoWenninderung so gering, daB sie sicb sogar lange Zeit der 
Beobachtung entzogen bat; umgekebrt debnen sie sich, wenn 
ein anfangs vorbandener auBerer Druck vermindert oder auf- 
gehoben wird, sebr wenig aus. Von praktischem GesiehtspimU 
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aus konnen diese Korper m&ist als un^y^ammendruokhar hett'acMet 
werden, Eine Gasmasse dagegen zeigt sehr groBe Volum- 
veranderungen ; fiir die Ausdehnung bei Druckverminderung 
bestebt bier sogar keine Grenze, so daB ein Gas niemals obne 
auBeren Druck in einem begrenzten Volnm gebalten werden 
kann. ^ 

Ubrigens kann der Druck niobt allein durcb Eintreiben 
einer Seitenwand, sondern aucb durcb andere anBere Krafte 
bervorgerufen werden. Die Scbwerkraft driickt stets die oberen 
Scbicbten gegen die unteren und vermindert den Eaum, den 
diese letzteren einnebmen. 

§ 201. Richtnng des Drnckes. Der Druck steht bei Flitssig- 
keiien und Oasen senkrecht aufder Fldche^ auf welche er wirkt. 
Dies gilt zundchst von den Krdft&n, welche gegen hegrenzte Wdnde 
Oder eingetauehte fremde Korper ausgeuht werden, dber auoh von den 
gegmseiiigen Krdften zwischen den Teilen des Stoffes, die durck eine 
heliehige gedacMe Fldche voneinander geschieden sind. Tangentiale 
Spannungen wie bei festen Korpern (§ 168, c) gibt es, wenig- 
stens bei rubenden Pliissigkeiten, nicbt. 

Die soeben erwabnte Pl^cbe sei eine Ebene V (Fig. 181); 
der Toil I des KSrpers tibt dann auf den 
Teil 11 eine groBe Anzabl paralleler Krafte 
aus, wie sie in der Figur fiir einen Teil ab 
der Ebene angedeutet sind. Natiirlicb wirkt 
II auf I mit gleicben und entgegengesetzten 
Kra.ften. 

Dadurchj dap man die in d&r Figwr an- 
gedeuteien Krafte miteinander zusanmensetzt, also 
Mcinander addiert, findet man den „Druek auf dde FJbme 
Dieser ist proportional der Grofe von ah, solange uherall Idngs V 
der Stoff in gleiohem Mafie xusammmgedruokt ist; dividiert man 
ihn durch die Qrdpe von ah, so findet man den Druck auf die 
Fldchmeinheit 

Andert sicb der Zustand von einem Punkt zum anderen, 
so wirken auf nebeneinander liegende gleicbe Teile der Ebene V 
ungleiobe Krafte und der Druck auf einen Teil der Ebene 
ist nicbt mebr der GroBe dieses Toils proportional. Man 
kann sicb jedocb urn einen Punkt P berum einen so kleinen 
Teil der Ebene vorstellen, daB der Zustand in alien Punkten 

20 * 
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desselberi als gleich betrachtet werden kann. Dividiert man 
den Druck auf dieses Element durch die FlachengroBe deaselben, 
so erbalt man den Druck pro Fldeheinheit im Punkt P . 

Wild die Flacheneinheit klein genug gewahlt, so kann 
man das Element gleich dieser Flacheneinheit nehmen. Oft 
kann ftir den Druck pro Quadratmillimeter die Kraft ge- 
nommen werden, die mrklioh auf ein Quadratmillimeter aua- 
geiibt wind. 

Wenn von der Qro^e des Druckes gesproohm mrd, so ver- 
steht man darunter immcr dm Druck pro Flacheneinheit, wenn es 
avah nicht ausdriicldich gesagt wird. 

Bei den Bewegungserscheinungen von Fliissigkeiten und 
Gasen kommen Falle vor, in denen die gegenseitige Wirkung 
zwischen zwei Teilen des Stoffes nicht senkrecht auf der 
Trennungsflache steht; derartige Falle bleiben aher vorlaufig 
auger Betrachtung. 

^ c g 202. In einem bestimmten Punkt ist der Druck in alien 
Ricktungen gleich. grofi. Bringt man in eineni heliehigen Punkt 
im Innerm eines fliissigen oder gasformigen Korpers ein Fldchen- 
element naeheinander in versehiedene Richtungenj so ist der Druck 
auf dasselbe immer gleich grof, so daf man von ^ydem Druck in 
sprechen kann^ ohne die Eichtung der Fldche ndher anxugehen. 

Dieses wichtige Gesetz ist eine Folge der grofien Be- 
weglichkeit der Molekiile. Einen festen Korper kdnnen wir 
einseiiig zusammendrucken, und wenn der Stab von § 168, a, 
naehdem er zusammengedriickt und dabei, wie sich sptor zeigen 
wird, in horizontaler Eichtung ausgedehnt worden ist, von einem 
genau anschlieBenden Futteral umgeben wilrde, so wUrde er 
gegen die Seitenwande desselben iiberhaupt nicht driicken, 
sondern nur gegen die Sttitzflache bei B. Wird aber eine 
Fltissigkeit, die sich in einem Zylinder unter einem Kolben 
befindet, zusammengedriickt, so streben die Teilchen^stets auch 
seitwarts zu entweichen. Sind sie daran verhindert, so sind 
sie in Eiohtungen senkrecht zur Achse des Zylinders in dem- 
selben Grade dichter zusammengekommen als in der Eichtung 
der Achse. In derselben Weise wird in einer Fltissigkeita- oder 
Gasmasse, wie sie sich auch bewegt und welche Krafte auf sie 
wirken, jeder kleine Eaumteil in alien Eichtungen gleich stark 
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zusammongodrlickt sein, wovon das oben iiber den inneren 
Druck Gosagte eine unmittelbare Folge ist. 

§ 203. Fall, in welchem der Bruok in alien Pnnkten 
gleioh grofi ist. Die Frage, inwiefern in einer x’uhenden Masse 
sicli der Druck von eineni Pnnkt zum anderen andert, kann 
man beantworten, wenn man berllcksiclitigt (§ 168), daB ein 
Korpcr nur dann im Gleichgewicht sein kann, wenn die Krafte, 
die auf einen beliebigen Teil desselben wirken, aicb gegonseitig 
aufheben. Flir den Toil einer flUssigen oder gasformigen Masse, 
die innerbalb einer gedachten geschlosaenon Flilche liegt, kommen 
daboi anlier Kraften wie die Schwerkraft alle Drucke ins’ Spiel, 
die durch den umgebenden Stoff ausgeiibt werden. Bei dem 
Aufstellen der Gleichgewichtsbedingung braucht auf den flliasigen 
Zustand dea betrachteten Toils keine Rilcksiclit genommen zu 
werden (§ 169). JFir werden meist seJir diinm primnatisohe oder 
xylindrisohe FliissigkeiUmulohen hetraoMen, derm Endlloahen auf dor 
Lange emkrecfit stefimt, und die Gleidhgeioiahtshedmgung fur die in 
der Uiehluug der Lunge udrJmulen Krafte anfmehen. Da der 
Druck auf die Hoitlicho Oborllache tlberall auf der Ltoge sonk- 
recht atebt, kann dieser Druc.k dabei unberUckaichtigt bloiben. 

Man sieht nun ohne woiteres ein, da/? eim MussigMt oder 
ein Gaa, worm auf das Innere keine duferm Kr&fte toiricm, nw 
dann im Oleidhgewioht sein kann, loem der Lruok iiberall gleioh 
grofi ist. Denn auf die Endflacfaen eines beliebigen Saulchens 
mtiasen gleiohe Krafte wirken, und da die Endflachen gleicb 
groB Bind, muB auch der Druck pro Flacheneinheit an beiden 
Seiten denselben Wert haben. Wenn diese Bedingung nicht 
erffillt ware, wUrde die FlUssigkeit in Bewegung kommen. 

Dieser Satx kann nativrlich nur dann angewandt warden, wmn 
von der Wirhmg der Schwerkraft ahgesehen warden Ioann, also in 
denjenigen Fallen, in denen der Druck, den die Schwerkraft 
in den untersten Sohicbten veruraacbt, klein ist im Vergleich 
mit dem Druck, der in anderer Weise entsteht. Als Beispiel 
kann eine Gasmasse von maBigen Dimensionen dienen, oder 
eine Klttssigkeit, auf welche durcb einen Kolben ein groBer 
Druck ausgehbt wird (das Wasser in einer hydraulischen 
Presse). 

Ist eine Fltissigkeitsmasse, auf deren Inneres keine buBeren 
Krafte wirken, einmal im Gleichgewicht, und vertauscht man 
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dann den innerhalb einer gescblossenen Flache liegenden Teil 
durch einen beliebigen festen Korper von gleicher Grestalt, obne 
an dem Druck der ximgebenden Fltissigkeit etwas zu andern, 
so miissen sicli die Krafte, welclie diese auf den Korper aaa- 
iibt, immer noch einander aufheben. Hierans ergibt sich der 
Satz, den man iibrigens auch mehr direkt beweisen kann: 
WiTkt auf einen beliebigen Korper von alien Seiten ein gleich 
groper normaler Druck , so heben sichy was die Bewegung des 
Korpers als Qanxes betrifft^ alle diese Krafte einander auf 

Man kann sicb dieses Resultates zuweilen bedienen, um 
die Resultante eines iiberall gleich groBen normalen Druckes 
zu finden, der auf eine nicht geschlossene gekrummte Flache 
wirki Will man dies z. B. fiir die in 
Fig. 182 angedeutete halbe Kugeloberflache 
^ / /\ abc tun, so kann man beachten, daB^ wenn 
^ auf die Ebene a Me ein pro Flacheneinheit 

^ ^ gleich groBer Druck wirkte, der halbkugel- 
formige Korper ahcM im Gleichgewicht 
^g 2 wlirde. Die gesuchte Resultante It 

wirkt also in der Linie bM und wird ge- 
funden, indem man den Druck pro Flacheneinheit mit der 
GroBe der Ebene aMc multipliziert. 

§ 204. EinfluB der Schwerkraft auf den inneren Druck. 
Die Zusa/mmendrilckung der unteren Schichten einer Flussigkeits^ 
Oder Qasmasse durch das Qewicht der oberen schreitet so weit fori, 
bis jedes Sdulcheriy welches man sich in der Flussigkeit denkm 
harm (§ 203) im Gleichgewicht ist Wie sich dann der Druck 
von einem Punkt zum anderen andert, ergibt sich 
aus dem Folgenden. 

\ a) Da djie Schwerkraft em horixontales Sdulchen 

nicht m der Bichiung seiner Lange fortxuhewegen sireht, 
muf der Druck in alien Pu/nkten einer horixonialen Ebene 
I gle/tch grof seiriy wenigsiens solcmge man in dieser Ebene 
von einem Punkt mm anderen ubergehen kann ohne die 
^ Flussigkeit xu verlassen. 

Fig. 183, Ein vertikales Saulchen a h (Fig. 183) kann 

nur dann im Gleichgewicht sein , wen n d er ^Djuck „ 
gMen _ dk„.^^ Grundflache. den ^egem die ohere Grund- 
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Fig. 182. 




§ 204] (Tloichgowicht u. Bowegung von FlUssigkeiten u. Gasen. 311 


Um sogleich fiir die Flaclieneinlieit den Unter- 
schied zwischen dein Druck in a und dem in h kennen zu 
lerueii, nelimen wir an, daB der Quersclinitt des Sanlchens 
gleich. dor Kiiihoit ist. Dm' Druok in b ub&rlTifft den in a um 
dux Geuncfd der veriilcalen Dlussigkeits- oder Gassdule vom Quer- 
schuitt 1, die %wisehen a und h angebracht wird. 

Bei tJaeen kaim die Aiiwondung dieses Satzes insofern 
Sohwierigkeit bieten, als wegen dor Andorung der Dichte mit 
dor HOhe das Gowiclit dor Saulo nicht leiebt zu bereebnen 
isi Dies hobt jodoeb die Kicbtigkeit dos Satzes niebt auf. 
Wir kOniion ilm z. B. auf oine vertikale Sbule von 1 qcm 
Quersebnitt anwendon, die siob in der offenen Luft bis an die 
Grouze dor Atmospbare erhebt; die Kraft, mit wetoim die JSrde 
die in dieaer Saule entheUtem Luft anxieht, bestvnmd den Druak 
auf die Qrundflikihe. JSbema grofi ist damn aueh (§ 202) der Di'uck 
auf ein in derselhm Ilii/ie wie diese Fldohe vertikal oder schief ge- 
stellles QuadralxenlintPier , und ebenso gro^ ist aueh der Drunk in 
derselben horixmUalen Kiene in einem Zimmer, welnlies dvrah eine 
wenn aueh noali so enge Offmmg mit der iiulieren Jjiift in Ver- 
Undung steM. Wegen dos geringen Gewiebtos oiner Luftsbule, 
die bis an die Decko des Zimmers reiobt, kann man oft von 
den Druckuntersebieden in diesem letzteren abseben. 

Der Druck, den die Luft im Zimmer auf die Wtode und 
andere Gegenstande ausUbt, ist niebt die Folge des Gewichtes 
dieser Luft selbat, eondem des Gewiohtes der auBeren Luft, 
dutch welches die Luft im Zimmer zusammengedrtlckt wird, 

c) Auf eine Flttssigkeitsmasse, die mit einem Teil ihrer 
Obertlaobe mit der atmospbariseben Luft in Berttbrung ist, 
wirkt diese letztere mit einem bberall gleicben Druck, so daB 
aueh der Druok in der Fllissigkeit, unmittelbar unter der 
Oberflaohe, bberall denselben Wert haben muB. Ist die Fllissig- 
keit von einer Ebene begrenzt, So kann man sicb ein Saulohen 
denken, welches unmittelbar in derOberflache liegt Ein solcbes 
Saulchen wird dann in der Eichtung der Lange weder nacb der 
einen noch naoh der anderen Seite gedrllokt. Wirken auBere 
Krafte, wie die Schwerkraft, so kann das Saulohen nur dann 
im Gleichgewiobt sein, wenn es senkreoht auf der Eichtung 
der Kraft steht. Daher kommt es, dafi in geiodh/nliohen FdMen 
mm freie FlUssigkeUsoberflMie eim horixontale Mem ist. Ist die 
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Oberflache gebogen, so kann man clocb immer einen so kleinen 
Teil derselben betrachten, da 6 er als eine Ebene angeseben 
werden kann, und in diesem Teil ein kleines Saulchen an- 
bringen, auf welches dann wieder dieselbe SchluBfolgerung 
angewandt werden kann. Die freie Oberflach^^^^ 

Gleichgewichtszuatan^. Kraft, die 

. auf.. sk , wkkL ..... ^4 » 

Wird eine Fliissigkeitsmasse nm eine vertikale Achse ge- 
dreht, so beobachtet man dieselben Erscheinnngen, die sich 
2 :eigen wiirden (§ 107), wenn die Drehnng nicht besttode, aber 
anf die Fliissigkeitsteilchen die Zentrifugalkraft wirkte. Die 
bohle Fllissigkeitsoberflache steht hberall senkrecbt anf der 
Resultante der genannten Kraft nnd der Schwerkraft. 

Man wird jetzt auch leicht einsehen, da 6 , wie bereits fruher 
bemerkt wnrde, eine Fliissigkeitsmasse, die den Korper M in 
Fig. 100 (S. 192) nmringte und dessen Teilchen der Einwirkung 
der in § 128 besprochenen Krafte unterworfen waren, an der 
AuBenseite durch eine der in jenem Paragraphen besprochenen 
Gleichgewichtsflachen begrenzt sein miiBte. 

d) Kehren wir zu einer Fliissigkeit zuriick, die sick im 
homogen en Feld der Schwerkraft befindet. Wenn sie irgendwo 
mit der atmosphmschen Luft in Beriihrung ist, so kennt 
man den Druck an dieser Stelle; mm kann dann mit Hilfe 
des wnt&r a wnd b Qesagten den Druck in jedem Punkt b kennen 
lemm, den man, von der freie/n Oberfldcke S amgehend, e/rreiohen 
kann, oJme die Fliissigkeit m verlassen. Man kann n^mUch 
(immer, einerlei welche Gestalt das umschlieBende GefS-B V 
Fig. 184) hat, innerhalb der Fliissigkeit eine Linie von a nach 
b ziehen, die aus horizontalen und 
vertikalen Strecken zusammengesetzt 
ist. Wenn man auf dieser Linie geht, 
mufi man zuweilen horizontal fort- 
schreiten, wobei man Punkte durchkuft, 
in denen der Druck gleich groB ist, und 
zuweilen vertikal aufwarts oder abw^rts 
steigen. Bezeichnen wir die Strecken, 
um die wir uns abw^ts oder aufwarts bewegen, bezw. mit h 
und h\ und bezeichnen wir das Gewicht einer Flussigheitss^ule, 
welche die Flacheneinheit als Querschnitt hat, dadurch, daB 
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wir ihre Liinge in Klammern setzen^ so nimmt der Druck 
jodeamal uin [^] zu, wenn wir uns abwarts bewegen, und um 
[^'] ab, weim wir anfwarts gehen. Daber wird, wenn P der 
Atiuoapbarendruck ist, der Druck in h 


wobci (lie Suinmenzeiclien keiner Erlauterung bedlirfen werden. 

Ist nun be die Linie, die in vertikaler Eicbtung Yon b 
nacli cler Oberil^che der Fliissigkeit oder deren Verlange- 
rung gozogen wird, so ist offenbar 


^ = p + [c &] , 

wenn (Fig. 184) b uiiter, und 


P^P--[oh], 


wenn (B^ig. 185) b liber der Oberflache der Fliissigkeit liegt. 

Hierbei verdient besonders bemerkt zu werden, da6 das 
Zoichori [ob\ das Gewicbt bedeutet, welcbes eine Fltissigkeits- 
silulc liabcn wurde, wenn sie die Lange cb batte. Es ist fur 
die G“tiltigkcut der mitgeteilten Formeln nicht 
Tiiitig, daB die linie oh wirklich innerhalb 
der Fliissigkeit liegt, 

Ubrigens wird man jetzt einsehen, dafi 
in zwei heliehigen, gUioh hock gelegmm Punktm, 
xumahen denen eine in der Fliissigkeit liegende 
Linie g exogen werden hann, der Druck immer 
glekh grop dap uherall in der Verldngertmg 
dvr Oherflmhe der Druck = P sein muP und dap, wenn die 
freia OherfldcJie der Flussigkeit au$ xwei vonemander getrennten 
Teilen hesteht, die einem gleich gropen cmperen Druck imterworfen 
aind, diese Tdle in de/rselbm horizonialen Ebene liegen milssen 
((imetz der kommunix/ierend&n Qefdpe). 
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B 


Fig. 185. 


§ 205, Anwondungen. a) W&nn wvr vom Luftdruck ab- 
Hchm^ ao ist der Druck auf dm horixontalen Boden ernes offenen 
Uefdpes imrn&r gleich dem Qewicht emer Plilssigkeitssduley die von dem 
Ihden verUkal Us an die Ob&rfldche der Flussigkeit reichen umrde. 
Man wird sich leicht Formen des GefaBes denken konnen, bei 
denen dieses Gewicbt Weiner oder groBer ist als das Gewicbt 
dar gCBamten BltiSBigkeitsmasse, Beriicksicbtigt man jedoch 
auch don Druck gegen die Seitenwtode, der senkreclit gegen 
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diese Wande wirkt und in der Eegel iiberall in eine vertikale 
und eine horizontale Komponente zerlegt werden kann, so wird 
man einsehen^ daB dock die Eesultante all&r KrMte, welcke die 
Fliissigkeit auf das GefaB austibt, gleich dem Gewiclit der 
Fliissigkeit werden kann, wie es der Fall sein miiB. 

b) D%q }iori%oni(il6 Wa/ncl AB des in Fig, 185 abgehild&ten 
OefUfiss &rlBid6t e/wi&n JDruck nctch oben^ gleich dewi Qcwicht, welches 
ein Flilssigkeitsvolwn AB G D hciben wuTde, 

c) Druck gegen eine niaht horixoniale Wand AB (Mg, 186). 
Es sei (ebenso wie in den folgenden Figuxen) S die Oberflache 

der Fliissigkeit^ a b ein unendlich kleiner 
A A’ ^ p q ein in derselben 

-Aj ' Hohe gelegenes gleich groBes horizon- 

I \i tales Flachenelement, p qp' q die dartiber 

^ stehende bis S reichende Fliissigkeits- 

^ ‘ saule. Das Qewicht derselben gibi den 

' Druck auf a h an; dieser ist also offenbar 

groBer als das Gewicht der Saule aba!b\ 
Fig. 186. wirklich iiber ab stehi^Der Druck 

gegm die gesamie Wand wird gefunden, 
indem mcm mit jedem Element in der angegebenen Weise verfdhrt 
und die e/rhaltenen Krdfte miieinande/r %usammenset%t. 

Wir denken uns die Wand A B horizontal gelegt und iiber jedem 
Punkt a die Fliissigkeit bis zu einer Hohe stehend, die gleich a a' in 
Fig. 186 ist Dann steht wirklich liber jedem Element a b eine Fliissig- 
keitssSule, deren Gewicht gleich dem Druck ist, der in Fig. 186 auf 
a b wirkt; daher ist in dieser Figur der Gesamtdruck auf A B gleich dem 
Gewicht der gesamten Fliissigkeitsmasse, die man in der angegebenen 
Weise bekommt, eine Masse, die die Gestalt einer SS-ule hat, die auf 
der horizontal gelegten Wand steht und die oben durch eine Ebene. 
schief abgeschnitten ist. Die Senkrechte aus dem Schwerpunkt dieser 
Saule auf ihre horizontale Grundflache bestimmt durch ihren FuBpunkt 
den Angriffspunkt des resultierenden Drucks in Fig. 186. 

Diese Betrachtung ist auch auf eine vertikale Wand anwendbar. 

d) Oesetx von Archimedes. Da auf einen fasten Korper, de/r 
in eine Flussigkeit uniergetaucht ist, an de/r uni&ren Seiie ein 
grofere/r Druck wi/rkt als an der oberen, so ist d/ie Besultanie aller 
Drucke auf die Oherfidche eine vertikal nach oben gerichtete Kraft. 
Diese ist rni/mer gleich dem Qewicht der Fl/ussigkeitsmassej welche 
den von dem fasten Korper eingenommenen Baum ausfullen wicrde, 
mit anderen Worten, gleich dem Qewicht der verdrdngten Fliissig- 


Fig. 186. 
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keit Das letztere sieht man unmittelbar fiir ein gerades Prisma 
mit horizontalen Grundflachen ein. Hierbei werden namlicb 
die Drucke auf die untere nnd die obere Grundflache durch das 
Gewicbt Ton Fliissigkeitssanlen gegeben, die anf diesen Placben 
stehen und bis an die Oberflache der Pliissigkeit reichen wtirden. 

Bei einem Korper von beliebiger Form kann man den 
Druck anf jedes Element betracbten und diese Krafte mit- 
einander zusammensetzen oder, was einfacher ist, eine SchluB- 
folgernng anwenden, die mit der in § 203 befolgten iiberein- 
stimmt. Ersetzt man namlicb den festen Korper durcb eine 
Fliissigkeitsmasse, die denselben Ranm einnimmt, so ist diese 
in der sie umgebenden Pliissigkeit im Gleichgewicbt; die Eesul- 
tante aller Krafte, die sie von letzterer erleidet nnd die natiir- 
lich dieselben sind, die vorher anf den festen Korper wirkten, 
muB also gleicb nnd entgegengesetzt ihrem Gewicbt sein. 
AnBerdem muB sie mit diesem Gewicbt in derselben Linie 
wirken; bierans folgt, da^ der Druek naoh ohm auch bei dem 
festen Korper dwch dm , Schwerpimki der verdrdngtm Flussigkeit 
geriehiet isL 

Das Gesagte gilt auch fiw e/inen schwimmenden Korper^ der 
nwr %wm Teil untergeiaucM ist; zmier der v&rdirdngien Flussigkeit 
hat man hierbei diejenige %u verstehen, wehhe den von dem Kdrp&r 
eingenommenm Baum ausfullen wurdCj soweif dies&r 'imterhalh der 
Oberflache der Flussigkeit liegt. 

Ein ganz untergetauobter Korper kann in der Pliissig- 
keit im Gleicbgewicht sein, wenn sein Gewicbt gleiob dem 
der verdrtogten Flussigkeit ist ; er 
stellt sicb dann aber in der Hegel in 
erne hestimmie Bichtwng, in die er nacb 
jeder Drebnng zurtickkebrt. Bei einer 
beliebigen Lage (Fig. 187) wirkt nam- 
licb anf den Korper die Scbwerkraft, 
die man sicb im Scbwerpnnkt Z an- 
greifend denken kann, nnd der ebenso 
groBe Druck nacb oben, der letztere in 
einer Linie, die durcb den Scbwerpnnkt 

Z' der verdrangten Flussigkeit gebt. Diese beiden Krafte 
bilden ein Kxaftepaar. Im stabilen Gleicbgewicbt ist der 
Korper erst dann, wenn Z vertikal unter Z' liegt. 
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Das G-leicIigewicht besteht in jeder Lage, wenn der Korper 
homogen ist; dann fallen namlich Z und Z’ zusammen. 

Die Frage, wann ein schwimmender KSrper im stabilen 
Gleicbgewicht ist, wird durch eine ahnliche Betrachtung beant- 
wortet. Fig. 188 stellt z. B. einen vertikalen Durchscbnitt 
durch ein homogenes rechtwinkliges Parallelepiped vor; die 
Ebene der Pigur geht durch den Mittelpunkt und lauft einer 
der Seitenfl'achen parallel. Der Schwerpunkt der verdrhngten 
Fllissigkeit fallt mit dem des Trapezes ABEF zusammen, der 
Schwerpunkt des Kbrpers mit dem des Kechtecks A BCD. 
Man sieht, wie das Gewicht und der Druck nach oben ein 
Kraftepaar bilden, welches das Parallelepiped in eine Lage 
zuriicktreibt, in welcher AB horizontal ist. 

Man wird leicht einsehen, daB ein homogener Zylinder, 
dessen Lange viel groBer ist als die Querdimensionen, oft im 




labilen Gleichgewicht sein wird, wenn er in vertikaler Stellung 
schwimmt. Urn einen solchen Korper in dieser Stellung zu 
halten, muB das untere Ende belastet werden. 

Wir wollen nicht unterlassen, schlieBlich zu bemerlcen, da^ 
das Qesetx von Archimedes aioeh gilt, wenn der 'umgebende Staff gas- 
fdrmig ist; amh harm der witergekmchte Korper fliissig oder gasfdrmig 
sein. In dem Aufsteigen eines leichteren in einem schwereren 
Gas kann man eine Bestatigung dieses Gesetzes erblicken. 

e) Eeber. Die umgebogene EShre in Fig. 189 ist mit dem 
einen Ende in die im GefaB A enthaltene Plttssigkeit ein- 
getaucht und wird, nachdem sie vollstandig mit der B'liissigkeit 
gefallt ist, bei q mit dem Finger zugehalten. Dann besteht in 
der Ebhre hei q ein Druck, der groBer oder Heiner als der 
Atmospharendruck ist, je nachdem q tiefer oder hSher liegt als 
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die Oberdaclie der Fltissigkeit in A, Im ersten Falle wird, wenn 
der Finger entfernt wird, auf die Fliissigkeitsmasse zwischen 
den Ebenen jp nnd q von oben ein groBerer 
Urnck wirken als von unten, die Fliissigkeit ' 
wird also ausstromen. Dagegen wird sie im 
zweiten Fall nacli A znruckgetrieben werden. 

f ) Kommuni%ierende Oefdpe mit verschiedenen 
JJlussigkeiten. Baro'ineter, In der U-fbrmigen 
Eohre von Fig. 190 betindet sick von a bis & 

Quecksilber nnd dariiber in dem einen Scbenkel ^ ^ 

Wasser bis e- Da in einem Punkte von h nnd 

einem zweiten Pnnkt, der im anderen Scbenkel 

in derselben horizontalen Ebene liegt, derselbe 

Druck bestehen muB, ist die Grleicbgewichts- Pig. 190 . 

bedingnng die, da/3 die Hohen von a iind g uber 

dieser horixontalen Ebene den Dichten von Queeksilher und Wasser 

imigekehrt proportional sein mussen. 

Man beacbte bierbei, daB in zwei Punkten, p 

die in beiden Scbenkeln gleich bocb, aber uber 
by also in verschiedenen Flussigkeiten liegen, 
der Druck nicbt derselbe ist. I 

Bei dem gewobnlichen Gefaflbarometer, I 

welches in Fig. 191 abgebildet ist, miiB in der I 

horizontalen Ebene ahd der Druck iiberaU gleich I 

groB sein. Wahrend an der Oberflache der 
Fliissigkeit im GefaB der Atmospharendruck be- I 

steht, hat man, wenn liber g ein luftleerer Eaum 
ist, innerhalb des Eohres bei d den Druck, 
welcher durcli die Quecksilbersaule od ausgeiibt 
wird. Der DruGk in der Atmosphdre ist also, 
gledch dem Druck, der in Abwes&nheit der Daft I 

auf dem Boden eines mit Queeksilber gefullten 
Qefdfies gef unden warden wv/rde, wenn die Eohe 
der Flussigkeit in demselhen gleich der vertikalen 
Hohe des Quecksilbm-s in der Barometerrohre uber • 

derjenigen im Qefdp ware. . i j ii. 

Bei einem Heberbarometer (Fig. 192) wd m derselben 

Weise der Druck der Atmospbare durcb den vertikalen Ab- 
stand der Quecksilberoberflacben c und b angegeben. 


Pig. 191. 
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Aus dem Barometerstand kann man leicht den Luftdruck 
in Dyn pro Quadratzentimeter ableiten. Man findet dafiir 
beim mittleren Barometerstand von 76 cm (Qnecksilber von 0^) 
lj014 X 10® Dyn. 

Wenn man die Eohre eines Barometers neigt, 
so bleibt die vertikale Hohe des Quecksilbers liber 
der Oberflache im GefaB unverandert. Bei einer hin- 
reicbenden Neigung fiillt das Qnecksilber die Eobre 
vollstandig nnd iibt selbst gegen das verscblossene 
Ende einen Druck aus ; dieser Druck ist gleich dem 
Gewicht einer Quecksilbersaule, deren Lange man 
findet, indem man die vertikale Kobe der Spitze 
der Eobre iiber der Oberflache des Quecksilbers 
von der Barometerbobe abziebt. 

Dasselbe gilt bei einer vertikalen Eobre, welcbe 
kiirzer als die Barometerbobe und ganz mit 
Qnecksilber gefiillt ist. Wendet man dieselbe Be- 
rechnung auf eine Eobre an, die langer als die 
Barometerbobe ist, in der Voraussetzung, daB die 
Pliissigkeit bis an die Spitze reicbt, so findet man 
fiir den Druck einen negativen Wert. Dies bedeutet, 
daB die Eobre nur dann gefiillt sein kann, wenn 
das Qnecksilber am Glase hdngt und wenn ebenso der obere 
Teil der Quecksilbersaule die tiefer gelegene Fliissigkeit durob 
eine anziebende Kraft tragt. Bei einem gut ausgekocbten 
Barometer kann man tatsacblicb zuweilen beobacbten, daB 
nacb dem Umkebren der Eobre in das Gef^ und nacb Ent- 
fernung des Fingers die Quecksilbersaule sicb erst nacb einem 
gelinden Klopfen von der Spitze der Eobre trennt. 

Wvr weism nook ausd/rucUich darauf hin, daj^ in alien he- 
sprochenen Fallen der Druek nwr deshalh uherall hereehnet werden 
kannj weil eine Stelle vorhanden ist^ cm der er bekcmnt ist Bei 
einer Flussigkeiismasse, die an alien Seiten durch fesle Wdnde em- 
geschlossen ist, mufi man den Druck aus anderen Daten, ndm- 
lich aus der Menge des Sioffes, der Temper atur und dem Volwm 
ahleiten, 

g) In jeder Pliissigkeit und in jedem Gas ist, wie bereits 
erwabnt wurde, der Druck unten groBer als oben; wieviel dieser 
Unterschied betr^gt, bangt jedocb von der Dichte des Stoffes ab. 


Pig. 192. 


§ 206] Gleicligewicbt u. Bewegung von FlUssigkeiten u. Gasen. 319 

Es sei z. B. A ein Punkt unten und A' ein Punkt oben 
in einer G-asleitung, und es seien B und B' zwei Punkte in 
der Luft, die bezw. mit A und A' in gleicher Kobe liegen. 
Da das Leuchtgas leichter als Luft ist, so muB, wenn in der 
Leitung G-leichgewichf bestebt, der Druckunterscbied zwischen 
A und A kleiner sein als zwischen B nnd J?, woraus folgt, daB 
der DrucktiberschuB in der Gasleitung iiber 
die auBere Luffc oben in einem G-ebaude 
groBer sein muB als unten» 

Da die Luft bei der gewohnlichen Dichte 
ungefahr 800 mal leichter als Wasser ist, 

Iconnen die Druckunterschiede in einer Luft- 

saule im Vergleich mit denen in einer gleich- | | P'' n 

hohen Wassersaule vernachlassigt werden. [ | ^ 

Durch eine Luftmasse kann man einen Druck j 

von einem tiefer gelegenen nach einem hoher i 

gelegenen Punkt iibertragen, ohne daB er sich | 

merklioh andert. Dies findet z. B. bei der 

in Fig. 193 abgebildeten Vorrichtung statt. IL 

Die Luft im GefaB B erleidet einen Druck, 

welcher derHohe des Wassers in dem offenen 

GefaB A entspricht; dieser Druck wird durch 

eine R5hre nach dem GefaB D iibertragen und kann aus 

diesem das Wasser durch die Rohre E so weit in die Hohe 

treiben, daB der Hohenunterschied des Wassers in D und E 

beinahe ebenso groB ist der zwischen A und B. 

§ 206. Arbeit der Schwerkraft bei der 
Bewegung von Plussigkeiten, Diese Arbeit 
Oder, was auf dasselbe hinanskommt, die Ver- 

minderung der Energie der Lage gegeniiber der bj ^ 

Schwerkraft kann man finden (§169), in- cc- 
dem man die Hohe, um welche der Schwer- 
punkt der gesamten Fllissigkeitmasse sinkt, mit 
dem Gewicht derselben multipliziert. In vielen 
FSLllen ist jedoch eine andere Auffassung ein- 

rig. iyi. 

lacher. 

Steht z. B. in einer U-formigen Rohre (Fig. 194) die 
Fliissigkeit erst auf beiden Seiten gleich hoch, namlich bis h 
und d, und wird sie dann verschoben, so daB sie bis a und c 


Fig. 194. 
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reicht, so kann man sick yorstellen, da6 man diesen neueu 
Stand dadnrch bekommen hat, da6 man die Fliissigkeitsmasse 
ab hinweggenommen und mit ihr den Raum do gefiillt hat; 
es kommt ntolich, was die gesamte potentielle Energie be^ 
trifft^ offenbar nicht darauf an, ob das eine Fliissigkeitsteilchen 
Oder das andere anf einer gewissen Hohe liegt. 1st nun % 
der Schwerpunkt der Masse ah und der Schwerpunkt der 
Masse do, so ward die Vermehrung der Energie der Lage ge- 
funden, indem man die Hohendifferenz von s; und %' mit dem 
Gewicht der betreffenden Mase multipliziert. 

§ 207. Arbeit eines aufieren Druckes. a) Mn uherall 
gleich grojSer du^erer Lruek mmchiet eine Arbeit bei jeder Fer- 
dnd&rung des Vohms. 

Der betrachtete Stoff befinde sich in einem Zylinder unter 
einem beweglichen Kolben, und auf diesen letzteren werde ein 
normaler Druck von p Dyn pro qcm ausgeiibt 1st die Ober- 
fl^che des Kolbens /S qcm, so ist die gesamte Kraft p S Dyn 
und bei einer Verschiebung nach innen um eine Strecke von 
Sam wird die gesuchte Arbeit y?^<5Erg. Das Produkt S§ 
stellt aber die Volumverminderung vor. Baker wird die ArbeM 
des mP&ren Bruckes {in Brg) gefimden^ wenn man den Bruek {in 
Byn pro qcm) mit der Yolumverdnderung (in cbcm ausgedrucU) 
multiplixierL 

Bei einer Bewegang des Kolbens nach auBen verrichtet 
der auBere Druck eine negative Arbeit; auf diese ist derselbo 
Satz anwendbar, da in diesem FalL auch die Volumverminde- 
rung negativ ist. Der Satz gilt tibrigens immer, wenn auf ahe 
Punkte der Oberflache eines Korpers ein 
gleich groBer normaler Druck wirkt; eg 
ist nicht ndtig, daB sich der Stoff in 
einem Zylinder unter einem Kolben be- 
findet. 

Wir wolleu annelimen, da6 anfangs ahe,*, 
(Fig. 195) die Oberflaclie des Kdrpers ist und 
daB die Punkte a, 6, c . . . durcb unendlich 
kleine Verscbiebungen nach a', e' , , , kommen. Teilt man die 
Oberflfiche in unendlich kleine Teile, in dem gezeichneten Durch- 
schnitt durch ab, be , , . angegeben, so sind die Yerschiebungen der 
vexschiedenen Punkte desselben Elementes nahezu einander parallel 
und gleich. Den Inhalt des Raumes ah a' b' kann man also berechnen 



§ 207] Grleichgewiclit u. Bewegung von Fliissigkeiten u. Gasen. 321 

als ob er ein Zylinder wSre. 1st d die Senkrechte von a' auf das 
Flacbenelement ab, cr dieses Flaehenelement selbst, so ist der betrefPende 
Kaum 

r ~ d GT. 

Anderseits ist der Druck auf a, wenn er fur die Flacbeneinheit p ist, 
gleicb p ff, die Arbeit desselben 

pad = pTj 

und also die gesamte Arbeit, welcbe man sucbt, 

pI^T, 

Es ist leickt einzusehen, daB -Zt die Volumverminderung ist. 

Den Fall, dafi sicb die Punkte der Oberflache nach aufien bewegen, 
Oder dafi sicb einige nacb innen und andere nacb aufien verschieben, 
konnen wir dem Leser iiberlassen. 

Aus dem Satz folgt, da^ ein uh&raU gleichgroj^e/r Druck keine 
Arbeit verrichiety solange sick das Volmn mcht verdndert Bei einer 
Fllissigkeit, welche zwischen zwei Kolben eingeschlossen ist, 
von denen der eine nacb innen gebt und der andere zurixck- 
weicbt, kann man sicb leicbt davon iiberzeugen; man mu6 
dabei beriicksicbtigen, daB die auf die Kolben wirkenden Krafte 
den Oberfiacben der Kolben proportional sind. 

b) Der Druck, den eine Pliissigkeit oder ein Gas auf die 
begrenzenden Wande auslibt, ist gleicb und entgegengesetzt, 
demjenigen, welcben der Stoff selbst erleidet; die Arbeit des- 
selben wird daher gefunden, indem man den Druck auf die 
Placbeneinheit mit der Volumvermebrung multipliziert. 

c) Bei einer inkomjpressibelen Fhussigkeit ve/rricht&n die d/ufie/ren 
Druclce eine Arbeit^ wenn die Flussigkeit von ein&r S telle , wo 
der Druck hoch ist^ nach ein&r an- 
deren stromt^ wo er niedriger ist. 

Befindet sicb z. B. die Flussig- 
keit zwiscben zwei-Kolben a und b 
(Fig. 196), gegen die pro Flacben^^ 
einbeit die Drucke p und p' 
wirken und die sicb bis nacb a' und fortbewegen, so findet 
man durcb Anwendung der oben unter a angewandten Scblufi- 
folgerung, daB die gesamte Arbeit der Drucke 

(p-FlV 

ist. 

Dabei ist V das Volum, welcbes zwiscben a und a oder 
zwiscben b und b' entbalten ist, also aucb das Fliissigkeits- 

Lorentz, Lehrbuch der Physik. I. 21 



Fig. 196. 
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volum, welches durch einen beliebigen Durchschnitt zwischen 
a und h gestromt ist, 

§ 208. Anwendting des Prinzips der Arbeit auf das Gleich- 
gewicht der Pliissigkeiten. Aus alien Erscheimmgen ergihi sick, 

abgesehen von einem Umstand, der spater besprochen 
werden wirdj die inneve JEnergie eiuer Flussigkeit durch das Volv/m 
und die Tempe/ratur bestimmt ist Bleihen diese unverdndert und 
kann man wn de/>* Aufnahme oder Ahgahe von Wdrvze oJbsehen, 
so mu^ also jeder Arbeit der dufieren Krdfte eine Vermehrung de/r 
Unetischen Energie der sioMbaren Bewegungcn entspreohen, Wir 
werden im folgenden Paragrapben hiervon eine Anwendung 
auf eine Bewegungserscheinung machen; zunacbst bemerken 
wir jedoch, da6 die ScbluBfolgerungen von §§ 155 und 156 
und die aus ihnen abgeleiteten Gleichgewichtsbedingungen auch 
fiir Fliissigkeiten gelten. 

Wir konnen sie z. B. auf den Fall anwenden, auf den 
sick Fig. 190 (S. 317) bezieht. Wir stellen uns zu diesem Zwecke 
vor, da6 sich die Oberflache a um einen unendlich kleinen 
Abstaud d aus der Gleicbgewichtslage nach unten verschiebt; 
ist die Eohre liberall gleicbweit, so gehen bierdurch die 
Oberflacben b und o um ebensoviel nach oben. Es sei nun 
/S der Querscbnitt der Eobre, h der Hobenunterscbied zwischen 
a und bj h! der zwiscben b und c,.^s das spezifiscbe Gewicht 
der unteren, s das der oberen Fliissigkeit; dann bat die 
Energie der Lage der ersteren abgenommen (§ 206) um ^ 

hs88 dA< 

und die der letzteren zugenommen um 

HsSS. 

Die gesamte Verminderung der potentiellen Energie, d. h. die 
Arbeit der Scbwerkraft, betragt also 

[hs-^h! s')8 8. 

r 

Soli in der urspriinglicben Lage Gleicbgewicbt bestehen, 
so muB dieser Ausdruck gleicb Null sein, und hierdurcb kommt ' 
man auf die bereits bekannte Bedingung zuriick. 

§ 209, AusfluB durcb eine Ofihung in einer Wand, a) Wir 
betracbten den Fall, daB sicb in dem Boden eines GefeBes 
Pig. 197) eine Offnung ab befindet; wir wollen annebmen, daB 
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wahrend des AusflieBens der Fltissigkeit ihre Oberflaclie auf 
einer konstanten Hohe liber ah gehalten wird. Der Bewegungs^ 
xusiand loird dann unverdnderUGh (staiiondr) ; 
nicht allein in der Offnungj sondern auch in 
einem heliebigen Punkt des mit Flilssiglceit ge- 
fulUen Raumes wird jederzeit dieselbe Ge- 
schwindigkeit angetroffen, ohgleich in einen solchen 
Punkt immer ivieder netm Flussigkeit ge~ 
kommen ist 

Wir achten nun auf die Menge Fliissig- 
keit, die sich. in einem bestimmten Augen- 
blick zwischen S und der Ebene a h be- 
findet. Nach. einer unendlich kleinen Zeit ist diese Masse 
unter 8 bis an die punktierte Ebene gesunken und erstreckt 
sicb unten z. B. bis a' h\ Die potentielle Energie hat urn eben- 
soviel abgenommen, als wenn eine diinne Schicht von der Ober- 
ilache weggenommen und nach aha R gebraobt worden ware. 
Die betreffende Verminderung betragt also Ph, wenn P das 
Gewicht der ausgetretenen Menge bedeutet. Man kann ferner 
in dem diinnen Plussigkeitsstrahl den Druck tiberall gleich 
dem Atmospharendruck setzen; die betrachtete Menge Fliissig- 
keit erleidet also auf ihren Grenzflachen S und ab Drucke, 
die pro Flacheneinheit gleichgroB sind, so da6 von einer 
Arbeit des auBeren Druckes keine Rede ist. Hieraas folgt, 
daB die kinetische Energie um PA zugenommen haben muB. 
Nun ist diese Energie in dem Raum zwischen der punktierten 
Oberflache und a b fortwahrend dieselbe, aber wahrend anfangs 
die Fltissigkeit zwischen dieser punktierten Ebene und S keine 
merkliche Bewegung hat (was man annehmen darf, wenn 
die Oberflache S viel groBer als ab ist), hat die ausgetretene 
Menge abab' eine gewisse Geschwindigkeit v und also, wenn 
m die Masse ist, eine kinetische Energie 


_ 


p^2 

2^; 


Wir haben also 


Oder 


Pv'^ 

^9 


= Ph 


V = ^2g}h 


( 1 ) 
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SO da^ die A^isfhifMir.sekmmUtd.rii d^r i 

dh am Kiiriter hekommi, urnn rr .iiVr iliJif k hmA^^aii! id^ 

sei% mm 'fameeUil. 

Dieni* gilt {UU"li. iliin'ii intia 

Ofi'nuiig ill einar ttml wriiii m 

(lurch eim? (Hinting in cinrr li«iri^tniliih''ii Waml. /. fi cliirab 
die Waud AB in Fifr iHfi |K aUlj tmvh nhm nprilit | lurch 
aeine GeachwimUgkcit wUhIp diiiin jtnlr!4 f*1im<4i|»ladtiiiuWiea 
zn einer H5h© gleich di'^r dvH FlnH^igkintf4nja«^grh s riiipnr- 
Bteigan khtincn, wanri iiirfit diir^di Fiilgrgf^iikriimtnsia 
dor xurllckfallondan Tcnlchon tarhindrrl AiiBurtltm 

wird in alhm KlilUnt cliet Aiii^tliiBgom-hwiiuiigkfenl dtirrh dii 
Reibung Yorkleint»rt 

Beatllnde hhorlmiipt kaitn^ Hailmiiii* !^«i) wiuilr' insrh tiaim 
Ausstrdraon diirch mum Hotp^r lin^ abg«4iniri4^ Kuniisd gplltn. 

b) Sehr ointwh iit rnwh ills** Brrtn'hiiiiiin dar Aiwtki* 
gescbwindigkeit, wenn iiiif tli«^ tiliprilikdir «trr Fhifi^igkiit 
nooh Bin Dniok^ t. ti dm I Hark kianjiriiiiiarlrai tiniii 

wirkt Man kanii iillinlioli «lir Arbrii I *riirkiii^ in liii 

Berecbnung aufnelunrn mter mAi iihm tmrh rnia Flihiig* 
keitBmaHHB angidirarht dnikrii, dir durrii ilir Uimirlit attf B 
oineir Druck auiHIht, der rbriiitigratl %iir ib^r 
dea ‘wirklioh vodiimdtinrii tHurkm^ iibur lirn Aliiu»ii|»liiiirfiiiclrudk* 
Man miiB dann in dm Fnriiifd wnlitr k tiir gtsuanii# tlfttii 
versteherti welch® die FIflwgkril fiirniiirrh hi4,mtmmt IwL 

Ksiiuj man van fleai Kiaflai «lrr ufoter-lira * m%4 

tdfft d«r Drwek tm Belli t'lrn Brttrl %tm 4*m |i» will* 

ri^d dlt DIciht® d lil:# mt tol mm$ fiir 4H Afhm *lrn lml$n Aii* 

iMm§n elaer klwlaisti pm *1, 4m Hat* 

tiTChaa .Eaatgie tliidel mmn fiir 

p m y$pld 

Bel glelohem flmek bt ile ate trn^gpkmn |Afw|***rii*ipal 4mr ytsidrmt* 

wumel aua der IHttJue. 

p] Die Uttigrkrhrte bel wrirlsrr 4^’' tlnreli 

eine 5flPauiig i« da^ ileflli iilnilrftitil* Ini wmm WMi 

nur dam Wwsar ataa liaah iaiiPii grrirhitiit? ffr#rli»ni4igk«?it ?«« hlii* 
reloliinder (Irlifia giliL Fliidrt II, dir mn dir»ri» 

batraebtela Bewagtuig In «mgrkelirl*^r Ukhum^t pfmn, winl \mm% 
stirllniien ainai* Manga Fllli^nigkall iiraradsl F aissr- .llmga 
Energie/’^ gawaiuiaiH* wthr^ml ahia Maagii MntrUwmhm Etirtgir- 
Yarloran gaht, warntrs wlader r FSf A I*i^ ipui 
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fiir das Einstrdmen dieselbe Geschwindigkeit haben, die sie durch das 
Ausstrdmen bekommen wtirde. 

§ 210. !FlTis8igkeitsiiienge, die in der Zeiteinheit ansstromt. 

Wenn sich eine Fliissigkeit (oder ein Gas) senkrecht zu einer 
begrenzten Ebene S durch diese Mudurchbewegt, und zwar 
iiberall mit derselben Geschwindigkeit Vj so geht wahrend der 
Zeit T ein Fltissigkeitszylinder mit der Hohe vt durch die 
Ebene hindurch. Das Volum desselben ist?;/ST; fiir die Zeit- 
einheit ist also das Volum, welches durch die Ebene stromt, vS, 

Man kann dies jedoch nicht auf die OjHFnung ah in Fig. 197 
anwenden, da, wie aus der Figur zu ersehen ist, die Teilchen 
am Umfang sich nicht in vertikaler Eichtung bewegen. Der 
Mussigkeitstrahl zieht sich infolgedessen x/usammen und erst in 
einiger Entfernung unterhalb ah, z. B. bei cd, wird er an- 
n^hernd zylindrisch. Da die Geschwindigkeiten dann alle 
vertikal geworden und nur wenig groBer sind als die in § 209 
berechnete Geschwindigkeit v, so erhalt man die ausstromende 
Menge, indem man v mit dem Querschnitt des Strahls bei cd 
multipliziert. 

Die Beobachtung hat gelehrt, daB, wenn O die GroBe 
derOffuung bedeutet, die AusfluBmenge annahernd 0,6^ 0 ist. 

§ 211. Lruckdifferenzen bei der Bewegxmg einer Fliissig- 
keit duroli eine Rohre mit Erweitemngen Oder Verengnngen. 

Die Gesetze, nach denen die Bewegung einer Fliissigkeit in 
Rohren stattfindet, sind nicht dieselben bei verscMedenen 
Durchmessern dieser letzteren; vom Querschnitt hangt namlich 
der EinfluB ab, den die Reibung auf die Erscheinungen aus- 
iibt. Wir wollen Yorlaufig annehmen, daB man die Rohren 
weit genug nimmt, urn von der Reibung ganz absehen zu 
khnnen. Dann braucht man auf den verzogernden EinfluB der 
Wand keine Riicksicht zu nehmen und kann die Geschwindig^ 
keit in alien Punkten eines Querschnittes als gleichgroB be- 
trachten. Unter einem Querschnitt verstehen wir immer einen 
solchen, der auf der Lange der Rohre senkrecht steht. Andert 
sich die GroBe desselben von einem Punkt der Rohre zum 
anderen nicht oder nur langsam, so konnen wir sagen, daB 
sich die Fliissigkeitsteilchen Iiberall senkrecht zum Querschnitt 
bewegen. 1st also S die Flache desselben und v die Ge- 
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Kiipsirl 


til 

sobwiudigkcnt, ho ini tltin \«Uuu» in 4«u‘ 

dutch den QuorHclinitt Htrthut, rS. Hri luidif zindumufiiilrtck- 
baron FlUaaigkeiti'Ji, wulchf dU' h’tdtr** tortwsihri u*| vnllNtiindig 
fallen, muh diiw Mi'iigo nntihlifii fur uniiui gldch- 

' groB seiii. In 0inti‘ ti/thHlnxi'hfn H-krt' *•<? ih:her thf * ir»fku indig» 

' kdt in (ter .■ m inhm /•alk 

I dnderl me mWt umffekehrl <irm y?i*rjr, •/>««#/ 

Wir wollen uiis dor Kinfsuddit it b»U»>’r auf Howegnupn 
beachrankon, die dauenid in deratdtMni W**im* atatitiaden. 
AuBerdem wollen wir voHiiuftg annehinrit, dnB dm Hiihr** hori* 
zontal liegt oder dtdJ, weiin dm* nicSit «lrr Kail iwi, die Wi^ 
kung der Schwerkraft im Vergleieh mil der Mi trknug des 
Druckos, welcher die Bewegting vernr unlit , vi'rniichhteigt 
wcrden kann. 

Man kann nun in Uedunkeu duicli /.wet dicht ttebenein. 
ander liegende Querachnilte etneti der l‘'Uts«tgkeit tom 
Rest absondern und diesen Ttnl hid denier Uewegung ter- 
folgeu. Blr wird duruli die B'lttftsigkeit, weiidm hmter ihm liegt, 
fortgetrieben, aber ditrch die B'llltisigkeU, wtdehe vt»r ihiii liegt, 
zurllokgehalten, Je iiachdetit die liinuiltante der l*r«eke die 
eine oder die andore Kichtniig hat, wird die Bewegnng he- 
achleunigt oder vorziigert wdn, 

Ist die KUhre Uberidl gbichwint, in nl die Hewcgong 
gleiohfSrmig; es wirkt al«» keine Kraft awf den Iwtracbtetefi 
Teil der b'lllBsigkeit, wit anderwt Warlwi, der 1‘rMt'k an dir 
Vorderaeite iet gleich dew an der Ktiekunie, HeitAtide ftlr 
einen Augenbliok an der Htick««iti» etn grnliprer Bmek, w 
wBrde mni Besohliunigung und eine kieine ZuNanimendrtickang 
der rnehr naoh tom gelefenw {•’ltl»*igk«ft die Folge win; diw 
wtlrde BO lange fortucbraiten, bin thur I»riu*k winder ttherall 
gleicbgroB geworden ist 

Andera liegt die 8a«he b«i einer iWbr**, die «ich erweitert 
Oder terengt Wenn t, B. die B’lilButgkint in der Kirhtung der 
^ if Pfeile dwreh die ui Fig. 198 eh- 

' I . ': — pr"*- gebildeie Ri'dirw itrhmt, »o wufl 

Fig. IBsT *^*** tieseliwimligkeit in t, kleiner 

J '' - sttin all in «. Blin B’lUisigkaits- 

elament, wie da« zwischen den Qntpsrlwitten « nnd d, bat 
daher beim Obergang in den weiteren 'Iwi! d«<r Hftbre ein* 


§ 211] Grleichgewicht u. Bewegung von Eliissigkeiten u. G-asen. 327 

verzogerte Bewegung. Dies ist nur dann moglich, wenn der 
Druck rechts von d grofier ist als links von c, 

Man denke nicht, daB wegen der Verschiedenheit in der 
GroBe zwiscLen den Querscknitten o mid. d bereits dann eine 
Kraft nach links auf das Element wirken wiirde, wenn der 
Druck pro Flacheneinheit auf beiden Seiten gleicligrofi ware. 
In diesem Fall wiirde namlich die Fliissigkeit gegen die 
Wand zwischen c und d denselben Druck ausliben und also 
auch denselben Druck von der Wand erleiden; infolgedessen 
wiirde die Fliissigkeitsmasse an alien Seiten einem gleich 
groBen Druck unterworfen sein, was keine resultierende Kraft 
liefert. 

Zu dem ScliluB, da^ der Druck in dem weiien Teil der Rohre 
grd/3er ist als in dem engen^ kommt man auch, wenn sich die 
Fliissigkeit von dem ersteren nach dem letzteren bewegt; man 
muB dann beachten, daB die Bewegung beschleunigt ist. 

Befindet sich ein enger Teil der Rohre zwischen zwei 
weiteren Oder ein weiter zwischen zwei engeren, so kann 
man die SchluBfolgerung zweimal anwenden; im ersten Fall ist 
der Druck in der Verengung kleiner als om heiden Seiten derselben, 
Bei hinreichender Geschwindigkeit des Fliissigkeitsstromes 
kann eine lokale Verengung den Druck unter den Atmo- 
spharendruck erniedrigen; ist hier nun eine Seitenrohre ange- 
bracht, so wird Luft aus dieser letzteren gesogen und durch 
den Wasserstrom mitgefiihrt werden. Es gibt sogenannte 
Wasserluftpumpen, welche auf diesem Prinzip beruhen. 

Da die Flussigkeitshewegung sich so reguliert^ da^ dv/rckjeden 
Quersehnitt einer Rohre dieselhe Menge stromt, was allein bei den 
besprochenen Druekdifferenzen moglich ist, so mussen^iese von selhst 
entstehen, Im einzelnen anzugeben, wie dies geschieht, ist je- 
doch nicht leicht. 

Man vergleiche iibrigens die oben angewandten SchluB- 
folgerungen mit denen von § 93. 

^ Das Energiegesetz macht eine Bereclinung der Druekdifferenzen 
moglich. Wir betrachten die gesamte Fliissigkeitsmasse, welche zwischen 
den Querschnitten a und b (Pig. 198) enthalten ist. Nach einer un- 
endlich kleinen Zeit t liegt sie zwischen a' und b\ Es sei der 
Druck auf die Flacheneinheit in a, der in b, ferner seien 3i und 
die beiden Querschnitte , und die Geschwindigkeiten, so daB 

= zjg Si ist. Die Arbeit des Druckes links ist Si t, die des 
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Druckes reckts und der Druek, den die Wand ausubt, ver- 

richtet keine Arbeit, da er senkrecbt auf der Bewegimgsricbtung atebt. 
Die kinetische Energie muB also nm (pi — p^) *^1 zugenommen haben. 

Nun hat vor und nach der Zeit t die Plussigkeit zwischen a' und b 
dieselbe kinetische Energie, aber zu der Masse, die wir betrachten, ge- 
horte erst das Volum Vi t mit der Geschwindigkeit Vi und spater das 
Volum S2 T mit der Geschwindigkeit Die kinetische Energie hat 
also zugenommen urn 

JS^T (v 2 ^ — d, 

wenn d die Dichte ist, und man bekommt:- 

Pi -P2 = - V)- 

Die Druckdifferenz wird hierdurch in Dyn pro qcm gegeben, wenn man 
alles in C-G-S-Einheiten ausdriickt. 

Das in diesem Paragrapben Gesagte gilt im wesentlicben 
aucb fur Gase; auBerdem bestehen die Druckdifferen'zen nicht. 
allein bei der Bewegung in Kohren, sondern es fiudet sich 
tiberhaupt auf dem Wege einer Pllissigkeitsmasse oder einer 
Gasmasse immer da der kleinste Druck, wo sich dieser Weg 
verengt. 

Zu den Erscheinungen, welche hierdurch ihre Brkliirungeu 
finden, gehoren die folgenden. ' 

a) Eine Scheibe ah (Pig. 199) hat in der Mitte eino Off- 
nung, in welcher die Rohre c steckt; in geringem Abstand von 
ah wird eihe zweite Platte de gehalten. Ein krUftiger Luft- 

strom durch die Eohre in der.Richtung 
des Pfeils bewirkt nun, wenn die Urn- 
^ stande richtig gewahlt werden, daB sich 

^ h die Scheibe de der Scheibe ah nhhert. 

0 Die Luft^ welche aus der Rohre kommt, 

Fig. 199. breitet sich namlich iiber den ganzen 

Raum zwischen den Scheiben aus; bei 
dieser Erweiteruhg des Weges muB der Druck zunehmen, und 
da nun am Umfang der Atmospharendruck herrscht,| findet sich 
iiberall zwischen den Scheiben und namentlich in der Mitte ein 
kleinerer Druck. Der Druck der auBeren Luft gegen die 
Unterseite von de bringt die Eracheinung hervor. 

b) Wird ein Luftstrom aus der kegelformig zugespitzten 
Rohre ah (Fig. 200) herausgetrieben, so breitet er sich nach 
dem Ausstromen sofort iiber einen grdBeren Raum aus. Bei 
h, wo der Strom die engste Stdle des Weges passiert, ist der 
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Dru(^ kleiner ala in der umgebenden Lnft; dadurch kann in 
er 0 I’C <3j le in einem GefaB mit Flilssigkeit steht, diese 
letztere aufgesogen warden, aelbat so weit, da6 . 

sie das obere Ende erreicbt und in Tropfen ^=:=^ 
durcli den Luftstrom mitgerissen wird. y 

c) Von solchen Saugwirkungen wird fiir (( 

verschiedene Zwecke Gebraucb gemacbt; die ^ 

•wicbtigate Anwendung istwobl die von Giff ard 
erfnndene Speisepumpe [Jhjektoi) filr Dampf- 
kessel. Aller Einzelbeiten entkleidet, ist ^ — 

dieser Apparat in Pig. 201 abgebildet. AS 
ist die Seitenwand des Dampfkessels, in welcbem das Wasser 
laei <S steht. Wird der Hahn K geofEnet, so entweicht der 
Dampf aus der fishre a, die kegel- 
formig auslauft. In dem Eaum b I A 

entateht infolgedessen eine Lnft- • — * 

■verdUnnung, wodurch das Speise- a{ r~^ 

■wasser dnrch die Eohre e aus 1 

einem Reservoir aufgesogen -svird; 1 

dieses Wasser endlich vvird durch 

den aus a kommenden Dampf, ( t' I f 

den es beim Zusammentreffen zu 1 

iPltissigkeit verdichtet, in die Eohre ^ d 

d mitgerissen und mit so grofier 
Geschwindigkeit gegen das Ventil e Lhzz/r 

getrieben, daB es dieses ofihet und ^ 

in den Dampfkessel kommt. SchlieBt I B 

man K, so wird durch den Druck Pig. 201 . 

im Kessel auch e geschlossen. 

Das eigentiimliche dieser Wirkung bestekt dariu, dafi sich ein 
ICcJrper von dem Dampfraum nack einer Stelie bewe^, wo der Druck 
g’leichbocli oder eigentlich nock etwas koker ist. Dies ist nur deskaJb 
mdglick, weil erst eine Stelie von geringerem Druck, namlick h erreickt 
wird und weil der Stoff in den Dampfkessel in einem anderen Aggregat- 
austand zurlickkekrt, als er keim Verlassen desselben katte. In Beriik- 
rung mit’ dem kS.lteren Wasser verdicktet sick der Dampf zu Wasser. 
Aus dem in § angefiikrten 'Satz iiber den Sckwerpunkt folgt, dafi 
dieses Wasser dieselbe'G-esckwindigkeit bat wie der Dampfi'^tind wir be- 
kommen also einen Wasserstrakl von grofier Gresckwindigkeit. Da nun 
das Wasser eiuQ viel grofiere Dickte hat, als der Dampf, so ist diese 
Geschwindigkeit mekr als kiureickend, um den Druck des .Wassers 


Fig. 201. 
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im Kessel zu uberwinden (§ 208, h und e) und es kann sogar ein Teil 
der kinetischen Energie dazu verbraucht werden, urn aucb dem auf* 
gesogenen Wasser die erforderliche Geschwindigkeit zu geben. 

§ 212. Druckdifferenzen bei der Bewegung in einer verti- 
kalen Eohre. Aus einem GefaB, welches mit einer vertikal 
nach nnten gehenden Eohre versehen ist, stromt oft eine 
Fllissigkeit als eine znsammenhangende Saule aus, welche die 
ganze Eohre fiillt. Ist diese letztere, wie wir annehmen woUen, 
tiberall gleichweit, so muB die Fllissigkeit die Geschwindig- 
keit, mit der sie in die Eohre kommt, beibehalten, und dies 
ist nur moglich, wenn die gesamte Kraft, welche auf ein Ele- 
ment wirkt, Null ist. Der Druck reguliert sich daher so, daB 
fiir jeden Teil der Saule aus dem Druck an der Oberseite und 
der Unterseite eine Kraft entspringt, welche das Gewicht auf- 
hebt; dazu muB der Druck nach oben abnehmen. Die Druokr 
diff&ren%en mussen ebensogrof^ sein wie in dem Falle, dap die 
Fliissigkeit in einer unten geschlossenen Eohre ruht, denn auch 
dann wird jedes Element durch die Druckdifferenz zwischen 
der Oberseite und der Dnterseite getragen, Zwischen den 
beiden Fallen besteht aber der Unterschied, daB in der ge- 
schlossenen Eohre am unteren Ende ein Druck herrscht, 
welcher den Atmospharendruck iibertrifft, wahrend beim Aus- 
stromen der Fliissigkeit der Druck unten gleich dem Luft- 
druck ist und an der Spitze der Eohre einen kleineren Wert hat 

Man kann sich die Entstehung dieser Druckdifferenz in 
folgender Weise vorstellen, Wenn fiir einen Augenblick tiberall 
in dor Eohre derselbe Druck herrschte, so wiirde die Be- 
wegung der Fltissigkeitsteilchen durch die Wirkung der Schwer- 
kraft beschleunigt werden. Nach kurzer Zeit wlirden die Teil- 
chen, welche sich weiter unten in der Eohre befinden und also 
einen langeren Weg durchlaufen haben, eine groBere Ge- 
schwindigkeit bekommen haben als diejenigen, welche weiter 
oben liegen. Das Fljiasigkeitsvolum, welches dazwischen liegt, 
wird also etwas vergroBert und der Druck, welcher in demselben 
herrscht, etwas verkieinert werden. Die Druckdifferenzen, 
welche auf diese Weise entstehen, werden so lange zunehmen, 
bis die Geschwindigkeit tiberall in der Eohre gleichgrofi ge- 
worden ist, was nur moglich ist, wenn die Wirkung der Schwer- 
kraft durch die entstandenen. Druckdifferenzen aufgehoben wird. 
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Die Ernicdrigung dos Druckes am oberen Ende der Eobre 
ist inu so groBer, je liljiger die Rblire ist; da der Druck nicbt 
immcr kleiner und kleiner werden kaim, muB bei fortwahrender 
Verliliigermig der EBliro endlich der Zusammenhang der Saule 
unterbrochen werden, so daB sie sich in Tropfen auflost. 

Wir wollen uua jedocli auf den Fall einer zusammen- 
haugonden Flttssigkoitssilule bescliranken. Wird das obere Ende 
der EOhre mit oinem GofuB verbunden, wolches mit Luft gefttllt 
ist, so wird diose so lange aus demselben weggesogen und durcb 
die FlBsaigkcit uiitgenommen werden, bis der Druck im GeftB 
gleicli dem Druck obon in der Eohre ist. Auf diesem Prinzip 
beruben einige Wasaer- und Quecksilberpumpen. Es ist klar, 
daB bei diosen Apparaten, wenn man ein ziemlich gutes Va- 
kuum erzielen will, die RBhre fUr Wasser etwaa ttber 10 m 
und fllr Quecksilber ungefehr 70 cm lang sein muB. 

Man wird nun leicht einsehen, daB durcb das Anbringen 
einer vortikalen ESbre unter dor Offnung ah von Fig. 197 
(S. 823) die AusfluBgeachwindigkeit zunimmt; dadurcb wird nkm- 
lich der Druck in ah kleiner als or vorbor war. Man kann 
Ubrigens auch das untere Ende der RSbre als die AusfluB- 
bffnung betracbten, so daB man in der Formel (1) fllr h eine 
grSBere HShe nehmen muB als in § 209. 

Endlich bemerken wir nooh, daB auch eine Fltissigkeit, 
die in gesonderten Tropfen duroh eine vertikale Rtthre fllllt, 
am oberen Ende derselben eine Saugwirkung ausilbt, wenigstens 
wenn die Tropfen die RBhre volletandig abschlieBen. Jeder 
Tropfen wirkt als ein Kolben und nachdem er beim Herab- 
gleiten bewirkt hat, daB aus einem mit der RBhre verbundenen 
(ie&B etwas Luft zustrBmt, kann ein zweiter Tropfen diese 
Luft abschlieBen und vor sich austreiben. 

§ 218. Bewegung von Bltssigkeiten duroh enge BBhren. 
Mm h'lmaigkdt kann sich niemals emm fcatm Ktkper mtlcmg be- 
ioegen, ohm da§ dieser aim gowiaac Heibtmg auf sie auaubt; aufi&r- 
dem heateht eim aolcfm Kraft zwiadhm dan Tailm der FUiaaigkeii, 
die aiah geganainander veraohiaben. Um von dieser letzteren Kraft, 
der sogeuarmten innerm Beibung (Viakositat) eine Vorstellung 
zu bekommen, denken wir uns zwei Fittssigkeitsschichten A 
und D (Fig. 202), die sich parallel zur G-renzflache V beide 
nach rechts bewegen, aber mit verschiedenen Geschwindigkeiten. 


332 


Viertes Kapitel. 


[§ 218 


Die Schiolit A, welche am schnellsten stromt, wird dann durch 
die andere zuruckgehalten, aber sie strebt umgekehrt diese 
mitzufdhren. Die gleichen und entgegengesetzten Krdfte, die sie 
^ parallel %u Y aitfeinander ausilhen, hahen 

hei jeder Flussigkeii bei einer gegehen&n Ge- 

^ ^ schwindigkeiisdifferenx einen hestimmten Wert 

Fig. 202. Fldoherieinheit y so da^ fur jede Flussig^ 

keit ein Koeffimeni (Reibungskoeffizient) ein^ 
gefuhrt werdm kann, ve/rmittelsi dessen die Krdfte in jedem Full 
angegebm w&rdm konnen, Setzt man diese Krafte mit dem nor- 
malen Druck zwischen A und B zusammen, so ergibt sicb, da6 
die G-esamtwirkung zwischen den Schichten gegen V scbief ge- 
richtet ist, etwas worauf bereits in § 201 hingedeutet wurde. 

Aus den Beohachtungen hat man abgeleitet, daf bei der Bewegung 
einer Fliissigkeit durch eine Rbhre in den meisten Fallen die duf&rste 
FUlssigkeitsschieht dwreh die Wand vollstdndig fesigehalten wird, Diese 
Schicht libt dann auf eine folgende Schicht eine verzogernde 
Wirkung aus, diese wieder auf eine dritte weiter nach innen 
Hegende, usw. SchlieBlich bewegen sich diejenigen Schichten 
am schnellsten, welche von der Wand am weitesten entfernt 
sind. Teilt man die Flussigkeitssaule in einer Eohre von 
kreisformigem Querschnitt durch eine groBe Anzahl von Zylinder- 
flachen, die mit der Wand der Rohre die Achse gemein haben, 
in ein voiles Zylinderchen in der Mitte und eine Anzahl in- 
einander passender Hohlzylinder um dieses herum, so kann 
man sich leicht vorstellen, wie diese Teile der Fliissigkeit, 
jeder mit seiner eigenen Geschwindigkeit, fortgeschoben werden. 
Jeder Hohlzylinder der Fliissigkeit erleidet dabei sowohl an 
der Innenseite als auch an der AuBenseite eine Eeibung, aber 
eine nahere Betrachtung lehrt, daB die Reibung an der AuBen- 
seite, die der Bewegung entgegengesetzt gerichtet ist, die Eei- 
bung an der Innenseite iibertrifft, und daB also fiir jeden 
Hohlzylinder die Reibung an beiden Seiten zusammengenommen 
sich der Bewegung widersetzt. 

Fs mu^ nv/n, auch we/nn die Rohre ube/rall gleich weit u/nd 
also die Bewegung eines jeden Teilchens gleichfbrmig ist, ein Druck- 
unterschied hestehen, um • die Bewegu/ng m> u/nterhalien. 

Es seien (Fig. 203) A und B zwei durch die Rohre ah 
verbundene GefaBe, in denen in der einen oder anderen Weise 
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(lie FUlssigkeit auf konstanten HOhen und gehalten 
wird, ao daB eine stationilre Bewegung entsteht. Mau kann 
dann uiiteraclioidon: den Druck im GeftlB A, nahe bei der 
< dinuiig dor Kolire, den Druck in der RBhre nalie bei a und 
zwar an derjonigen Stelle, -wo 
sicli die Fltlasigkeitsteilchen 
mit den G-eachwindigkeiten, 
die aio weiter boibehalton, 
jiarallol zur Achee von ah 
bewogen, fernor don Druck 
})^ innorhalb dor ROhre nako 
bei h, uninittolbar bevor die 
Toilcben boiin Auatroton die 
Geacbwindigkeiten andem, 
ondlich den Druck in B, 
nalio bei der Miludung dor RShre. Dann wird duroh die 
Dilibronz p^ ~ Pi die Gosokwindigkeit der FlUssigkeit hervor- 
gebracht, durck die Difforenz p/ — p./ untorkalten, ondkck 
(lurch die Differenz — p^ winder vernichtot. 

Bei aolir ongen (kapillaron) und nickt zu kurzen Rbhren 
iat nun die Geacliwindigkeit so klein und die Reibung so be- 
deutend, daB wir die Diflerenzen p^ — J?i' und p^ —p^ gegen- 
kbor Pi — p^ vernachlassigen und also annehmen kOnnen, 
dafi die gesamts DrmMiff&rem, m/r t}bermndimg der Eeibung in 
der Rdhre dient 


d' 


_.J 

Fig. 208. 


Au 8 der Beobachiung hat siok ergebm, 'dap bei liiihrm, wdohe 
dit'-Hcr Bedingung germge/n, das Volwm FlUssigkeit, welches in der 
ZeitednJmt duroh einen Quersohnilt geht, also das was mr die 
„BlurkeB oder „lnicmitdl'‘ des Stromes nemim kdrmen, der Druok- 
differen% xwisohen den F/ndm p)roporiional ist. Bezeichnet man 
mit r (lie Druckdifferoiiz, welche erforderlick ist, um einen 
Strom von dor Stilrlce 1 durck die ROhre geken zu lassen, 
so bestekt also in jedem anderen Fall zwisohen der Stkrke i 
und clem Druckuntersckied die Beziehung 

Pi-P2'=‘ ir, 

Oder 
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1 

I 


I 

I 


Die GrroBe r ist um so groBer, je schwerer die Rohre die 
Fliissigkeit durchlaBt, und kann daher als MaB fur den Wider- 
stand dienen, den die Flussigkeit in der Rohre zu iiberwinden 
hat, Oder selbst der Widersiand genannt werden. 

Will man die Widerstande zweier Rohren miteinandef 
vergleichen, so kann man sie so verbinden, daB ein Fliissig- 
keitsstrom nacheinander durch beide hindurchgeben muB, und 
dann den Druck am Anfang der ersten Robre, an der Verbin- 
dungastelle und am Ende der zweiten messen, was sich in der 
Weise ausfubren laBt, daB man in diesen Punkten aufrecht- 
j stehende Rohren anbringt und beobacbtet, wie bocb die Fltisaig- 

I keit in ihnen steigt. Sind die drei Drucke, nachdem der 

I Strom stationar geworden ist, p^ nnd p^, so sind p^ — 

\ und ^2 — die Druckdifferenzen, die in den beiden Rohren 

fur denselben Strom erfordert werden; diesen GroBen sind 
also die Widerstande proportional. 

Hat die Robre in Fig. 203 iiberall denselben Querscbnitt, 
so ist der Druck in der Mitte genau das Mittel zwiscben den 
Drucken an den Enden, so daB in einer Robre o d die Fliissig- 
keit einen Punkt erreicbt, der in der Mitte zwiscben den 
beiden Ebenen 8^ und 8^ liegt. Da namlicb die beiden 
Halften der Robre gleicbe Widerstande baben, muB der Druck 
YOU a bis G um ebensoviel abnebmen als von o bis 5. 

Zugleich ergibt sich nun aber, daB der Widerstand der 
ganzen Robre a & doppelt so groB ist, als der Widerstand der 
balben Robre a c, denn derselbe Flussigkeitsstrom erfordert bei 
dieser letzteren eine balb so groBe Druckdifferenz als bei der 
s ersten. Im allgemeinen ist der Widerstmd einer Edhre der Lange 
I derselhen proportional; vmgekehrt proportional der Lange ist also 
I die Flussigkeitsmengej (Ue hei einer gegebenen Druekdifferenx durch 

i eine Rohre stromt 

■ ' 

Aus dem- Gesagten gebt bervor, daj^ in Mg, 203 der Druck 
alkridMich von a nach b sinkt^ so daj^ er, wenn man vm gleiche 
8trecken fortschreitet , jedesmal gleichviel abnimmt, und daji uber-^ 
haupt dies letxtere der Fall istj wenn die Teile der Rohre xwisohen 
einer Reihe von Punkten alle denselben Widerstand haben, 

Au^er von der Lange hdngt der Widerstand einer Rohre noch 
von dem Querschnitt und von der Natur der Flussigkeit ah; natur-^ 
lich wird er kleinerj wenn der Querschnitt der Rohre groj^er wird. 
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Darch tlieoretische Betrachtungen hat man fiir die Starke des 
Fliissigkeitsstromes , d. h. fiir das in der Zeiteinheit durch einen Quer- 
schnitt Strom ende Yolum den folgenden Ausdruck gefunden: 

. 7t (pi - p^) 


(Gesetz von PoiseuilleJ. In diesem Ausdruck ist I die Lange der 
Edhre, a der Eadius des Querschnittes und ^ der Eeibungskoeffizient 
der Fliissigkeit, dessen Bedeutung in folgender Weise naber angegeben 
werden kann. Wenn in dem Fall von Fig, 202 in der Nahe der 
Flache V die nach recbts gericbtete Geschwindigkeit allmdMich von 
unten nach oben zunimmt (die Veranderung der Geschwindigkeit von 
einem Punkte zum anderen findet tatsachlicli immer allmahlich statt), 
und zwar so, dafi die Differenz der Geschwindigkeiten in zwei Ebenen, 
yon denen die eine 1 cm liber der anderen liegt, 1 cm pro Sekunde 
betr^gt, so bedeutet p, die Kraft in Dyn und pro Quadratzentimeter, 
welche die Elussigkeit auf der einen Seite der Flache V auf die Fliissig- 
keit auf der anderen Seite ausubt. 

Experimentelle Untersuchungen haben die in der Formel (3) ent- 
haltenen Gesetze bestatigt. 

Die Formel (2) setzt uns 1 

in den Stand, verschiedene Auf- 
gaben iiber die Bewegung durch “ 

enge Rohren zu Ibsen. U 

a) Angenommen, die Rohre ^ 

A (Fig. 204) teile sich in die /"v 

beiden Zweige B und 0, die Pig 204. 

sich bei Q wieder vereinigen, 

Es sei die Stromstarke in Bj die in 0, der Widerstand 
des ersten, ^2 zweiten Zweiges, endlich p der Druck 

in P, p' der in Q. Man hat dann 


Will man zwischen P und Q eine einzige Rohre einschalten, 
die bei einem bestimmten Wert von p^p' allein ebensoTiel 
Pliissigkeit durchlS,6t wie B und G zusammen, so wird der 
Widerstand x derselben bestimmt durch 


P -p' _ p -v' . p-p' 

X n 



b) Wir konnen in einer Eohre mit dem Widerstand r j 

einen Fliissigkeitsstrom hervorbringen, wenn wir die Robre j 

zwiscben zwei zylindriscbe GefaBe bringen und auf Kolben, die | 

in diese GefaBe passen, die auBeren Drucke nnd ausuben. | 

Wir miissen dann (§ 207, c) pro Zeiteinbeit die Arbeit I 

verricbten, wofiir wir r ‘"’scbreiben konnen. Um diesen Be- | 

trag mnB die Energie des Systems znnebmen, nnd dabei kann ! 

jetzt nur Ton der Warmeentwickelung in den aneinander- 
reibenden Fliissigkeitsschichten die Rede sein. Die WS,rme- 
menge, welche in der Seknnde entstebt, ist also 


{E ist das mecbaniscbe WarmeaqniTalent). 

Zu demselben Resultat kommt man, wenn man in dem 
Fall von Fig. 203 anf die Veranderung der potentiellen 
Energie acbtet. 

Zum ScblnB bemerken wir nocb, daB das in diesem 
Paragrapben Gesagte ancb groBtenteils flirGasegilt; nnrwerden 
bier durcb die Veranderungen der Dicbte die Erscbeinungen 
etwas verwickelter. 

§ 214. EinfluB der inneren Reibung anf andere Be- 
wegungserscbeinnngen. Nicbt allein beim Stromen durcb 
Rohren, sondern iiberbaupt bei jeder Bewegung einer Fliissig- 
keit bemerkt man den EinfliiB sowohl der inneren Reibung 
zwiscben den verscbiedenen Flussigkeitsscbichten als ancb der 
Krafte, mit denen Uie Fliissigkeit lind feste Korper, die sie 
beriibrt, anfeinander wirken. Man kann annebmen, wenigstens 
in den meisten Fallen, daB infolge dieser letzteren Krafte die 
Flussigkeitsscbicbt, welcbe in unmittelbarer Beriihrung mit 
einem festen Korper, ist, in Rube bleibt, wenn dieser stillstebt, 
und andemfalls die Bewegungen desselben mitmacht. 

Wir betracbten z. B. einen kugelfdrmigen festen Korper 
der sich in einer Fliissigkeit befindet; diese Fliissigkeit teilen 
wir durcb Kugelflachen, die mit der festen Kugel konzentriscb 
sind, in unendlich diinne Scbicbten. Wird nun der feste 
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Korper urn einen Durchmesser, etwa um den vertikalen Durch.- 

messer gedreht, so reiBt er die innerste Fliissigkeitsscliicht i 

mit; diese libt eine ahnliche Wirknng anf die folgeade Fllissig- 

keitsschicht aus nsw., so daB schlieBlich alle Schichten um I 

eine vertikale Achse rotieren, aber mit Winkelgescbwindig- 

keiten, die nach auBen bin fortwahrend abnehmen. Wabrend 

nun die Kugel in dieser Weise die Fliissigkeit mitreiBt, wird 

sie selbst in ibrer Bewegung gebemmt. Die Folge davon ist, 

daB man, um die Kugel in Bewegung zu balten, fortwabrend 

ein Kraftepaar auf sie einwirken lassen muB, und daB, wenn j 

man dies nicbt tut, die Bewegung nach und nach aufhort. 

Drehende Scbwingungen, die besteben konnen, wenn die feste 
Kugel mit einem Punkte ibrer Oberflacbe an einem Faden 
aufgehangt ist, werden auf diese Weise gedampft. 

Etwas ahnliches gilt aucb von Korpern von anderer Form, 
z, B. von einer kreisformigen Scbeibe, die in horizontaler Lage 
mit ihrem Mittelpunkt an einem Faden aufgehangt ist und 
von einer Fliissigkeit umgeben wird. 

Es verdient ferner bemerkt zu werden, daB die Bewegung, 
die durch einen festen Korper einer Fliissigkeit erteilt wird, 
dutch diese auf einen anderen festen Korper iibertragen werden ^ 

kann. Befinden sicb z. B. in einer Fliissigkeit zwei borizontale 
kreisformige Scbeiben, deren Mittelpunkte auf derselben ver- 
tikalen Linie li^gen, so wird die Drebung der einen Scbeibe 
um diese Linie zur Folge haben, daB sicb die andere in der- 
selben Weise in Bewegung setzt. 

Die Beibung gibt aucb zu einem Widerstand Veranlassung, 
wenn sicb ein fester Korper dutch eine Fliissigkeit fortbewegt. 

Auf die Art und Weise, wie sicb in diesem Fall die Fliissig- 

keit bewegt, konnen wir bier nicbt naher eingeben. Wir be- 

merken nur, daB die Untersucbung aller in diesem Paragrapben j 

erwahnten Erscbeinungen, sowie der StrSmung dutch Robren ge- 

zeigt bat, daB die GrQBe der vorkommenden Geschwindigkeiten, 

z. B. dieGroBe der Gescbwindigkeit eines festen Korpers oderdie 

GroBe der mittleren Gescbwindigkeit eines Fliissigkeitsstroms ! 

einen groBen EinfiuB hat. Bei hinreicbend kleinen Gescbwindig- j 

keiten sind die Erscbeinungen verbS-ltnismaBig einfach; fiir die j 

Bewegung in Robren gelten dann die oben besprocbenen Gesetze, i 

und der Widerstand, der auf einen festen Korper wirkt, ist | 

Lorentz, Lehrbuch der Phyaik. I, 22 




proportional der Geschwindigkeit, mit welcher er rotiert oder 
fortschreitet Bei groBeren Gescliwindigkeiten wird alles kom- 
plizierter. In der Fliissigkeit entstehen unregelmaBige drehende 
Bewegungen, und der "Widerstand, den eine Eohrenwand einem 
Fltissigkeitsstrom oder eine Fliissigkeit der Bewegnng eines 
festen Korpers entgegensetzt, nimmt schneller zu als die 
Gescliwindigkeiten selbst. 


i' 
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Eigenschaften der Gase. 

§ 215. Bo ylesch es Gesetz. Die experimentelle Unter- 
suchung der Eigenschaften der gasfdrmigen Korper hat zu- 
nachst den Zweck^ dm Ziisammenhang kennen %u Urnen, welcher 
zwischen dem Druckj der Temperatur und dem Volum lestelit 
Dahei kann man eine dieser GroBen nnverandert lassen. Man 
kann also untersuchen, wie sich bei konstanter Temperatur 
das Volum mit demDruck andert (Dntersnchung derZusammen- 
driickbarkeit) wie sich bei konstantem Driick ein Gas bei Er-. 
warmung ausdehnt, und endlich, wie in einem Gas Ton un- 
yeranderlichem Volum der Druck steigt, wenn die Temperatur 
erhoht wird. Bei alien diesen Fragen ist es einerlei, ob man 
yon dem Druck spricht, den das Gas yon auBen erleidet, oder 
yon demjenigen, den es selbst ausubt (Spannkraft). 

Die zahlreichen Versuche, welche man zur Bestimmung 
der Zusammendricckharlceit gem acht hat, haben das miteinander 
gemein, daB das Gas in einem glasernen GefaB durch Queck- 
silber abgesperrt war, welches entweder durch den Druck einer 
Quecksilbersaule oder durch eine Druckpumpe in daB GefaB bin- 
eingetrieben werden konnte. Will man das erste Mittel benutzen, 
so kann der Apparat z. B. aus einer yertikal stehenden U-Rohre 
mit ungleichen Schenkeln bestehen, von denen der kiirzere ge- 
schlossen und der langere offen ist. Das Gas befindet sich 
in dem ersteren Schenkel iiber einer in die Rohre gegossenen 
Menge Quecksilber; dadurch, daB man in dem anderen Schenkel 
Quecksilber zugieBt, kann das Gas komprimiert werden, 

Nach dem Oesetz von Boyle (1661) ist nun^ solange die 
Temperaittr unverandert bleiht, das Yolv/m eines Gases dem Druck, 

22 * 
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Koin Gaa hofolKt (in.s (Jfxi'tz vullkninmi'it: t-s hcxfahoH 
Abwoichungi'Ti , tlio th*stt) luHli'UtciuU'r xiut!, .it" liitlu>r lUe 
Drucko sindj boi domtu man fOd tiuHi'ii wie 

Luft uiid WaHKin-stoil' kami uinn lu'i Unickt-u, tiii* niclit 
vielmal grSBer aind ala dai* Aliii*)N[iliuri"ntlnu"k , vtiii (Imt 
Abweiclumgon abaohan; wir wordan ilaa in dittscni Kupitt*! 
immer tun. 

§ 210. Lnftpumpe. Mil Auwaudmig dfs Htiylfafln.ti 
Goaetzea kann wan din I iruckvnrtnindrrmig lifnn’linnn. dii< man 
durcb dio gawblmliclu' in Kig. ‘iOb aidn'inuttat-h tlargt't^ti'lUi' 
Luftpiiniia! erliillt. IUt Kt'y.i|iinnt /♦. ana wi'lchnin tlin Luft 
entfernt wordon inuB, attdit dundi din KOhi't' fi in Vtubindung 

luit tiom XylimifT (\ in widchnw 
dnr Inltdiflit achlinUt'inb* Kollinii 
Z auf- mnl nii'tinrbi'Wfgt wird; 
bei tt utnl A iHtfindnii airh Vnnlila, 
di« aitdi nach nlnni litl'niw. llnlit 
der KnUinn tianh ubnn, an i«t 
daa Vantil f> gt*afldnasa<n , anwold 
durch Ht'in (Inwinht mid dundi 
tnni' KtHler nl** nufh duridi dan 
Drunk dnr iUiBori'ii Luft; diiMagon 
wird durch cinim gecignftnn Mwdianwwua »i gniill'md. Kimi 
gowisse Mengc Luft atramt danti hum U naidi f’. Htihald der 
Kolben nach unten golit, wird a gnachlnHstm, uud min hat 
alsbald die Luft unter d«tn Knllwu hinridtdnmdw Hpaankraft, 
um 6 zu bffiien und nach auBen zu nnlwnirhi'n. 

Die untere Flilche dea Ktdbeii* wnU aitdi an gut wi» wdglich 
an die BodenHkche dee Zylindew attKchHaBwn. in detn kleinen 
„8clia,dliohen Raum", der nnter dtim Kotbi*n in »tdni*r tiefstim 
Stellung tlbrigbbibt, bofmdet aicb nktulich Luft vim I Atnuj* 
aphkre Spannung, und ea iat leicht tuiizuaidmn, daB hinrdurch 
der VerdUnnung in A eine Greuze gwactzt wird. 

Kin derartiger aoha.ilHchor Rauw komnit nicht vnr bei 
der Quwhilberluftpumjm, mit dor man daher auch viel liBliere 
VerdlSnnuiigen erreicbeu kann ala mit den gewbhidiidmn Luft- 
pumpen. Man denke aich, um tdno VoraUdluug von dcr Wir- 
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kuug zu bekommen, einen Glasballon, der sich am oberen Eade 
einer vertikaloti Eblire befiadet; durcb welche man Quecksilber 
in den Ballon emporeteigen oder aus demselben ausfiieben laasen 
kann. Dieser Ballon mu6 mit dem Rezipienten, aus welchem man 
dio Luft entfernen -will, in Verbindung gebraobt werden konnen, 
und auBerdem muB ein Ausweg angebracht sein, durcb den 
Luft aua dem Ballon ausgetriebeu werden kann. Die beiden 
Wege werden auf die eine oder andere Weise in geeigneten 
Augenblicken gedffnet und geschlossen, und zwar so, daB beim 
AusflieBen des Quecksilbera aus dem Ballon Luft aus dem 
Rezipienten zustrSmt und daB diese 
Luft, wonn das Quecksilber steigt, 
auf dem soeben erwiilmten Ausweg 
entfornt wird. Der Ballon kann also 
mit dem Zylinder einer gewQhnlichen 
Luftpunipe und das Quecksilber mit 
dem Kolben vorglichen werden, wlih- 
rend der scluldlicbo Raum vermieden 
ist, well das Quecksilber mit der 
ganzen Wand doa Ballons in Berbli- 
rung kommon und diesen also voll- 
stbndig fallen kann. 

Wird das (iffuen und SchlieBen 
der Verbindungswego mit Hilfe von 
Hbhnen bewirkt, was bei den alteren 
Quecksilberluftpumpen der Fall war, so 
wird das Quecksilber stets durcb das 
B’ott, mit dem dioHbhne notwendiger- 
weise eingeschmiert sein mlissen, etwas 
verunreinigt, was die gute Wirkung 
beeintraditigt. Die Quecksilberluft- 
, ; pumpo von Bessel-Hagen, die in 
£''ig. 206 in ibrer einfachsten i"orm 
dargestellt ist, und bei der alle 
Hblme vermieden werden kOnnen, ist von diesem. Mangel frei. 
Man kann bier das Quecksilber in der Kugel A steigen oder 
sinken lessen , indem man die Kugel B, die durcb einen 
Kautscbukschlaucb mit der RBbre 0 verbunden ist, nacb oben 
oder nach unten bewegt. Ist das Quecksilber aus A bis unter I> 
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gosuiiktuij KO Htuhi .4 (lurch die Rtihre (/ mil 4rin uu muiiiuhhhui. 
(leu Kaum in Verbiuduug, LilBt man dan Hteii^en, m 

wire! (liaaer VerhintlungHweg alHl)ahl niigunjierri, uml Lntt in 
^4 wird durch die Kdhru /% die ndt ihrrr tlfifnuig in iJnm 
QuocksilbergefiiB h* nteht, iiacdi auBeri gt’lritdinnL Mim kiuui 
aich leicht Ubonaugaui diitS die Rdhreii i\ F uiid r/ binder mm 
laUaseu ala 76 cm. 

Kliu Qlaegcfilh, walchc^ mit Hitfe der yuiH5kHdlierliilt|mm{iii 
luftleer gemacht worden ist* kaiin diimi nFjmr-kfm^ie^u werdim. 
Man kauu uilmlich die VerbituUuigirlIhre itsi tniier heridli 
vorher verangten Stella mit einar ainliani Flamiiis^ erhilseim. 
Sobald das Glaa weich gcm^cirdeu iiti, driiekt die lUiUere Liift 
die liohre ssuHammen. 


§ 217. LuMniok in varichiidiaia Hohfii. Mh HlflV ihm 
lioyleBcluui kttau uma augebtHn witi 4er Hrtsrk it* fli^r Afttu** 

BplUtm aliiiitturitf waan umti r.u heher Piyiktini uliw^ 

gobt. Wir BeUeii dal>«i varsuw* thl die t.ufi rm Ulmetigrwlrht 
ist uud Uberall diti lV.m|iti.riitar «lei nrlnurL-anuleii Ki»eii lmt 
hik md (Fig* 207) 4|i J-n unw, idiie' iCnibe von 

Punktetij db auf aiiiw verilk»f«ti Liiile in Ab- 4 in*lrii ven t tii 
vonehmiidar liiigeu. Din Druiikii in dirio^n Ibisskleu mmm fia 
^ Dyn pro QuadraUinitlmeter] Pi» pmiu die iHeblen 

(in (Irauun pro Kuhlkr.ou{iftHdrr| mw, Kjii?k 

,,^1^ (Umi BoyloBelieti Uweti liritelit .iwiwdien dor iHrlilo hihI 
^ (loin Druek eiti ktinutanOw Vorhllliib (I m «ki 


A 

h, 

Fig. 207. 


d, w tif ^ t*|»i iifiW. 

iat. 

Aas dar Tutmeha, dai b*d aifieitt I Irerk %^oii 1® rm mni 
diner Tamparatwr vtm cb iim Uim Lisft niim v«fi i»2»Sg 
hat, dndet mm 

0 « buiri K iir ^. 


Der UnteridhW uud l#l tinii glekli dam Clu^ 

widht ainor Lufhinlo, die vim i* hh ^ rakiti Uia tdalilt? dar Ijifl 
awifichen JLi imd life sdebt ttbtimli dta4b«i mitidwii iiidari ikk 
von d, bia dr Wim ik Qberall « , io wttnla 

Pi - • 100^ d^ m img Opi s »lw Pi , (I I 

wertkm; wllre dla Dkbti dagcgim fibiimll glpkb wllr4» iiian iitdim 

Ptthrt mm die letete Dlvlelon eus, m *k’l», deli tliw HeeulUit bl* 

auf 7 Dossim&lon mit (U Ubereinetimmtj daUor bOutinn wir «»» welter 
dleser letetoren BeKiehnng bedienen. 
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onf / Betrachtuugen wie auf die Saule A, A, konnen auch 

auf die Sauleu usw. angewandt werden; man kann das Gewiclit 

IK bei-echuen, als ob die Luft iiber ihre ganze Hohe die- 

seibe Giclite batte wie am unteren Ende. Man findet also 


Pt = 0,9998749 jpj, = 0,9998749^3 usw., 

init anderen Worten, die Drucke bilden eine geometi-ische Reihe. 
einer H6be von h Meter wird der Druck 


Auf 


p = 0,9998749ft p, , 

woraus fiir die Hohe in Metern folgt 


■ 


h = 18400 log ^ . 

P 

Auf diese Weiae wurde man aus dem Barometerstand auf dem Gipfel 
ernes Berges, wenn man den am Meeresspiegel gleich 76 cm setzt, die 
Iliihe des Berges ableiten kSnnen. In Wirklichkeit wird die Sache 
etwas weniger einfach, da die Temperatur nicbt 0“ ist. 

§218. C^esetz vouG-a^ussac. Urn bei konstantem Druck 
die Ausdehnung eines Gases durcb die Warme zu untersuchen, 
kdnnen wir uns einer Glaskugel bedienen, die mit einer ge- 
teilten Rohre versehen ist und in welcher sich das zu unter- 
sucbende Gas befindet, und zwar abgesperrt durcb eine kleine 
Quecksilbersaule in der horizontal gerichteten Rohre. Dieses 
Quecksilber verschiebt sich so leicht, daB der Druck des Gases 
immer gleich dem Atmospharendruck ist. Der Einfachheit 
halber wollen wir annehmen, daB der Barometerstand sich 
wkhrend der Dauer der Versuche nicht verandert, und daB 
sich das GefhB selbst nicht ausdehnt; in Wirklichkeit muB mit 
RUcksicht auf die Volumveranderung dieses letzteren eine 
Korrektion angebracht werden. 

Wenn man nun eine Anzahl der beschriebenen Apparate, 
die mit verschiedenen Gasen geflillt sind, miteinander vergleicht, 
so zeigt sich, dali dureh dieselbe Temjoeraturerhdhung bei alien 
Gasen 'das Volum in demselben Y&rhMtnis minwn/ml. Dies ist das 
Gesetz von Gay-Lussac (1816). Es gilt auch far den Fall, 
daB sich das Gas unter einem anderen Druck als dem Atmo- 
spharendruck befindet. Untersucht man namlich die Aus- 
dehnung zweimal, einmal, wahrend der Druck immer gleich 
einer Atmosphare ist, und ein andermal, wahrend er auf zwei 
Atmospharen gehalten wird, so nimmt wieder bei einer be- 
stimmten Temperaturerhohung in beiden Fallen das Volum in 
demselben Verhaltnis zu. 
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I Wird der Aiiparal '.mml in Hihmdxeudfs I .'is t/il'rudit mid 
danti in Pampf t'on Il'ftwf/', irtidifs hti finrni litirnmritTshind riin 
Ttiow sii'deij mt ist din Vidtimrtr/tifhrmi;/ pkidi dem tirspriiiiifliiiwn 
Voluiii' inuUipliiifirl mil t>,iU!l!. 

Wir kStuieu eincn Holchini Ajijmrut ids Thfriuometer 
(Lufllkermomelerj buiiutzeii. Wir zu ditsHt'm Zwiniki) li«i 

die Putikto der liiUire, bis zu dutuni bin den ginmimtmi Ver- 
auchen die GaamaHae reicbt, die Ziildeu 0 utid UHi, teileu den 
Abstand der beidon Punkte in t(K) gloiidie Teile viud Rngen, 
daB die Temperatur ist, wenn wieh dan («»« Ida zu dem 
Teilstricb orstreokt, bid wolchein die Xiiid i ateht (HVeiibar 
involvierl diess IknUmmurtff der Temperniur, dnp nuh dm tins fur 
jeden Qrad Temperaiurerhdhuriff urn tjkiehml mudrhnl. 

Uuter dom Auadehnuiigakucftiziiniten veratelit «mn den 
Bruch, der angibt, welcher Teil die VtdunuwnieliruiiK bei 1" 
Temperaturerhbhung vein Vtdum bei 0" jat. laf rt dieser 
Koeffizient, e„ daa Velum bei 0“ und r, dm Vidum bid i”, 
so ist 

e, » t)o(l + (2) 

Der Wert des Ausdehnimgakoeffizienten iat imch dem De- 
sagteir 

a (),0()3fU! 

MiBt man nun terner die Tompemtur mit dem stwben er- 
wabnten Thermometer und uuterHuebt man die Ausdehnung 
von anderen daaon, so ergibt sich, wegen dea tfeaetzea von 
Gay-Lussao, daB auch bei diesen das Volum fiJr jeden (4rad 
um des Wertes zunimmt, den m bei 0® hat Ifahm' gilt 
\fiir alle Oase die Formd (2) und hat fitr alk der Aumielmungit’ 
'lioeflitiml demelbm Wtrl, 

In Wirklichkeit zeigon die Ga«e kbidiche Abweiebungen 
von dem Gay-Luasacseben Ueaete wie von dem Boyleschen; 
wir wollen nber auch von diesen abschen. 

§ 219. AUgemeiner Zusanunenhang swisoben Smok, Tem- 
peratur and Volnm. Wie aic.h bei unverknderliohem Vtdum der 
Druck einer GasmaBae beim Krwkrmen ktidert ~~ tier dritte 
Punkt, welcher in § 215 erw&hnt wurde braueht tdebt mebr 
besondera untersuoht zu warden, sondern kann aim dem, waa 
wir jetzt wissen, abgeleitet werden. Wir nehraen an, daB das 


8 219 ] 


Eigunacliiifton dcr Gase. 


345 


Gas bei 0® den Druck ausiibt. Um dann den Druck p^ 
fUi‘ den Ball zn finden, dal3 bei konstantem Volum die Tempera- 
tur auf gebracht wird, denken wir uns erst, da6 bei der 
Erwiirinung der Druck konstant gehalten wird. Das Volum 
wird dann 1 + aiinal grbBer. Wir lassen ferner die Tempera- 
tur konstant und bringen durcb ErhShung des Druckes das 
Volum auf den ursprtlnglicben Wert zuriick. Nacli dem Boyle- 
scben Gesetz rauB zu diesem Zweck der Druck 1 + aimal 
grQBer gomacbt werden, und ha,tten wir gleicb bei dem B>- 
w8.rmen den Druck in diesem MaBe gesteigert, so wlirde sich 
das Volum nicht geandert baben. Also: 

+ (3) 

Aus diesem Eesultat ergibt sich, da^ man dm Ausdehnungs- 
Icoeffizienim durok Verauohe besiimmen kann, bei dencn iiherhaupt 
keine Ansdehnung staitfindet , ndmlirh 
dadurch, dafl man dan Druek mifJt, den 
aina aingenchltmeno OamnasKe. bei var- 
Nohiedenen Tamparaluren aimibl. 

liiorzu kann z. B. dor in B'ig.203 
abgebildcto Apparat dienen. Das 
Gas bolindot sich in dor Glaskugel 
li, die an die EBhre a b angeschmolzen 
ist; dicse steht dutch eine Kautschuk- 
rblire 0 in Verbindung mit einer 
vortikalen K5hre D, die auf- und 
niedergesohoben werden kann. In 
mb, C und D befindet sich Queck- 
silber, dutch welches das Gas ab- 
gesperrt ist, und man kann durch 
Heben oder Senken von I) bewirken, 
daB das Queoksilber sowohl bei 
niedriger als bei httherer Tempera- 
tur imraer bis an eine feste Marke m 
reioht, die auf ab angebraoht ist. 

Aus dem Hbhenunterschied zwischen 

dem Queoksilber in a 6 und dem in D, in Verbindung mit dem 
Barometerstand, ergibt sich der Druck des Gases. Natlirlich 
dorf man bei der Berechnung der Versuche die Ausdehnuhg j j 
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des Grlas^s nicht vernaclilassigen. Da6 man, wenn cc bekannt 
ist, mit diesem Apparat auch Temperataren messen kann, 
daB er also als Luftthermometer bezeichnet werden kann, ist 


leicht einzusehen. 

Die allgemeinste Frage liber die Veranderungen von Druck, 
Volum und Temperatur ist die folgende: fVenn iinier dem Druokp 
und hei der Tempe/f'atvr i ein Qas das Volum v einnimmt^ wie 
gro^ ist dann das Volum v ^ wmn der Druek p' und die Tempera- 
twr t' wird? LaBt man erst den Druek konstant nnd laBt 
allein die Temperatur in f iibergeben, so wird das Volum 
v{l + cci)l[\ + at). Sodann kann man bei der konstanten 
Temperatur t' den Druek auf p' zunehmen lassen und hierbei 
das Boyl^sche Gesetz anwenden?) Die Antwort auf die Frage 
ist daher 


p 1 + a if' 

p' 1 + 0 £ 


(4) 


Diese Formel findet in alien Fallen Anwendung, in denen 
man die Menge eines Gases dureh. Messen des Volums er- 
mittelt. Man muB dann auch den Druek und die Temperatur 
beobachten und kann, um verschiedene Resultate vergleichbar 
zu machen, jede Messung auf den Druek von 76 cm und die 
Temperatur von 0^ reduzieren. 

Da 1/273 ist, kann man statt (4) schreiben 
, p 273 + r 

V ^ , 

p' 273 + t 


Denkt man sich nun einen Punkt auf der Thermometer- 
skala 273^ unter dem Nullpunkt, so stellen 273 + if und 273 + if' 
die Temperaturen vor, die das Gas nacheinander gehabt hat, 
wenn man die Anzahl der Grade von dem betreffenden Punkt 
aus zahlt. Wir wollen diese Temperatur die absolute nennen 
und mit T und T bezeichnen. Die Gleichung kann dann so 
geschrieben werden: 


pv ^ p' rt 

"Y Y 


(5) 


d. h. das Troduht aus Druek und Volum, welches nach dem 
Boyle schen Gesetz bei einer hestimmten Temperatur konstant 
pst, dnderi sich proportional der ahsoluten Temperatur. 

I DaB in (5) die Beziehungen (2) und (3) enthalten sind, 
ist leicht einzusehen. V 
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Es vertliont nocli beinerkt zu werden, daB in vielen Fallen 
das Volum eines Gases, Welches unter konstantein Druck ge- 
lialtcn wird, auch dann nocli flir jeden Grad Temperatur- 
eniicdriguiig iim gleich viel abniramt, wenn die Temperatur 
unter 0^ C, sinkt. Dann gilt also die Formel (2) auch fiir 
negative Werte von und solange auch das Boyle sche Gesetz 
augenommen wordeu darf, gilt die Gleichung (5) auch flir 
Worto von T oder T'y die Ideiner als 273 siud. 

Aus den Gosetzen von Boyle und Gay-Lussac kann 
man endlich noch oinen wichtigen Satz ableiten, Wenn man 
zwei Gase betrachtet, die sich unter demselben Druck befinden 
und dioselbe Temperatur baben, so kann man das Verh^ltnis 
ihrer Dichten ermitteln, Mir dieses V&rhdltnis wird nun die- 
Mlhe Zahl gefunden^ loenn man die heiden Kdrper unter einem 
mideren Drmk und hei einer anderen Temperatur miteinander ver- 
gleioht, xoenn man nur dafilr sorgt, dafi der Druelc und die Tern- 
peraiur hei dem einen Gnse ehensohaeh sind ijuie hei dem a)idm*en. 

Dies wird immer vorausgosotzt, wenn die relative Dichto des 
eiuou Gases in bezug auf das andere angegeben wird. 

Zuin SehlusHO bemerken wir nochj daB die Formelu dieses 
und des vorigen Paragraidien nur dann gelten, wenn die Tem- 
peraturen init einem Luftthermometer, wie das in § 218 be- 
scliriobene gemossen werden. Ein gew5hnlich0s Quecksilber- 
thermometer gibt^ wie sich spater zeigen wird, nicht immer 
dioselbe Anzahl von Graden an wie ein Luftthermometer, 
wenn auch der Unterschied in der Eegel ziemlich gering ist. 

Man ist uhcreixigekor}imm) hei genauen Uniersuchungen diei 
Temperaturm immer in Gradm des JjufUhmnometers anmgehm, I i 
und wir wallm in der Folge immer annehmsn, dap dies ffesohiekv 
Dies schlieBt nicht aus, daB man bei den Versuohen ein Queok- 
eilberthermometer benutzen kann, wenn dieses nur zuvor mit 
einem Luftthermometer verglichen wordea ist. 

§ 220. Kinetisohe Ghtstheorie. Die Annalimen liber Mole- 
khle und molekulare Bewegungen, von denen im' vorhergehen- 
dan BO oft die Eede gewesen ist, haben zu einer vollstiindigen 
Theorie ilber das Wesen der gasfSrmigen Kdrper geftlhrt; 
die einfadim Idgensehaflm dieser Staffs erUdren sieh leioht aus 
d&r Wimnebewegung, wmn man ihnm 'mne so geringe Diohte m- 
sdmihif dap die JDimsmiomn der MoleMe und die Entfernungm, 
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auf tcelc.y iirei Teilchcn merklHi nti/i-inuiuhr t itiwirb ii, sriir kkin 
mid iiii VcryleMi rnit tin- milllmn Kntl'miunii xirwr niifriniiiiiler 
folgender Teilchen. 

Auh tlicscr Myitothoae folgt, dnB ji'dim (»usnudt‘kl\l 
Bewegung zum grdliten Teil tiUHi'ilhrt, wilhrcnd i'm vtdlkcutuiuin 
sich selbat llborhiKsen iat. Jklx flieiil in ijmtdtr I.inh fini, bin 
es in eim mhr kleine Enifemung mm idiiein nndm n Tfiblmn odtr 
ein&r f&slm Wand hmmt. Mit vnraudortor Hiiditmigr w4.zt ea 
dann seine Bewogung ■wiotler walmnid oiniger Zeit iu gurader 
Linie f6rt, so dali dio ganzo Halm zickzunkJdruiig wird. 

Was die gegonaoitige Kinwirkuiig zwaier MtilekUlu lintrifl’t, 
80 besteht dieao olmo Zweiftd zum Toil in oiiior Aiiziohung, 
was man annehmen muB, woil oin zti oinor KlliHaigkeit 
verdichtet werden kium. Verschiodotm Kraoluntuiugon uiaohen 
es aber wahrachoiulich, duB zwoi MuloktlUs wouti aio aich be- 
rUhren oder in eehr kloitui Kntfoniung vciut'iufuidor kommeii, 
auoh abatollendo Krilfto aufoinaiider auHilban. Boatilndon nur 
aolobe Krafte, so wQrde man sich die TciUdum unter dom 
Bilde elastischer Kugeln vorstellou kiinmni, dio in tnnom Uamn 
bin- und herfliegen und dabei wiederholt ztisammojmtolion. 
Dor Deutlichkoifc hiilber warden wir im folgondon von tliosem 
Bild vielfiich (iebrauch ninchoti, obgleich os oline Zweifel vtm 
der Wirklichkcit orhoblich abweic.ht. 

Aucb Ubcr dio Kiuwirkung zwischon (nn«m (Jasnudckttl 
und einer festen Wand maclion wir oino Animlimet, dio zwar 
fttr die Ableitung dor Resultate nicht notwendig ist, abor zur 
Vereinfacbung der Vorstellung loitet; wir wollon idlinlich sn- 
nehmen, daB die Wtode Yollkommen glatte, cksUmdio Ober- 
flftchen sind, von denen dio Molokftlo in dor in § 110 be- 
sprochenen Weise zurttckgaworfen warden. 

Der duroh das (las gi^m die utngelmHden Wdnde ausgeiible 
Drmk ist nun naoh dieser Auffmmng nirhls amlsres ats die Fuige. 
der Sts fie, toeUshe die Wdnde unaufhSrlitdi tK»n den Mulekiilmi w- 
Imdm, Er muB also von drd GrOflen abh&ngon, nanilleh von 
der Anzahl der Molektlle, von der Geschwindigkeifc, mit welcher 
sie sich bewegen, und von der Masse der ninzelnen Teilchen, 
Eb ist leicht einzusehen, daB, wie ee das Boyhmcha Gosotz vor- 
langt, der Druck zunimmt, wemi mehr Teilcbtm in einon Ilaum 
gebraoht werden, und ebeiiso, daB die Bpannung tunes Gases, 
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dessen Volum unverandert bleibt, beim Erwarmen zunimmt, nnd 
daB das G-as sich dabei ausdehnt, wenn eine der einschlieBen- 
zuriickweicben kann. Ein Gras ^erwarmen^^ ist 
namlic i nichts anderes - als den Molekiilen eine groBere Gre- 
schwindiglceit erteilen. 

Wir wollen der Einfachbeit halber ein G-efaB^von der 
Einbeit des Volums betracbten. DaB der Druck der Anzahl 
der in demselben anwesenden Molekiile und der Masse jedes 
einzeliien Teilcbens proportional ist, ist leicbt einzuseben. 
Was die Gescbwindigkeit betrifft, so ergibt sicb bei -naberer 
Betracbtung, daB der Druck 4mal, 9nial usw. groBer wird, 
wenn die Gescbwindigkeiten aller Molekiile verdoppelt, ver- 
dreifacbt werden usw. Dies ist leicbt begreiflicb, wenn man be- 
denkt, daB bei VergroBerung der Gescbwindigkeiten die Wande 
mebr StoBe von den bin- und hergehenden Molekiilen be- 
komnaen und daB auBerdem jeder StoB brftiger wird. 

Man harm das Resuliaty zu welchem man durch tJieoretische 
JB 67 *cchnunff koiumi, am huTzesicu ausdruckerij indem man sagt, 
dafJ der Zahlenwert des Dritckes pro Fldehmainheit zwei Drittel 
des Zahlenwertes der kineiisehen Fnergis istj die infolge der fort- 
schraitenden Bewegitng der Molekiile in der Yolvmemheit vor- 
handen ist 

Hat man also den Druck (in Dyn pro Quadratzentimeter) 
gemessen, so kennt man aucb diese kinetisebe Energie (in Erg 
pro Kubikzentimer). Da man aucb die Masse eines Kubik- 
zentimeters bestimmen kann, ist man imstande, die Gescbwin- 
digkeit der Molekiile oder besser, da sicb niebt alle gleicb 
scbnell zu bewegen braueben, eine gewisse mittlere Gescbwin- 
digkeit zu berechnen. Fiir Wasserstoff von 0® ist diese mitir 
lere Gescbwindigkeit 184000 cm pro Sekunde und aucb bei 
anderen Gasen betragt sie Hunderte von Metern, was mit dem 
Resultat von § 145 gut in Einklang stebt. 

§ 221. Ableitung der Beziebung zwiseben dem Druck und 
der molekularen Bewegung. Wir nehmen an, daB sicb das Gas 
in einem zylinderfdrmigen GefaB V (Pig. 209) von der Hohe h befindet, 
daB die obere Grundflacbe dieses Zylinders ein beweglicber Kolben Z ist 
und daB die Teilcben so klein sind, daB sie so gut wie gar nicht zu> 
sammenstoBen. Ein Teilcben P, welches die in der Figur angegebene 
Zickzacklinie durcblS,uft, wird in einer Kichtung senkreebt zu Z immer 
dieselbe Gescbwindigkeit baben. Bezeichnen wir diese Gescbwindigkeits- 
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komponente mit so ist die Anzahl der StoBe,. welche dieses Molekul 
allein^gegen Z ausubt, tiil(2h). 

Um Z an seinem Flatz festzulialten , miissen wir fortwabrend von 
auBeii einc Kraft K ausiiben, nnd diese ist es, die wir berecbnen wollen. 

Ganz in Kuhe bleibt der Kolben eigentlich nicht. 
Durcb jeden Sto6 erhalt er namlicli eine kleine 
Geschwindigkeit nacb auBen, aber zwisclien zwei 
aufcinander folgenden StoBen treibt die Kraft ihn 
wieder nacb innen nnd er stebt scbeinbar stilly 
wenn die BewegtingsgrdBe, die er in der Zeit- 
einbeit von der Kraft K erbalt, gleicb der Summe 
der BewegungsgroBen ist, die ibna in der Zeit- 
einbeit von den Molekiilen mitgeteilt werden. 

Die Masse des Kolbens ist so groB im Ver- 
gleicb mit der eines Molekiils, daB die Znriick- 
werfung dieses letzteren in der in § 119 ange- 
gebenen Weise stattfindet. Wir wollen die Masse 
des Kolbens ,u und die Masse eines Molekiils m 
nennen. 

Das Teilcben P bekomint jedesmal, wenn es Z trifft, eine Ge- 
scbwindigkeit 2 ^ 1 ^ in derjenigen binzu, welcbe es bereits batte*, es er- 
teilt daber dem Kolben die Ges cbwindigk eit 2 ???■ / jLf und also die Be- 
wegnngsgroBe .^ 2 m Summe aller BewegungsgroBen, welcbe 

dieses eine Molekiil in der Zeiteinbeit dem Kolben Z mitteilt, ist mu^'^lh. 
Die BewegungsgroBe, welcbe Z von der Kraft K bekommen muB^ ist 
SLho-^(m/h)2J^i^\ wobei die Summierung liber alle Gasmolekiile erstreckt 
werden muB. Die Kraft K wird nun durcb dieselbe Zabl (^rgest^lt, also 

h 

Ist endlicb S die Oberflache des Kolbens, so findet man fiir den Druck 
pro Flacbeneinheit 

Die bierin vorkommende Summe kann durcb einen einfacben KunstgrifF 
gefunden werden. Wenn man nSmlich in der Gasmasse drci aufeinander 
senkrecbte Koorclinatenachsen annimmt, von denen die erste senkrecbt 
auf Z stebt, so bestebt fur jedes Molekii]/ zwiscben der Geschwindigkeit 
u nnd den drei Komponenten derselben die Beziebnung 

also aucb fiir das gesamte Gas die Gleichung 

-h ^ ZvP-. 

Da das Gas in alien Eicbtungen dieselben Eigenscbaften bat, muB man 
annebmen, daB / 

^ Zu^'-= Zxi^ 
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ist. Hieraus folgt 
imd also 


Oder, wenn v === h S (^ 2 ls Volum ist, 


\ 


Die kinetische Energie ist 






( 6 ) 


■and man bekommt also 


A — \nhZ 24^ 


P 


lA 

32 ? ' 


(7) 


womit das oben Gesagte bewiesen ist. 

Nennen wir femer die Anzabl der MolekiUe in dem GefaB n und 
bestimmen wir eine Geschwindigkeit XI durch die Gleiclmng 


n ’ 

so kdnnen wir fiir (6) schreiben 


V = 


MTJ^ 




. ( 8 ) 


wobei wir nocli fur die gesamte Masse AL geschrieben baben. ^ 

Wir wollen die GrdBe U die mittlere Geschwindigkeit der Teilchen 
nennen, obgleich sie eigentlich die Geschwindigkeit ist, deren Quadrat 
gleich dem Mittel aller Geschwindigkeitsquadrate ist. 

Durch die Formeln (7) und (8) kann man A und JJ aus den GroBen 
ableiten, welche direkt gemessen werden kdnnen. Betrachten wir als 
Beispiel 1 g Wasserstoff von 0°, unter einem Druck von 76 cm, so ist 
11160, p = 1,013 X 10® (§ 205, f); man findet hieraus 

TJ = 184000 cm pro Sekunde. 


Hatte man die Berechnungen fiir dieselbe Temperatur, aber einen 
anderen Druck ausgefiihrt, so wiirde man, da sich v umgekehrt propor- 
tional mit p andert, dasselbe Resultat erbalten baben. B&i emer he- 
stimmien Temperatur ist also, die molelmla/re Oeschwinddgkeit des Gases "t 
• unahhdngig von der Dichte. Hfttte man dies als naheliegend voraus- 
gesetzt, so wiirde aus der Gleichung (8) das Boylesche Gesetz folgen. 

Da das Produkt pv beim ErwUrmen der absoliiten Temperatur pro- 1 
portional zunimmt, so ist nach (7) dasselbe bei A der Fall, wabrendj 
nach (8) die mittlere Geschwindigkeit der Quadratwurzel aus der ab- ' 
soluten Temperatur proportional ist. j 

Vergleicht man endlich zwei verschiedene Gase bei derselben Tem- 
peratur und unter demselben Druck, so ist in gleichen Volumen beider 
Kdrper dieselbe kinetische Energie enthalten; die mittlere Geschwindig- 
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keit U ist also umgekelirt proportioiial der Quadratwurzel aus der Dichte. 
Sie ist bei Wasserstoff grower als bei irgend einem andereti G-as. 

Zum SchluB bemerken wir nocli, daB die der Einfacbbeit balber 
gemacbte Voranssetzung, daB die Molekiile nicbt zusammenstoBen , wie 
fiicb gezeigt bat, nicbt notwendig ist, nm die mitgeteilten Resultate zu be- 
kommen. Allerdings wird durch das ZusammenstoBen zuweilen eiu Molekiil, 
Welches sonst gegen die Wand gestoBen sein wiirde, bieran verbindert, 
aber ebensogut werden aucb Teilcben durcb das Zusammentreffen mit 
anderen gegen eine Wand geworfen werden. 

Solange nur die Molekiile im Vergleicb mit den Zwiscbenraumen 
sebr klein sind, gelten die abgeleiteten Formeln aucb dann, weim eine 
sehr groBe Anzabl von ZusammenstoBen stattfindet. 

Aucb in einem GefaB von beliebiger Form wird der Druck durch 
die Gleicbung (7) bestimmt. 

§ 222. Bewegung der Bestandteile der Molekiile. Bisso- 
ziationserscheimingen. Wahrend sich der Schwerpunkt eines 
Molekiils fortbewegt (vgL § 170, a), konnen sich auBerdem die 
Atome, aus denen es besteht, in bezug auf diesen Punkt be- 
wegen; das Molekiil kann z. B. als Gauzes rotieren und die 
Atome konnen kreisformige Bahnen um ihren gemeinsamen 
Massenmittelpunkt beschreiben oder um eine Gleicbgewicbts- 
lage bin- und herschwingen, Diese Bewegungen wiirden, wenn 
sie aucb anfangs nicbt bestanden, von selbst entsteben durch 
die Krafte, die bei einem ZusammenstoB zwischen den am 
nachsten aneinander kommen den Atomen wirken; diese wtirden 
Gescbwindigkeiten bekommen, die nm so groBer sind, je groBer 
die Gescbwindigkeiten sind, mit denen die Molekiile selbst fort- 
scbreiten. Wird die Temperatur des Oases immer mehr erhokt, 
so werden sick die Atome schlie/Slieh so heftig hewegen, daji die 
Krdfie, durch wehhe sie mcsammengehalten werden, nicM mehr hi/n- 
reich&n, vmi das Zerfallen des Molekiils x/u verhindern. 

Die Cbemiker baben bei gasformigen Eorpern eine Anzabl 
sog. Dissoxiationserseheinungen beobacbtet, wie z.B. die Spaltung 
von in 2 NO 2 und die Spaltung von PCI 5 in PClg und Ol^. 

In diesen und ahnlichen Fallen kann man nicht sagen, dap fUr^ 
das Zerfallen eine bestimmie Temperatur erforderlich ist, so dap 
'imt&r dieser Temperatur gar keine und oherhalh derselben eine volU 
stdndige Spaltung in die beiden Bestandteile stattfinden wurde. Im 
Gegenteil, die Temperatur, bei welcher sicb die Dissoziation zuerst 
bemerklicb macht, und diejenige, bei welcher sie vollendet oder 
wenigstens weit fortgescbritten ist, begen mehr oder weniger aus- 
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einander, und bei jeder zwiscbenliegenden Temperatur ist ein 
bestimmter Teil des Stoffes dissoziiert. Dieser Teil wird bei 
weiterer Erwarmung immer groBer. Kehrt man nach einer 
Erwarmung zur ursprunglichen Temperatur zuriick, so stellt 
sicb aucb wieder der urspriingliche Grad der Dissoziation her. 

Um dies alles zu begreifen, mu6 man zunachst beriick- 
sichtigen, da^ sick in^ einer Gasmasse nieht alle Molelcule mit der- 
selben Gesekwindigheit bewegen. Zwei / elastische Kugeln, die 
anfangs dieselbe Geschwindigkeit haben, aber in Eichtungen, 
die einen Winkel miteinander bilden, werden in der Eegel 
nach einem Sto6 mit verschiedenen Geschwindigkeiten aus- 
einander gehen. Etwas Ahnliches findet bei den Molekiilen 
eines Gases statt, so da6, wenn auch fiir einen Angenblick 
alle Geschwindigkeiten gleichgroB waren, durch das Zusammen- 
stoBen Verschiedenheiten entstehen warden. Selbst bei verhdltnis- 
mdpig niedriger Temperaiv/r konnen einige Molehule Qeschwindig- 
keiien haben, die mit dermiitleren Gesehwindigkeit bei erhehlich Mherer 
Temperatur ubereinstimmen^ Geschwindigkeiten, die gro^ genug sind, 
um beim Zusammensiofien ein Zerfallen %u heioirken. 

Da^ aber bei jeder Temperatur immer nur ein bestimmter Teil 
des Stoffes dissoziiert istj hat die folgende Ursache. Sobald 
einige Molekiile dissoziiert sind, ist auch Gelegenheit fiir die 
umgekehrte Erscheinung gegeben. Zwei von den Atomgruppen, 
welche durch die Dissoziation entstanden sind, konnen zusammen- 
treffen, und dabei kann es geschehen, wenn es auch nicht 
immer stattfindet, daB sie sich wieder vereinigen. Je mehr 
Molekiile nun bereits zerfallen sind, desto groBer wird die 
Wahrscheinlichkeit, daB der letztere Vorgang eintritt. Schlie/S- 
lich entsteht ein Zustand, in ivelchem wdhrend einer gewissen Zeit 
ebensoviel Teilchen wieder aufgebaut werden als zerfallen, und dann 
werden die Mengen dissoziierten und nicht dissoziierten Gases 
und damit auch alle wahrnehmbaren Eigenschaften der Masse 
ferner unverS,ndert bleiben, obwohl es nicht fortwahrend die- 
selben Molekiile sind, die sich im unzersetzten Zustand in 
dem Gas befinden. Man kann einen in dieser Weise ent- 
standenen stationaren oder dauernden Zustand einen Gleichr 
gemchtsmstaoid nennen, obschon bier das Wort j,Gleichgewicht‘* 
in einem anderen Sinne gebr audit wird, als es gewohnlich in 
der Mechanik der Fall ist. 

Lorentz, Lelarbuch der Phyaik. I. 23 
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Das Oleichgewicht wird gesiort, sobald man die Temperaiw 
dndefrt Beim Erwarmen nimmt die Anzahl der Molekiile, welclie 
in einer bestimmten Zeit zerfallen, zu, wahrend die Anzahl 
der Vereinigungen noch nicht ^^fort. groBer wird.! .Alsbald 
wird aber diese letztere Anzahl, gerade weil mehr freie Atome' 
Oder Atomgruppen entstanden sind, wieder so weit gestiegen 
sein, daB sie aufs neue gleich der Anzahl der Zersetzungen 
geworden ist. ^ 

§ 223. Avogadrosclies Gesetz. Wenn %wei Kdrger^ v}elche 
sick be/rUJiren, hinsiehUieh des Wdrmeaustamolies in einen Qieich- 
getvicJUsmsiand gekommen sind, wenn sie also dieselba Temperaittr 
angenommen haben, so 7)iufi eine gewisse Beziehung zioischen der 
Starke der molekularen Bewegungen in dem einen und in dem anderen 
hesiehen, Bei gasformigen Korpern.ist es gelungen, diese Be- 
ziehnng aus der Theorie abzuleiteii; man hat bewiesen, da^ 
h&i derselhen Temper atur in alien Gasen die mitilere kimtisQh^ 
^^ 9^ der fortschreiienden Bewegung eines Molekuls gleichgro^ ist, 
Vergleicht man ferner zwei Gase nicht allein bei derselben 
Temperatur, sondern anch unter demselben Druck, so muB 
j nach dem in § 220 Gesagten auch filr beide die gesamte kinetisohe 
j Bnergie aU&r m der Yolumeinheit enthaltenen Teilchen gleichgroB 
sein. Wenn man beide Satze miteinander verbindet, so komnat 
man zu dem Avogadroschen Gesetz, welches besagt, dap h&i 
d&rselhen Temperatur und unter demselben Druck gleiclie Raumteile 

I i verschiedmer Qase gleichviel MolekiXle enthalten^ dap also die Mole- 
hdorgewickte dm Dichien unter den genarmten gleioheh Umstdnden 
proportional sind. 

Dieses Gesetz ist fiir die Cihemiker von groBer Bedeutung, #- 
weil es die Bestimmung des Molekulargewichts gasformiger 
Korper ermogiichi Umgekehrt kann es dazu dienen, wenn 
man die Molekularfomael eines Gases im Gedachtnis hat, -die 
Dichte desselben in bezug auf WasserstofP anzugeben. 

Das Avogadrosche Gesetz gilt auch filr Gasgemisohe^ denn auch 
bm diesen hangt der Druck in derselben Weise wie bei einem 
mnfaohen Gas von der in der Volumeinheit anwesenden kineti- 
achen Enei^e ab, und bei derselben Temperatur ist die mittlere 
Mnetieche Energie eines Molekuls in alien Gasen, einerlei ob 
sie gemischt sind oder nicht, gleichgroB. 

Im allgemeinen kann also die Anzahl der Molekiile in 
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der Masseneinheit eines gasformigen Korpers, der mit Wasser- 
stoff von derselben Temperatur und unter demselben Druck 
verglicben die Dicbte d bat, durch N j d ausgedruckt werden, 
wenn N die Anzahl der Molekiile in der Masseneinheit Wasser- 
stoff bedeutet. 

Der Umstand, daB der Wasserstoff die Gesetze von Boyle 
und Gay-Lussac fast ganz genau befolgt, rechtfertigt die 
Annahme, daB diese Zahl N bei alien Temperaturen und 
Drucken gleichgroB ist Aucb bei jedem anderen Gas, welches 
die genannten Gesetze befolgt und fiir welches also d eine 
Konstante ist (§ 219), muB die Anzahl der Molekiile unverander- 
lich sein. Wmn man aber, wie z. B, bei ^ 2 ^ 4 ^ beobachiet, da^ 
d bei Temperaturerkohung kleiner wird, so mup man sohliefien, 
dap die Anzahl der Molekiile zugenommen haij dap also eine 
JDissoziaiion stattgefunden hat 

Nattirlich involviert das Kleinerwerden von d, daB ISI^O^ 
vom Gay-Lussacschen Gesetz abweicht und daB der Druck 
des Gases, wenn es in einem GefaB von unveranderlichem 
Volum eingeschlossen ist, schneller zunimnit als die absolute 
Temperatur. Die Sache ist die, daB von den Molekiilen, die 
infolge der Dissoziation mehr entstehen, jedes fiir sich gegen 
die Wand stoBt; die Geschwindigkeit, mit der sie dies tun, 
wird durch die Regel bestimmt, daB die mittlere kinetische 
Energie dieser Molekiile ebensogroB ist wie die der Molekiile 
jedes anderen Gases bei derselben Temperatur. 

Wir bemerken hierbei, daB bei der Spaltung der Molekiile 
die anziehenden Krafte zwischen den Atomeh iiberwunden 
werden miissen und daB sie also Zufubr von Energie erfordert. 

§ 224. Diffusion der Gase. Wenn die Gasmolekiile iiber- 
haupt nicht zusammenstieBen, wiirden sie infolge ihrer groBen 
Geschwindigkeiten bereits in einem kleinen Teil einer Sekunde 
betrachtliche Wege in geradfin Linien durchlaufen. Zwei neben- 
einander liegende Gasmassen wiirden sich daher sehr schnell 
miteinander vermischen. Die Beobachtung lehrt jedoch, daB 
dies nicht der Fall ist, wird z. B. in der einen Ecke eines 
Zimmers ein Gas entwickelt, welches am Geruch kenntlich ist, 
so kann es ziemlich lange dauern, bevor es an der gegeniiber- 
liegenden Seite wahrgenommen wird. 

Dies ist eine Folge des ZttsammensioPens mit ande/ren Teilchenj 

23 * 
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wodurvh ein ^^okkul mwh >kr »vilr. r^m tkr hrrkHmmI, luriit^ 
g^warfm wenkn bmnx bt^nrhivibl. in iniis»r St‘kiiiuii» mm 
Zickzacklinin, din /wur vtnin ffiHuinrl smi Mrli-rn huv^ itt, 
auf der mi'h abrr iIiih MnlnkUl Irui/.dntu liinht wnit vuin Aua- 
gangHpuiikt nntfnrnt m ImlHii briinrhi. 

■Eiun kmgmms. VnrnHHnhiing ndt^r IhffusHm iAWninr Clai© 
findnt jadtudi irnmnr hUMi mi nin htngiiiuiinr. jn flftar 
nin MolakUl luit niiunii ainlnmn iitmi jn kkiiiir 

die Kntfarnung mi, din ni ■mmchm /win atiitntnindnr Ifdicnitdea 
ZuaammenBtdBeii durtddiUift. IdrMn Kntlnriuing niitlirlioh 
niclit fi\r all(^ MnlnklUn din.HidiH\ hu ibilS mir vi»n ninnr Ht» 
Htimrnung ihrea miltlnnni Wt^rin^ din Hriln ^tnii kiitin. Ztt 
dienem Zwnttkn kihunni tdnni din Vnrf^midin tlbm* tlin Idtriimoo 
sowia audera Kraclndmiiigini, din wir in dm bindan Idlgimdtn 
Paragra|ditni htiBprarhtnt wrrdnru dsminri. 

Om tnuciVaratellung %‘nu dnr gntlSnn An/ntil dnr Zu?iimusma« 
stSBe m gnban, ©rwllhnan wir, daH sn \tm aaltr 

einem Druck nm TBcnii dnr Unirrllniidn Ati.HtBtid daraliBnhidtl^ 
lioh nur 0,000017 cm bntrilgt Mit Hnriirk^^iidiiligiiiig tlif?i frilhiir 
fllr die Gaiohwimligkcit iitigcfillirlim W'nritn^ limbn. man» daB 
ein Molckfll in dtir Snkimdn tinunf^ibr 
erleidat 

AIb Btuapiel cincB ViTimclini tllinr dm iHHu^insi ndlgn tine 
der Haobaciilungcn ¥nn Ijuiclimidl dnninii. Zmn itlaiirlShrtn 
ton jn 4H,7 om L&ngt nnd 2,0 cm i 4m mi dinn 

einen fckide giBchlowati warmi, wurdtin itm mw mit Knlikrn* 
lEurii und die andiirii mit Wii^str^lnll gnfnllt, in vcrtikaltr 
Sttllung mit dtr Ifftfidniig iiyfmiiiifidnrg«f.imt/4, iiml mur it, 
daB tioh die mit Kohlim«iiire gidilltin Erdirn iiiiiini Imfand. 
I)ai ktetifii war imlwtndsg, dmmil mtm Vnrmimdisiiiii mir tlureh 
die molekttkran Bewtgmigen Mint niclil m4 »c!iiit4!er dureh 
den BJintiuB dar Sdiwerkrafl kniintn, Al» citr 

Inhalfc der RBhreti nmdi iiiimr ttidtmn Kinmin wnier^ticlil wtirdt, 
5&eigta es iicdi, daB mir tier Kiildim^iiiirn in die tlitrt 

Rtihre eingedrungan war* 

§ 225* Wi*rmtliitmaf* Amdi in inntmi iiattm, tier gim^ 
mit einam niul dcmHalbtn tla^r gcfidtl ciU timbd idna fcirt- 
wllhrcnda VermiMcdiung dtr fernchicilnm’is 8i4iirfil«n Wir 

kBnnen diaa bamerken, wimsi dan Hctdclilan 


§§ 225—226] Eigenacliaffcen der Gase. 357 

irgend ein Unterschied besteht, wenn z. B. die oberen eine 
bobere Temperatur baben als die unteren. Diejenigen Molekiile, 
denen. es trotz der ZusammenstoBe gelingt, aus der oberea 
Halfte des GefaBes in die untere zu kommen, bringen ibre 
Gescbwindigkeit mit und bewirken^ daB die mittlere Geschwindig- 
keit unten im GefaB zunimmt; oben im GefaB dagegen wird 
diese Gescbwindigkeit kleiner, da die eben erwahnten Teilcben 
bier dnrcb andere ersetzt werden, die von einer Stelle niedrigerer 
Temperatur kommen und daher eine kleinere Gescbwindigkeit 
besitzen. 

DaB nun nacb einiger Zeit nicbt in jeder HMfte des 
Raumes derselbe Stoff entbalten ist wie anfangs, konnen wir 
nicbt beobacbten; das einzige^ was wir bemerken^ ist das, daB 
die Temperatur unten bober und oben niedriger geworden ist. 
Die Erscbeinung ist scbeinbar von derselben Art wie die Warme- 
leitung in einem kupfernen Stab und man gebraucbt flir die- 
selbe auch denselben Namen, aber eigentlicb wlirde man von 
der Diffusion zweier Gasmassen von ungleicber Temperatur 
sprecben konnen. Auch diese Diffusion gebt langsam vor sicb, 
mit anderen Worten, die Oase sind schlechte Wdrmeleiter, Ibr 
Leitungsvermogen wiirde viel groBer sein, wenn ein Molekiil 
nicbt immer wieder nacb kurzer Zeit durcb andere zuriick- 
gebalten wiirde. 

Es verdient bemerkt zu werden, daB auch die Zusammen- 
stofie der Teilcben der einen gegen die der anderen Schicbt 
den Ubergang einer gewissen Menge kinetiscber Energie, d. h. 
einer gewissen Menge „Warme^" zur Folge baben. Bei Gasen 
von nicbt zu groBer Dichte tritt dies jedocb in den Hinter- 
grund und kann man die Warmeleitung als eine Vermiscbung 
der Scbicbten von verschiedener Temperatur auffassen. 

§ 226. Innere Reibung. Von dieser (§ 213) kann bei 
gasformigen Korpern eine ahnlicbe Erklarung gegeben werden 
wie von der Warmeleitung. B[at ein Gas eine stromende Be- 
wegung, so baben alle Molekiile auBer der unregelmafiigen 
W^rmebewegung noch eine gemeinscbaftlicbe Gescbwindigkeit 
(„Stromungsgeschwindigkeit^^) in einer bestimmten Richtung. 
1st nun diese (Fig.202, S. 332) nacb rechts gericbtet und oberbalb 
der Ebene V groBer als unterbalb derselben, so wird dieser 
Unterschied durcb den Austauscb von Teilcben zwiscben den 
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beiden Schichten kleiner werden. Dabei werden namlich unter- 
halb V Molekiile, die auBer der Warmebewegung eine kleine 
Geschwindigkeit nach recbts baben, durch andere mit einer 
groBeren Gescbwindigkeit ersetzt. Beim ZusammenstoBen der- 
selben mit Molekiilen, die bereits unterbalb V waren, wird 
sicb die groBere Gescbwindigkeit anf alle Teilcben unterbalb 
V verteilen, aber dann wird natiirlicb die Gescbwindigkeit, 
welcbe die ganze Scbicbt nacb recbts besitzt, groBer als sie 
anfangs war. Oberbalb V findet das entgegengesetzte statt 
und fur den Beobachter kommt alles auf dasselbe binaus, als 
ob keineMaterie durcb dieEbene bindurcbgegangen sei, sondern 
das, was liber derselben liegt, den anderen Teil durch eine 
tangentiale Kraft mitgerissen babe. 

Wir sahen in § 213, daB infolge der inneren Eeibung ein 
gewisser Druckunterschied erforderlich wird, um eine Fllissig- 
keit Oder ein Gas durcb eine enge Eohre zu treiben. Bei 
einem Gas kann man sicb von dem, was in der Eobre statt- 
findet, in folgender Weise eine Vorstellung macben. Die Eohren- 
wand ist selbst aus Molekiilen zusammengesetzt und mit einer 
verdichteten Gasscbicht bedeckt. In diese Scbicbt kommen 
unaufhorlicb neue Teilcben aus dem Innern der Eobre, wabrend 
andere Molekiile die Grenzscbicbt verlassen. Wenn nun die 
ersteren Molekiile auBer der Warmebewegung eine Ge- 
schwindigkeit in der Langsrichtung der Eobre baben, so werden 
sie diese, wenn sie in der Wandschicbt angekommen sind, 
scbnell verlieren, und die Molekiile, welcbe an ihre SteUe treten, 
verlassen die Wand obne eine solcbe Geschwindigkeit. StrSmte 
nun das Gas anfangs im Innern der Eobre fort, aber wiirde 
die Stromung nicht unierhaltm, so wiirde sie nacb einiger Zeit 
infolge dieses Austauscbes von Molekiilen vollstandig ver- 
scbwunden sein. SoU eine konstante Stromungsgeachwindigkeit 
bestehen bleiben, so muB immer wieder neuen Molekiilen — 
namEcb denjenigen, die aus der Wandschicbt stammen, — 
eine Geschwindigkeit erteilt werden, und hierzu ist ein fort- 
wahrender Druckunterschied notig. 

Da die molekularen Grescliwindigkeiten bei Temperaturerliohuiig 
zunehmen, ist es begreiflicb, daB der Austausch von Teilcben durch die 
Ebene V in Pig. 202 bindurch Oder zwischen der Wandschicbt und dem 
Innern in einer Kapillarrdhre dutch eine Temperaturerhohung befordert 
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wird. Wirklich ergibt sich aus Versuchen uber das StrSmen von Gasen j 
durcb enge Kbliren, daB die innere Reibung beim Erwamen groBer wird. 
Bei Pliissigkeiten ist das entgegengesetete der Fall. 

Die innere Reibung der Gase macht sich auBer bei der 
Stromung durch enge Rohren auch bei vielen anderen Er- 
scheinungen bemerkbar (vgl. § 214). Alle Bewegungm in einer 
Gasmasse werden durch sic geddmpft Sie trhgt dazu bei, die 
Stlirine zur Ruhe zu bringen und die Schallschwingungen zu 
dampfen. 

Nach dem Gesagten wird es einleuchten, daB das Studium 
einfacher Falle, bei denen die innere Reibung im Spiel ist, 
zu einem SchluB uber die Lange des Weges ftthren kann, den 
ein Molekul durchschnittlich zwischen zwei aufeinander folgen- 
den ^usammenstoBen durchlauft. A.uch die ^^armeleitung 
kann zur Bestimmung dieses Weges dienen. Die auf diese 
Weise erhaltenen Resultate stehen sowohl untereinander als 
•auch mit denjenigeuj welche man aus den Diffusionserschei- 
nungen abgeleitet hat, in befriedigender Uebereinstimmung. 

Diese Lange steht im Zusammenhang mit der GroBe der 
Molekiile und mit ihrer Anzahl; denn je kleiner die Teilchen 
sind und je geringer ihre Anzahl ist, desto grSBer ist die 
Wahrscheinlichkeit, daB eins derselben eine groBere Strecke 
durchlSiuft, ohne mit einem anderen zusammenzustoBen. 


Die mathematisclie Theorie der inneren Eeibung hat zu dem merk- 
wiirdigen Besultat gefiihrt, daB sie bis zu sehr hohen Verdiinnungen 
von der Dichte des Gases unabhftngig ist (obgleich sie, wenn die Dichte 
noch weiter abnimmt, doch scblieBlich kleiner wird). Allerdings wird 
die Anzahl der Teilchen, die pro Zeiteinheit durch die Ebene V 
(Fig. 202) gehen, bei Verdiinnung kleiner, aber da die Wahrscheinlichkeit 
eines ZusammenstoBes vermindert wird, so werden die Teilchen aus der 
einen Schicht tiefer in die andere eindringen, wodurch die Vermischung 
befdrdert wird. Die Beobachtung lehrt wirklich, daB das in § 214 
besprochene Mitfiihren der einen Scheibe durch die andere bei der 
hdchsten Verdiinnung, die man mit einer gewohnlichen Luftpumpe ^ 
erreichen kann, noch in demselben Grade geschieht wie beim gewohn- i 
lichen Luftdruck. Dies ist eine der bemerkenswertesten BestStigungen 
der kinetischen Gastheorie. 


§ 227. Brack einer Gasschicht gegen eine andere. Im 


vierten Kapitel haben wir wiederholt Yon dem Druck ge- 
sprochen, den der eine Teil eines Gases gegen den anderen 
ausiibt; wir stellten uns dabei vor, daB jeder Teil fortwahrend 


) 
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aus derselben Materie besteht. Man wiirde diese Auffassung 
aufgeben miissen, wenn in den Raumteilen, welche man be- 
trachtet^ nur wenig Molekiile enthalten waren. Enthielte z. B. 

1 cbm eines Gases 100 Teilchen, so wiirden die Teilchen, die 
sich in einem bestimmten Augenblick in einer Scbicht von 
1 cm Dicke befinden, infolge ihrer Bewegung schnell nach 
alien Richtungen bin zerstrent sein; auch wiirde man dann 
scbwerlich von einem Druck sprecben konnen, der von den 
angfenzenden Teilen des Gases ausgeubt wird, da die Scbicht 
die meisten Molekiile, die von diesen Teilen angeflogen 
kommen, ungehindert durcblassen wiirde. 

In Wirklichkeit liegt die Sacbe bei Gasen von gewohn- 
licher Dicbte anders. Da die mittlere Weglange zwischen 
zwei ZnsammenstoBen noch kein zebntausendstel Zentimeter 
betragt, so wird z. B. bei einer Scbicht von 1 mm Dicke der 
Austauscb von Molekiilen mit der Umgebung aiif die Nahe 
der. Seitenflacben beschrankt bleiben und kann eine solcbe * 
Scbicht wabrend geraumer Zeit als aus denselben Teilchen 
bestebend angesehen werden. Teilchen, welche aus der Um- 
gebung kommen, stoBen in geringer Entfernung von der Ober- 
flacbe gegen Molekiile, die zu der Scbicht geboren und uben 
also gegen diese einen Druck aus in einer Weise, die nicbt sehr 
verschieden von dem Vorgang ist, der stattfinden wiirde, wenn 
sie gegen eine feste Wand stieBen. 

§ 228. Temperaturandernngen bei adiabatischer Ansdeh- 
nimg und Zusammendriickung. Wenn ein Kolben, der eine Gas- 
masse in einem zylinderformigen GefaB abscblieBt, festgebalten 
wird, 80 wird ein Molekiil mit derselben Gescbwindigkeit 
zurlickgeworfen, mit der es gegen den Kolben stoBt. Dies ist 
nicbt mebr der Fall, wenn sicb der Kolben bewegt. Weicht 
er zuriick, so kebrt ein Teilchen mit geringerer Gescbwindigkeit 
zuriick als die, mit der es den Kolben erreichte; wird der Kolben 
nach innen getrieben, so ist das entgegengesetzte der Fall, 

Da diese Gescbwindigkeitsanderungen bei alien Teilchen 
vorkommen, die den Kolben treffen, so wird die mittlere Ge- 
scbwindigkeit der moleknlaren Bewegung und also die Tem- 
peratur des Gases verandert werden. Dies ist auch der Fall, 
wenn das Gas durcb eine Quecksilbersaule, die zuriickweicht 
Oder nach innen gescboben wird, oder selbst durcb eine andeie 
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Gasmasse begrenzt wird (vgl. § 227). Im atlgemeinen sinkt die 
Temperatiir eines Oases, wenn es sick ausdehnt, und st&igt sie, wmn 
es xusammengcdriiokt wird, 'wenn nicht die Temperatur durch 
Wiinnezufulir von auBen oder durch Abgabe von Warme an 
die Umgebung konstant gehalten wird. 

Voluinanderungen, die bei konstanter Temperatur statt- 
finden, wollen wir isothermische nennen; dagegen werden Ande- 
rungen, bei denen jeder Wilrmeaustausch mit der Umgebung 
ausgoschlosaen iat, adiahaiische genannt. Urn diese vollkommen 
zu verwirldichen, mtiUte man das Gas in ein GefaB einscblieBen, 
desacn Wtludo keine Whrme durchlassen. 

Solchc Wiinde gibt es in Wirklichkeit nicht; man harm 
jedoeh sehr sdinella Anderungen ah adiabaiisahe betrachten, da bei 
dioson die I'llr oiium merklichen Warmeaustausch mit dem 
GefilB erforderliclie Zeit fehlt. 

Man boobachtet daher auch iieim plotzlichen Nieder- 
drtickou oiiuss Kolbons in einem starken Glasz,ylinder (pneu- 
inatiaches b'cuerztnig) eino Wllrmeentwicklung, die hinreicht, 
uin etwas vSchwefcilkohlenstoll'dampf, den man in die Luft im 
Zyliudor gobracht liat, zu ontziinden. Umgekehrt sinkt bei 
schnollcr LuftverdUnnung die Temperatur unter der Glocke 
eiuer Luftpuinpe bo weit, daB, wenn die Luft feucht ist, ein 
Nobel entateht. 

Die Beohachtungen tlber die adiabatischen Volumande- 
rungen einer Luftmasse haben gelehrt, daB, wenn z. B. Luft 
von 15“ plBtzlich auf ein Ftlnftel des ursprhnglichen Volums 
zuBaminongedrUokt wird, die Temperatur auf 280“ steigt; bei 
Ausdohnung auf das E'linffache des urspriinglichen Volums 
whrdo sich das Gas, wenn die gewBhnlichen Gesetze fort- 
wilhroud gllltig blieben, auf — 120“ abkilhlen. 

§ 229. tjrbereinstimmung mit dem Gesetz von der Er* 
haltung der Energie. DaB die besprochenen Erscheinungen 
mit dem Gesetz von der Erhaltung der Energie in Uberein- 
stimrauiig sind, ist leicht einzusehen. Eine Gasmasse, die sich 
in einem Zylinder unter einem Kolhen befindet, iibt gegen diesen 
eitien Druck aus und verriohtet also bei der Ausdehnung eine 
Arbeit, was imr mSglich ist, wenn die innere Energie abnimmt. 
Was die Molektilo an kinetischer Energie verlieren, findet sich 
als kinetische Energie des Kolbena selbst wieder, wenn dieser 
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eine merkliclie Grescliwmdigkeit bekommt, oder als potentielle 
Energie, wenn durch. die Bewegung des Kolbens ein Gewicht 
gehoben wird; sie kann auch dazu gedient haben, eine Mascbine, 
die mit dem Kolben verbunden ist, in Bewegung zu setzen. 

Umgekebrt entspricht beim Niedergehen des Kolbens die 
Vermebrung der Energie der Molekiile der Arbeit der auBeren 
Kraft, die den Kolben nach innen treibt, also einer Verminde- 
rung der Energie in dem Korper des Experimentators, wenn 
dieser selbst die Kraft ausiibt. 

Natv/rlich mrrichtet ein Gas keine A rbeit, wenn es si ck aus- 
dehni, ohrie einen anderen Korper in Bewequnq %u setzen, d, h. 
wmn es in eine n luftleeren Baum eindringt, Dann bleibt also 
die innere Energie unverandert, und die kinetiscbe Gastbeorie, 
nacb welcber diese Energie kinetiscbe Energie ist, erfordert, 
daB die molekulare Gescbwindigkeit und die Temperatur un- 
Yerandert bleiben. 

Ein Versuch von Joule bat diese Erwartung bestatigt. 
Er verband zwei gleicbe Zylinder durcb eine flobre mit einem 
Habn und stellte beide in dag Wasser eines Kalorimeters. 
Anfangs war der eine Zybnder luftleer, der andere mit kom- 
primierter Luft gefullt, und es zeigte sich dann, daB beim 
Offnen des Habnes die Temperatur des Kalorimeters keine 
Anderung erfuhr, so daB aucb das Gas, ohne Warme aufzu- 
nehmen oder abzugeben, seine urspriinglicbe Temperatur be- 
balten bat. 

Urn die Bedeutung dieses wichtigen Versucbes besser ber- 
vortreten zu lassen, wollen wir fiir einen Augenblick von der 
kinetischen Gastbeorie abseben und bei unseren Schliissen nur 
das Gesetz der Energie gebraucben. Das Wasser im Kalori- 
meter hat dieselbe Temperatur bebalten, und das Gas bat also 
keine Warme aufgenommen. AuBerdem bat es keine Arbeit 
verrichtet; desbalb ist die innere Energie nicbt verandert, 
wenn aucb das Volum groBer geworden ist. Der Versucb 
lebrt uns also, da§ die innere Energie einer Qasmasse, weleke 
auf konsianter Temper atu/r gehalten mrd, unahhdngig vom Volum 
isL Die kinetiscbe Theorie gibt nun von dieser Unabbangig- 
keit Rechenschaft, indem sie annimmt, daB sicb die Teilcben 
des Gases nicbt merklicb anzieben, so daB von einer poten- 
tentiellen Energie, die bei Ausdebnung zunebmen wiirde, keine 
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ist, und daB die Molekiile bei einer bestimmten Tem- 
immer dieselbe Geschwindigkeit haben, einerlei ob das 
^liim groB Oder klein ist. J 

Das Gesagte ist jedoch ebenso wie die Gesetze von Boyle und 
^^^^“Lussac nur annabernd rich tig. In Wirklichkeit erleidet die Tern- 
bei adiabatischer Ausdehnung, aucli wenn keine auBere Arbeit 
r'^^i^btet wird, eine Erniedrigung , die, wenn die urspriingliche Dichte 
'•^tt zu groB ist, sehr gering ist, aber, wenn man mit einem stark zu- 
''^tnengedruckten Gas beginnt, erheblich werden kann. Man hat diese 
^*^peraturerniedrigung sogar zur Verflussigung von Gasen benutzt. 

§ 230. Spezifische Warme bei konstantem Voluni und bei 
^tistantem Druck, Wir wollen annebmen, in einem Zy Under 
f^finde sich unter einem Kolben ein Gramm irgendeines Gases; 
Temperatnr desselben sei 0®. Dieses Gas erwarmen wir nun 
1 und zwar, wabrend wir den Kolben festbalten und also 
Ausdehnung verbindern. Die Warmemenge, welche wir 
dem Gas zufiahren mlissen, heiBt die spezifische Warme 
Jwnsfantem Volum und soil mit bezeichnet werden. Sie 
dazitj um dem Qas die innere Energie zu gebeUy die es hei P 
hat als hei (9®. 

Wir wiederbolen jetzt den Versuch mit dem Unterschied, 
iaU wir den Kolben sich frei bewegen lassen und dafiir sorgen, 
ia>B das Gas fortwahrend denselben Druck austibt. Um die 
nnere Energie zu vergroBern, ist wieder dieselbe Warmemenge 
^rforderlich wie soeben; diese Energie hat namlicb bei 1 ® einen 
oestimmten Wert, einerlei ob das Gas einen kleinen oder einen 
jroBen Raum einnimmt. Aber das Gas verrichtet jetzt, wabrend 
0S den Kolben forttreibt, eine Arbeit, und aus diesem Grund 
naiiB mehr Warme zugefiibrt werden als bei dem ersten Versuch. 

Die Anzahl der Kalorien, welcbe jetzt erforderlicb ist, 
bieiBt die spezifische Warme hei konstantem Dricck und soil 
mit bezeichnet werden. 

Man kann die Versucbe auch umkehren. Kiihlt sich das 
Gr-as bei konstantem Volum von 1® auf 0® ab, so gibt es eine 
Warmemenge ab; aber es gibt mehr Warme ab, namlicb 
eine Menge wenn der Druck konstant bleibt und es sich. 
a.lso zusammenzieht. Der tiberschuB von Warme ist in diesem 
Fall durch die Arbeit entsianden, welche die auBeren Krafte 
-srerrichten. 


3G4 


Fiinftos Kai)itel. 


[S 2B0 


TJni die spoziliHche Wllrmo oiiieB (iiasos zu lacHsen, lilBt 
man es erst durch oine erwarnito, H])iralt‘()rniifjf gewuiideiie 
Rdhre iind danii durch (3ine (ihcnaolche R()hre atrtUuen, die 
sich in oinem Kalorimetor befindot Die Tenii)eraturerhr)luing 
dieses letzteren, die Tomperaturen, mit deiieu das ttas das 
Kalorimeter erreicht und verlilBt, die Gasmenge und der 
Wasaorwert des Kalorimetera aind die Datciij aus dcmeii man 
die apezitiache Warme ableiten kann. Dan RemUai ittt dm 
s]:)exifi8ehe Warme hei konatanUnh Driwk, Man wilrde dies un- 
mittelbar einsehen, wenn daa Gas aiif aeinem Weg durtdi das 
Kalorimeter Uberall donaelbon Druck ausllbte, aber man Icann 
beweiaen, daB es aucli richtig iat, wenn ein nierkbarer 
DruckimterBcbied niHig ist, uin das Gan fortzubewegen, 

Zu (UcHem Zweeke kann iium IJetnuditungon wie dio von § 211 
(B, S25) und cine Figur wie Fig. IHH hnmitxnn; nur iHt oh jotzt: iddit 
n(3tig, daB din Durcliacbnitte a und h vcnwhit'clonc habenu Wir 

wollen annoluncn, daB dor l\nl dor Kdbro zwiHcljou «' imtl h sitsh an 
Kalorimeter befindet, daB also a und a' in dom warincui und b nnd // 
in dom abgektlhlten Gas liogon. Es aoi /j die^ I’oinporatur in dum 
Baum a a' und die in b //, der Druck in a, dor in by da« Vtdum 
zwiscdien a und «' und das zwiBcIien b inid //, Da angenorninmi wlrd, 
daB dioselbe Gasmtmse, die erst zwinchmi a und b Uogfc, sich apEtor 
zwiecheu a' und b' befinchd, bat man boi ciner statloiiEren Bewegung 

Pi r, ^ Pa r® 

I + « /j I -p « (f.jj 

'Die Arbeit der EuBoron KrEffce auf die Maase zwiacbon a und b ist 


Pi - Pa t’g . , (11) 

Da man von der kitmtlsehon Knergie absehen kann, die daa (ilaa bei 
seiner geringen HtrBmungsgeacbwindigkeifc hat, so kornmt eine dieser 
Arbeit Ecpiivalente Wtrmemenge zurn Voracbeiu, auflerdem nodi die 
Wknno, welcbe der von dem Gas vorlorenen inneren Energie entaprUdit 
Wilre aber eine Gaemenge glelcb deijeuigan, walche zwiacdien a 
und a' enthalton ist, in ein GefftB gebraeht imd bai dem konstanfen 
Druck Pi von auf abgekUhlt wordan, so wUrde das Volum 


I « 4 
"1 4* « h 


geworden seiu, und die Arbeit des EuBeren Druckes wUrde 
’ Ih (»i »«') 


eeiii, was gleich dem Wort (0) ist, 

FUr Luft fand Regnault 


0,2B77, 


f 


§ 231] 


Eigenschaften der Gase. 


365 


wobei noch zu bemerken ist, da6, abgesehen von kleinen Ab- 
weichungen, diese Zahl immer die spezifische Warme bei 
konstantem Druck angibt, einerlei wie hoch der Druck ist. 

Alls einem naheliegenden Grunde ist es nicht moglich, 
die spezifische Warme bei konstantem Volum durch einen 
direkten Versuch zu bestimmen. Da aber der Ilnterschied 
zwischen und in engem Zusammenhang mit den in den 
vorhergehenden Paragraphen besprochenen Erscheinnngen steht, 
so hat man in der Beobachtung der letzteren ein Mittel, durch 
welches man g^ finden kann, wenn bekannt ist. Auf diese 
Weise hat man gefunden 

= 0,1692. 

§ 231. Bestimmung des mechanisohen Warmeaq[uivalentes. 
Der Unterschied g^ — 0,0685 Kalorien ist nun die Warme- 
menge, welche verbraiicht wird, urn den Kolben oder sonst 
einen begrenzenden Korper fortzubewegen, wenn 1 g Luft bei 
konstantem Druck von 0^ auf erwarmt wird. Es sei der 
Druck p Dyn pro Quadratzentiineter und das Volum v Kubik- 
zentimeter, also die Ausdehnung bei der Erwarmung ccv. Die 
Arbeit, welche das Gas vorrichtet, ist dann (§ 207, b) ccpv Erg, 
und da nun ftir diese Arbeit — g^ Kalorien gedient haben^ 
findet man fiir das mechanische Equivalent der Warmeeinheit 




apv 


( 10 ) 


Ist der Druck gleich 76 cm Quecksilber, so ist p = 1,013 X 10® 
und V — l/0,ppi,293.. f Man findet also 




1,013 X 10^ 


273 X 0,001293 X 0,0685 


= 419 X 105. 




Dies ist die Bestimmung, an welche bereits in § 143 gedacht 
wurde.' Da sie auf der Kenntnis von beruht, die man durch 
Versuche iiber die Temperaturveranderung bei adiabatischer 
Zusammendriickung oder Ausdehnung bekommen hat, kann man 
auch sagen, da6 der Wert von E aus diesm Versuchen abgeleitet 
ist. Da6 dies moglich ist, sieht man leicht ein. Wird ein Gas 
adiahatisch zusammengedriickt, so kaipm inan aus der Volum- 
verminderung und dem auBeren Druck die Arbeit d^s letzteren 
ableiten; anderseits lehrt uns die Temperaturerhohung in Ver- 
bindung mit der spezifischen Warme des Gases die Menge der^ 
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entwickelten Warme kennen, so da6 man alle notigen Daten 
hat, um ziim mechanischen Aquivalent der Warmeeinheit ge- 
langen zu konnen. Dasselbe ist der Fall, wenn man die Ab- 
ktihlung bei einer Ansdehnung gemessen hat; man weiB dann, ' 
wieviel Warme verschwunden ist und wieviel Arbeit durch 
diese Warme yerrichtet worden ist. 

§ 232. Betrachtung einer nnendlich kleinen adiahatischen 
Volumveranderung. Eine der Arten, wie die Temperaturveranderung 
bei einer adiabatischen Zusammendriickung gemessen werden kann, ist 
die folgende. Aus einem groBen Glasballon G (Fig. 210), welcher durch 
einen Hahn A mit weiter Durchbohrung geschlossen 
werden kann, wird zuntLchst etwas Luft heraus- 
gesogen; nach dem SchlieBen des Hahns wird dann 
der Apparat sich selbst iiberlassen, bis er die Tem- 
peratur der Umgebung angenommen hat. Mit Hilfe 
eines Manometers kann der Druck des Gases ge- 
messen werden; sobald sich dieser nicht mehr Undert, 
ist man sicher, daB die Temperatur der Umgebung 
erreicht ist. 

Nun wird der Hahn A geoffnet und, sobald der 
Druck gleich dem der Atmosphare geworden ist, was 
sehr schnell geschieht, wieder geschlossen. In diesem 
Augenblick ist durch das Einstrdmen der Luft die 
Temperatur gestiegen; nach dem SchlieBen des 
Hahnes sinkt sie wieder auf den urspriinglichen Wert, und dabei nimmt 
der Druck ab. ‘ x 

Es sei p der Atmospharendruck , der Druck, der anfangs im 
Ballon herrschte, pg tier Enddruck, alles in Dyn pro Quadratzentimeter. 
Dann ist pi<p und < p, wahrend auch < p^ sein mup^ da am Schkisse 
bei derselben Temperatur mehr Luft im Ballon ist als anfangs. 

Ferner sei die absolute Temperatur der Umgebung T, Bei der 
letzten Zustandsanderung ist der Druck von p auf p^ gesunken, wahrend 
das Volum unverSndert geblieben ist. In dem Augenblick, in welchem 
der Hahn geschlossen wurde, war daher die Temperatur T = {pIp^T. 
Pas Resultat des Versuekes ist also, dajS, wenn eine Luftmasse von der 
Temperatur T und dem Druck adiahatisch auf den Druck p xusammm- 
gedriiekt wird, die Temperatur auf T' ~ ip I p^)T steigt 

Dasselbe wiirde auch der Fall sein, wenn dieaelbe Druckanderung 
adiahatisch stattfande, wahrend sich die Luft in einem Zylinder unter 
einem Kolben befindet. Man kann nun leicht Ausdrlicke finden fur die 
Arbeit, die dann durch den auBeren Druck verrichtet wird, und fiir 
die Vermehrung der inneren Energie; indem man diese einander gleich- 
setzt, bekommt man eine Gleichung, die mit (10) zusammen zur Be- 
rechnung von und E 4ient. 

Nimmt man namiich an, daB die Gasmenge, welche adiahatisch zu- 
sammengedriickt wird, 1 g betragt, und versteht man ebenao wie obon 
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unter v das Volum dieser Menge bei 0 ® unter dem Druck_p, so ist das Volum 
vor der adiabatiscben Zusammendruckung (Druck = Tempei'atur =7') 

t' 5 T p p 

^ - ctT ~v y 

273 Pi Pi 

und nacb derselben (Druck Temperatur = 7'= "^{pjp^)) 

aT^v. 

P2 

Die Volumverminderung ist also gewesen '4 - 


^2/^’ 

Der Druck, der von auBen- auf den Kolben wirken mufite, ist niebt fort- 
wfibrend derselbe gewesen, allein wenn die Unterschiede p — und 
p — Pi und also aucb die Volumveranderungen sebr klein sind, so kann 
man biervon absehen und die Arbeit so berecbnen als ob der Druck 
fortwabrend gleich p^ gewesen ware. Die Arbeit ist also das Produkt 
(11) und Pi , d. h. 

rp ( t \ o\ 


Was die inn ere Energie betrifft, so muB man bedenken, daB die 
Vermebrung derselben durcb die Temperaturerbobuiig bestimmt wird und, 
wenn diese 1° und die Menge des Gases Ig betragt, gleicb Cy Kalorien, 
also gleich Be^ Arbeitseinbeiten ist, Bei dem Versucb, den wir be- 
tracbten, ist die Temperaturerbobung T' — T— ^[p/Pi — l), also die 
Vermebrung der inneren Energie BcyT{plp 2 - l). Wenn man dies gleicb 
(12) setzt, sO fiudet man 


JECv = (xpv^ 


P2 ~ Pi 
P-P^ 


Aus dieser Gleicbung und (10) konnen nun und B berecbnet 
werden. Eliminiert man die letztere GrdBe, so erhalt man 

( 13 ) 

Cy Pi Pi 

Dureh den besekriehenen Versuch wird also das Verhdltnis der beiden ' 
spexifischen Wdrmen hestimmt. 

§ 233. Aiisstromen von Gasen. Wir wollen annebinien, 
ein Gas befinde sich in einem GefaB, welches an dem einen 
Ende durch einen beweglichen Kolben abgeschlossen ist, auf 
den eine konstante auBere Kraft ausgeiibt wird, und es 
strome infolgedessen durch eine Offnung gegeniiber dem Kolben 
in einen Raum, in welchem ein unveranderlicher niedrigerer 
Druck herrscht. Die Prage, mit welcher Geschwindigkeit dann 
das Gas durch die Offnung geht, kann ebenso wie die ent- 
sprechende Prage fur eine Pliissigkeit (§ 209) mit Hilfe des 
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Gesetzes der Energie beantwortet werden; man mu6 dabei 
aber nicht nnr auf die positive Arbeit des Druckes auf den 
Kolben und die negative Arbeit des Druckes, der sich dem 
Ausstromen entgegensetzt, achten^ sondern auch auf die innere 
Energie und, wenn nbtig, auch auf die Warmemenge, die dem 
Gas von auBen zugeftihrt wird. 1st die Wand, in welcher 
sich die Offnung befindet/ sehr diinn und ist also das Gas 
nur iiber eine kleine Oberflache mit einem festen Korper in 
Beriihrung, so kann man von dieser Warme absehen, aber da 
sich das Gas dann adiabatisch ausdehnt, sinkt die Temperatur 
und nimmt die innere Energie ab. Die Ausstromungsgeschwin- 
digkeit ist also anders als man finden wiirde, wenn man die 
kinetische Energie, welche ihr entspricht, nur aus der Arbeit 
der Drucke berechnete. 

Wir konnen die Erscheinung bier nicht naher betrachten. 
Es mag nur unter Hinweisung auf das in § 209 Gesagte be- 
merkt werden, da6 bei ein und derselben Druckdifferenz die 
Geschwindigkeit um so groBer ist, je leichter das betreffende 
Gas ist, und daB sie erheblich groBer ist als die Geschwindig- 
keit, mit der eine Fliissigkeit ausstromen wtirde, wenn bei 
dieser an beidenSeiten der Offnung dieselben Drucke herrschten 
wie in dem Gas. 


Secistes Kapitel. 


Thermodynamische Betrachtungen. 

§ 234. Temperaturgleichgewiclit. Wahrend man mit Hilfe 
der Molekulartheorie manche Erscheinungen bei Gasen und, 
wie wir spater sehen werden, auch bei Fliissigkeiten, erklaren 
kann, ist es docb in yielen Ffflen nocb nnmoglicb, sicb von 
der Bewegang der Molekiile und der Wirkung, die sie auf- 
einander ausiiben, bis ins einzelne Kecbenscbaft zu geben. 
Bereits friiher (§ 112) wurde darauf bingewiesen, von welcher 
Bedeutung unter diesen Umstanden das Gesetz der Erbaltung 
der Energie ist. Wir werden uns jetzt mit allgem einen Satzen 
anderer Art bescbaftigen, die ebenfalls die Erscheinungen bis 
zu einem gewissen Grade begreiflich machen, wenn uns auch 
der Mechanismus, durcb den sie bervorgebracht werden, ver- 
borgeu bleibt. 

Da bei den folgenden Betrachtungen der Begriff der 
Temperatur eine wicbtige Bolle spielt, beginnen wir damit, 
da6 wir nocbmals an die Bedeutung dieses Wortes erinnern. 
Wenn wir eine Anzabl von Eorpern untersucben, jeden in 
einem bestimmten Zustand genommen, so konnen wir fiir jeden 
derselben eine gewisse Zabl so angeben, dafi es von der GroBe 
dieser Zahlen abbangt, ob bei der Berubrung zweier Korper 
Warme von dem einen zum anderen iibergebt und in welcber 
Eicbtung dies gescbiebt. Sind die betreffenden Zablen fiir 
zwei Korper gleicbgroB, so werden diese bei der Berubrung 
unverandert bleiben; in jedem anderen Fall gebt Warme von 
dem Korper mit der groBeren Zabl nacb dem Korper mit der 
kleineren Zabl liber. Die so gewablten Zablen, fiir die z. B. 
diejenigen genommen werden konnen, welcbe das Volum einer 

Lorentz, Lohrbuch der Pkysik. L 24 
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bestimmten Gasmasse angeben, die, immer unter demselben 
Druck, nacheinander mit den verscbiedenen Korpern in Be- 
riihrung gebracht wird, nennen wir die Terrvperahtren der Korper. 
^ Zunachst verdient nun bemerkt zu werden, da^ es keines- 
' wegs selbsiverstdndlich ist, sondern daj^ es als das Ergehnis unserer 
I Beobachiungen angesehen werden da^ Zahlen der genannten 

! Art wirklich angegeben werden konnen und dafi also von einer 
j Temper atur gesprochen loerden kanm Um dies einzusehen, stelle 
man sicb drei Korper A, B und C yqv, die sicli in solcben 
Zustanden befinden, da6 kein Warmelibergang stattfindet, wenn 
man A mit B, und ebensowenig, wenn man A mit G in Be- 
xiibrung bringt Versucht man nun Zahlen zu wahlen, welche die 
nben genannte Eigenschaft haben, so mu6 offenbar dem Korper 
B und auch dem Korper C dieselbe Zalil beigelegt werden 
wie dem Korper A, und wenn diese Zahlen in Fallen 'alien 
dafiir entscheidend sein sollen, ob ein Ubergang von Warme 
stattfindet oder nicht, so ist es notig, daB dann auch B und G 
bei der Beriihrung keine Warme aneinander abgeben. Die 
Beobachtung lehrt, daB dies tatsachlich so ist, aber es ist doch 
denkboTj daB B Warme an G abgeben wiirde, wenn auch beide 
mit A keine Warme austauschen. 

Sodann mu6 daraufhingewiesen werden, dafi die Temperaiwr- 
S^gleiohheit od&r^ wie man %u sagen pflegt, das ^^Temper atur gleiohgeioichi^^ 

I von selbst entsteht, wenn wir zwei oder mehr Korper unter solehen 
I Umstdnden sick selbst iiberlassen, da^ in einer der in § 146 ge- 
\^anntem Weisen Warme von dem einen auf den anderen ubergehen 
\kaim. In kiirzerer oder langerer Zeit werden dann alle 
iTemperaturunterschiede ausgeglichen. 

§ 235. Gleichgewichtszustande. Im vorhergehenden Para- 
graphen wurde stillschweigend vorausgesetzt, daB in dem 
betrachteten System keine andere Veranderung stattfinden 
kann als ein Ubergang von Warme von dem einen Korper 
zum anderen. In Wirklichkeit kcmn oft manche andere 
seheimmg einireien, aber die F^ahrwig lehrt, dajl auch darm 
stets &i/n bestimmier Endzusiand entstehty der sioh weiter nicht mehr 
d/nderi. Wenn z. B; in ein geschlossenes Gefafi eine Gasmasse 
.gebracht wird, die aufangs nur einen Teil des Eaumes ein- 
nimmt, so wird sie sich hach einiger Zeit iiber das gauze 
Volum yerbreitet ^ haben; die Diuhte wird, wenn vpn. dem Ein- 
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fluB der Schwerkraft abgesehen werden kann, iiberall gleich- 
groB geworden sein, und wenn sich dieser EinfluB bemerkbar 
macbt, nach einem bestimmten Gesetz von unten nach oben 
abnehmen. 

Hat man in dem GefaB erst eine Fliissigkeit und dariiber 
einen leeren Raum, so wird die Fliissigkeit, wenn die Menge 
derselben klein ist, vollstandig in den gasformigen Zustand 
iibergehen und sich als Damjpf liber den Raum verbreiten. In 
eine m g egebenen Volum Jcann Jedoch bei bestim^&ii 
eine bestimmte /Menge Flicssigkeit verdamjjfen; bringt man nock 
mehr in das GefaB, so entsteht ein Zustand, in welchem ein 
Teil der Fliissigkeit als solche libriggeblieben ist und der 
Raum iiber derselben Dampf von einer bestimmten Dichte d iind 
einer bestimmten Spanmmg enthalt. Man nennt diesen Dampf, 
welcher schlieBlich in Beriihrung mit der Flussigkeit besteht, 
gesditigten Damp! 

Derselbe Zustand, zu dem wir soeben gekommen sind, 
entsteht (bei derselben Temperatur) auch, wenn zuerst iiber der 
Fliissigkeit ein Dampf mit groBerer Dichte als die angegebene 
anwesend ist. Es findet dann eine Verwandlung von Dampf 
in Fliissigkeit, eine Verdichtung oder Kondensation statt; diese 
wird so weit fortschreiten, bis wieder die Dichte d erreicht ist. 

Wenn in Fallen wie die hier besprochenen der End- 
zustand erreicht ist, sagt man, daj^ das System ms Oleichgewicht 
gekommen ist Als weitere Beispiele von solchen Gleichgewichts- 
zustmden konnen noch dienen: ein Korper, der teilweise ge- 
schmolzen ist, ein fester Stoff in Beriihrung mit einer ,,ge- 
sattigten'^ Losung desselben, und endlich der Fall, daB auf 
Wasser eine Schicht Ather gegossen ist, wobei es sich zeigt, 
daB sich im Wasser eine gewisse Menge Ather und im Ather 
etwas Wasser lost. 

Wenn ein System aus verscbiedenen Teilen be steht, die i 
jeder flir sich homogen und ganz oder teilweise aus den selben 
Stoffen zusamme ngesetz t sind, so^ unt erschei det man diese von- 
einander als verschiedene Pha^en. 

Die Gleichgewichtszustande , welche wir nun kennen ge- 
lernt haben, sind nach der Molekulartheorie von anderer Art . 
als die. gewohnlichen Gleichgewichte; die in der Mechanik be- ' 
handelt werden. Obgleich ndmlich die fwr uns wahmehmbarm ' 
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’ Te.ik dm AVir/iirx ilitstlov /uiKaMiitrii!<r!xunti uml Kitieiixi-futfhn /jf_ 
halicn, iidifdf' fin luidnirh-i'i't di'>' iln' eimt-irn'ii Mulfl.tilt' 
klinnte, Zeuge ran ar/ir humjdixirrti'ii itt’u'igungurrurhfinuiigi’n 
I)a3 trotz tlioHiT \'t'i'j'ui«l»Tun^fu tins jiaii/f Hystam wirh iu 
einom uuvcriUulerlifheu ZustmuJ lu-tituh't, ist tU>r }<r“3eu An- 
zalil YOU MolekUlt'u zu vi-ntaiikfit, aus thfui’ti (lii« Kflrpar auf- 
gobaut Hiud. 

Denkc'.n wir una z. B. zwfi Sttlckw Kuiif«'r .1 uial li, liio 
mitoinandar iu HerUhrmig g»d)nii’ht wurduu, uachdtuu «« eiiiigo 
Zcit in schmdzuudeni Kis g«U*gtni Kbeiwo win in finem 

Uaa hei tsinor bestitiiniteuTumjJt'rntur di»^ vi’mdiii'di'tn'u Tuilc.lien 
ungleicho tJoachwindigktiiB'u Italii'U ({f 222), wird ditw nutdi in 
dom Kupfer der Kali B(>in. Ka iat alau aidir gut indglich, diiB 
in dura tduun Puukt dor BurliliningHtljUdiu idti MuluklU vou A 
oino viel grSBore (JuMfhwindigkidt hat ala uifi Tuiltdaui vnn H, luit 
dem ea in BortUiruiig korarat, wiLlirurul in tntic»n auilurun Punkt 
daa Bkitgegengeaetztu dur Knl! i»t. An der tThtartni Htidlu 
wird dann einigts Wkrmo v(»n A unch li and an dur Intetartra 
Stella YOU B nach A liburgulran. 

DaB ira gnnzan gnnoinrai'n wndtn- in di*r innun nncli in 
der anderan Kichtuiig Wilrnra itliurg«'ht, int dtuii Urantand y.u- 
zuschndbon, duB ai(di lilngH di*r tfrunztliUdH' nchr vuDaddudone 
ZuHtatido findon, nbitr ho, daB iui Itiiffhwhnitl din (le- 
ac.hwindigktdtfin in dem uinen Kiirper ebcn^ttgrnB aind win im 
andcren. 

Autdi die gloitihrailBige VtTtwiliuig nines (iaaes Hbar den 
Yorfttgbaron Haum iat nur dnreb die groBe Anzahl der Ted- 
chen mBglicb. Bewegteu aieli in eitiimt UeliiB nitdit niehr ala 
100 Moleklile bin uud her, ao wilrdeii wold nieht in jedor 
Hklfk) geuau 50 sein. 

Die Vcrdanipfmig tdnisr B'lUaaigkidt kann man aitdi no 
Yoratellen, daB einige Molokiib, und zwar diojenigen, welcho 
diogriiBte Geacliwindigkait liaben, ana der B'itlsaigkeit entwintiimn 
wncl sieh iu doin liauni liber dorKeiimn als Gaamoleklilo bo- 
wegen, UnaufliBrlieb werden einige Teibdion clioa tun, und 
die Dampfraenge wUnle fortwHbrond zunehtneti, wenn nicht 
auch etwaa anderea stiittfilntle, M<deklile ties Dumid’isa ktinnen 
H&mlicb (lurch ihre Bttwegung wiwier in die B’liiasigkeit koramen 
und durch die Anzitdning deraelben featgebaiten werden. Dies 
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wird um so mehr geschehen, je mehr Dampf bereits vorhanden 
ist. SchliepiiGh ist de/r Dampf mit d&r Flilssigkeit im OhiGhgeioicht, 
wenn ehensoviel Teilchen als die Flussiglceit verlassen in dieselbe 
mriwlckchren (vgl. § 222). 

Andere Gleicbgewichte iiwischen zwei Phasen kann man 
in alinlicher Weise auffassen, 

§ 236, Kennzeichen eines G'leichgewichtszustandes. Wie 
sicli auch die Diclite des Stoffes von eiiiem Punkt zum anderen 
andert and wie sehr aucli die nobeneinander bestehenden Phasen 
versclueden sind, imvier wird in alien Teilen des Systems die \ 
Temperatur ghichhoGh sain* 

Es hat sich ferncr gezeigt, daB alle sichtbaren relativen 
Beweguiigen des einen Teils der Materie in bezug auf den 
anderen durch die Ecibuiig verniclitet werden. Wenn das he- 
ir eflende System von ruhenden Wdnden nmschlossen ist, so finden 
im GleichgewiGktszusland vherhaupt keine slehlhareu Bewagungen 
mehr stalL 

§ 237. Adiabatische and isothermische Veranderungen. 
Falit man den Ausdruck, dali ein System sich selbst hberlassen 
werden soli, buchstilblich auf, dann ist damit natdrlich auch 
gesagt, daB dem System wedor Wllrme zugefiihrt noch W^rme 
ontzogen werden darf, daB ©s also z. B. von einer Htille um- 
schlossen sein muB, die ilberhaupt kein© W^rme durchlaBt. 
Die Vortaderungen, welche dann noch stattfinderi konnen, ver- 
laufen adiahatisoh (§ 228). 

Nicht nur in diesem B^all nimmt das System einen Gleich- 
gewichtszustand an, sondern auch dann, wenn, wie wir uns 
oft vorstellen werden, die Temperatur konstant gehalten wird* 
nnd also die Veranderungen isoihermisoh sind. Um sich dessen 
zu versichern, muB man daa System mit einem Korper von so 
groBer Wllrmekapazitht in Berhhrung bringen, daB sich die 
Temperatur desselbon nicht merklich iindert, wenn er einige 
WiLrme an das System abgibt oder von demselben empfengt. 
Wir wollen einen solchen Korper ein Wdrmereservoir nennen. 

§ 238. Eichtung, in welcher die Veranderungen statt- 
finden. Ein System von K5rpern, in welchem zuerst kein Gleich- 
gewicht bestand und welches'V^chlieBlich in einen stationaren 1 
Zustand gekommen ist, kehrt nicht von selbst in den ursprUng- 
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lichen Zustand zuriick. Mit anderen ^orten, die Vemnd&rungen^ 
welehe es erliiten hat, konnen nicht'in umgekehrter Richiimg statU 
findm. 

So wird z. B. durch Warmeleitung oder Warmestrahlung 
ein Temperaturunterschied niemals groBer. Die Beobaohtung 
lehrt uns zwar, daB anch Korper von niedriger Temperatur 
z. B. ein Stuck Eis, etwas Warme ausstrahlen, und d'avon kann 
ein Korpe^ von hoherer Temperatur etwas aufuehmen, aber 
die Warme, welehe er in dieser Weise von dem kalteren Korper 
erhalt, betragt stets weniger als die Warme, die er an diesen 
durch Strahlung abgibi 

Ein Gas verteilt sich gleichformig liber den verfiigbaren 
Eaum, aber niemals wird es sich von selbst in einem Teil des 
Eaumes mehr anhaufen als in einem anderen, und ebensowenig 
werden die Bestandteile eines Gemisches zweier Gase sich von 
selbst voneinander trennen. 

Eine Veranderung, welehe oft vorkommt, wenn sich 
ein System einem Gleichgewichtszustand nahert, ist die Urn- 
s &tpcmig jymeGhanisch&r^^ Mnergie in Wa^ne^ z. B, infolge von 
Eeibung. IJnter mechanisebeT^^ergie verstehen wir hierb ei 
sowohl die kinetische Energie sichtbarer_Be^egung .en . als auch 
die pote ntie lle Ene rgie, welehe de n auf_ dcM^^ 
wirkenden Kraften entsnr icht. 

Die umgekehrte Vertoderung wiirde nun die Dmsetzung 
von Warme in solche mechanische Energie oder, mit anderen 
Wort^, die Verrichtung mechanischer Arbeit durch Warme 
sein. Diese Dmsetzung ist zwar moglich, aber sie ist viel mehr 
als die znerst genannte an bestimmte Bedingungen gebunden 
und von geschickten Kunstgriffen abh^ngig. 

I I Dies liegt iibrigens in der Art der unregelmafiigen mole- 
' / knlaren Bewe gungem Wenn sich ein Korper als Ganzes fort- 
, bewegt, so konnen wir ihn, z. B. dadurch, daB wir einen Draht 
an ihm befestigen, ein Gewicht auf eine gewisse Hohe heben 
lassen (§ 116 ). Ebenso konnen wir die kinetische Energie eines 
Wasserstroms in welchem sich alle Teilchen in deraelben 
Eichtung bewegen, nutzbar machen; wir konnen das Wasser 
auf die Schaufeln eines Eades wirken lassen. Schwieriger wiirde 
es schon sein, das Wasser Arbeit verrichten zu lassen, wenn 
in demselben zahlreiche kleine Wirbelstrome bestanden. Und 
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Yollstandig Tinmoglicti ist es, die kinetische Energie der in alien 
B-ichtungen umherfliegenden Molekiile eines Gases ganz fiir 
mech anisette Arbeit zu gebraueben, da wir nicht mit den einzelnen 
Molektilen operieren nnd nicht jedes Molekiil gegen eine kleine 
Plache driicken lasseu konnen, die senkrecht zur Bewegungs- 
richtung gehalten wird. 

Die inner e JLnergie der molekidaren Beicegungen ist uns viel 
weniger x'ugcLnglich als die Energie j welche sichthare Teile der Korper 
im ganxen hcihen. Trotzdem kann man sie wenigstens his %u einem 
gewissen Grade nutzhar madhen, und dies isi namenilich dann der * 
Fally wie wir sogleich sehen werden, wenn man iiher Korper 
von verschiedener Temperatur verfugen kann. ' » 

§ 239- Umsetzung von Warme in mechanische Energie. 
Ohne aiif technisebe Einzelheiten einzugehen, wollen wir uns 
jetzt klar machen, in welch er Weise bei der Dampfmaschine 
nnd den HeiBluftmaschinen Warme in mechanische Energie 
umgesetzt wird. 

Zunachst verdient bemerkt zu werden, da6 diese „kalori- 
schen Maschinen^^ dazu bestimmt sind, solange man will, un- 
anfhorlich Arbeit zu verrichten, und da6 der Korper, dessen 
man sicb. zu diesem Zweeke bedient (der ^'arbeitende Korper'^, 
gegen einen in einem Zylinder bin- und bergehenden Kolben 
drtickt h dessen Bewegung auf ein Schwungrad iibertragen 
wird. V/ir wollen annehmen, da6 die Erscheinungen voll- 
kommen periodisch sind und daB man fortw^rend von der- 
selben Masse des arbeitenden Korpers Gebrauch macht; dieser 
mnfi sich dann jedesmal, wenn der Kolben einen Hin- und 
Hergang gemaebt bat,- wieder in demselben Zustand befinden, 
er muB also einen Kreislauf von Verdnderungen durchlaufen 
haben. 

Der Einfacbheit balber nehmen wir an, daB er dabei nur 
mit der einen Seite des Kolbens in Berilhrung kommt und 
daB auf die andere Seite der Atmospharendruck wirkt. Der 
letztere verriebtet bei einem Hin-. und Hergang, alles zusammen- 
genommen, keine Arbeit. 

Der arbeitende Korper tut eine positive Arbeit, wenn er 

^ Mascbinen wie die Dampfturbinen von De Laval, bei denen 
ein Dampfstrahl init groBer Geacbwindigkeit die Schaufeln eines Kades 
trifft, lassen wir auBer Betrachtung. 


i 
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den Kolbeu naoli auBoii tmbt, und aim) ncKativt), waim diaHcr 
zurllckkohrt, mit andoron Wortan, willirond (lurch den 1 truck, 
don or auHllbt, im ernton Kali die Urclnmg dos SchwiiuKradea 
beachlounigfc wird, muB dioac.s Kncrgic aligclicn, um den Kullion 
winder ntieli iauen zu treiben. 

Soil die Gesmnkirheil dee arheMfudm KorinrH mihrend einer 
Periode positiv ttein, so niuji dimer, wiihrend der Kidlwn mwh aitfien 
gM, einm grofi&rm Dntek ausiiben ah iriihreitd rr xurihkkeJtrt. 
Dies ist mdgliok, v>mn der Korper wdhrrnd der hidden tliilften 
dm Kreislaufs versofiiedene Temfierniureu hnl. 

§ 240. HeiflluftmaBchinen. AIh Beinjiiol mag die Hiti- 
riebtung oiner dor cinfac.listcn Maacbineii dionoii, in wolcher 
abwocbsolnd erhitzto und abgeklihlte Luft benutzt wird. Kin 
Luftkossol A (Kig. 211) wird uuten bei // erbit/.t und tdten 
bei 0 (lurch kaltos Waaaer, viudeheH aich in einem ringfdrmigen 

Mantel um f belindet, 
uuf niedriger 'I’emiiera- 
tur gebalten. In dem 
Keasel belindet aich ein 
Kbriier It, den wir den 
„Verdrilnger“ neutum 
wollen; er kanu aich, 
mit einigem Hjdelraum 
am Umfaug, imf mid 
nieder bewegen und lilBt 
dabei obeii oder uuten 
fiinen gowisHon Unuin 
Ubrig, der mit Luft 
goflUlt iat. Her Ver- 
drB,nger bat den Zwock, dioBo Luft abwecliKelnd in den or- 
hitzten und den abgeknldtun Toil von A zu bringen, da- 
mit sie eine hobo oder niedrigo Teraporatur iimdmmt. Lie 
hierdurch bewirkten Druokverbnderungen werdeti benutzt, um 
den Kolben Z in einem Zylinder E, dor mit dom Luftkt*8sel 
verbunden ist, bin- und berzubowegon. Man IftBt den Kolben 
naoh auBen gehen, wonn dor Vordrknger boob staht, und nach 
innen, wenn er tief Btelit. 

Der Kolbon ist in der gowbhnliclien Woiae mit der Aclmo 
eines Sohwungrades verbunden, und der Verdrilngor orh&lt in 
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den geeigneten Augenblicken seine Bewegnng von dieser Achse, 
mit der er durch einen Mechanismiis, der hier nicht beschrieben 
zu werden brancbt, verbunden ist. 

§ 241. Dampfmascliine. Als zweites Beispiel mag die 
in Fig. 212 schematisch. dargestellte Dampfmaschine dienen. 
G ist der Zylinder mit dem Kolben 
Z, P der Dampfkessel, Q der Kon^ 
densator^ d. h. ein Baum, der durch 
kaltes Wasser, welches ihn umgibt, 
auf einer niedrigen Temperatur 
gehalten wird. Im Dampfkessel 
herrscht eine hohe Temperatur Ty 
C ist mit P und Q durch die Eohren 
p und q verbunden; diese konnen 
nach Belieben geoffnet und ge- 
schlossen werden. 

Da die Spannung des gesattigten Wasserdampfes (§ 235) 
bei Erhohung der Temperatur zunimmt, herrscht in P eine 
hohe und in Q eine niedrige Dampfspannung. Daher haben wir, 
urn den Dampf Arbeit verrichten zu lassen, nur die Bohre p 
zu offnen, wenn der Kolben steigt, und die Bohre q, wenn er 
sinkt ; dann werden namlich wirklich in den beiden Fallen auf 
die untere Flache von Z verschiedene Drucke ausgeiibt, beim 
Steigen die Spannung des gesattigten Wasserdampfes bei der 
Temperatur Ty beim Sinken die Spannung p^ bei der Tempera- 
tur Wenn namlich der Zylinder mit dem Kondensator Q 
in Verbindung gesetzt ist, stromt der Dampf in diesen ein 
und verdichtet sich zum Teil, so dafi der Druck p^ wird. 

Wenn nun, wie wir uns vorstelien wollen, das Wasser, 
welches im Kondensator aus dem Dampf entsteht, zum Speisen 
des Dampf kessels benutzt wird, so kann die Maschine fort- 
wahrend mit derselben Menge Wasser arbeiten, welches einen 
Kreislauf von Veranderungen durchmacht. 

§ 242. Graphische Barstellung der Veranderungen einer 
Gasmenge. Da die Erscheinungen in der HeiBluftmaschine von 
§ 240 ziemlich verwickelt sind, wollen wir unsere weiteren Be- 
trachtungen an eine ideale Maschine ankniipfen, in welcher 
ein G-as einen besonders einfachen Kreislauf von Veranderungen 
durchmacht. 
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W^ir wollcn uns vorstGllGiij GiiiG GtBjSihS/Ssg bGfindG sich. 
im GlcichgGwichtszustand^ wahrGnd sic die Temperatur T hat 
und keineu andercn toBGreu Kraften als GinGin Druck p aus- 
gesctzt ist. Das Volum sGi Vj und dcr Einfachheit halbcr 
donkcn wir uns, das Gas bGfindG sich in Gincm ZylindGr 
nnter cinem verschiGbbarGn KolbGn. Wird nun dicsGr Kolbcn 
schnell nach auBcn bGWGgt, sei gs durch den Druck des Gases 
oder durch eine auBerc Kraft, so wiirden sehr komplizierte 
Zustande entstehen konnen. Das Gas wiirde eine bedeutende 
Stromungsgeschwindigkeit bekommen, you der es nicht sicher 
ist, daB sie in alien Teilen der Masse dieselbe ist; auBerdem 
konnten auch Verschiedenheiten in Dichte und Temperatur 
entstehen. LieBen die Wande keine Warme durch, so wiirde 
sich das Gas abkuhlen, aber der eine Teil wohl mehr als 
der andere, und wollte man durch ‘ein Warnaereservoir, mit 
welchem die Wande des Zylinders in Beriihrung sind, die 
Temperatur konstant halten, so wiirde dennoch bei schnellen 
Veranderungen in einiger Bntfernung von der Wand eine Ab- 
kiihlung eintreten konnen. Kurz, man kann nicht sagen, daB 
wahrend einer schnellen Verschiebung des Kolbens das Gas 
sich in jedem Augenblick in einem Gleichgewichtszustand, d. h. 
in einem Zustand befiindet, der dauernd bestehen konnte. 

Um nun die Koinplikationen, welche sich hieraus ergeben, 
zu vermeiden, wollen wir annehmen, daB die Verschiebung 
des Kolbens, sei es, wie oben angenommen wurde, nach auBen, 
sei es nach innen, auj^erst langsam erfolgt. Es ist wohl klar, 
daB man, wenn auch streng genommen das Gas immer noch 
etwas von Gleichgewichtszustanden abweichen wird, bei solchen 
Isehr langsamen Bewegungen hiervon absehen kann: die V&r- 
mnderwnqen^ wehhe wir betrachimy hesiehen also m einer Auf&inan der- 
^ olge von allmaklich ineinmd&r ubergehmden OleichgewichisMcstd/nden , 

5a''''zwIsciiendem'D^^ 

tur T und dem Volum v immer der in § 219 besprochene Zu- 
sammenhang besteht, so ist der Zustand in jedem Augenblick 
bestimmt, wenn man zwei dieser drei GroBen angibt Wir 
wollen das Volum und den Druck wahlen und nun die Ver- 
anderungen des Gases in einer naheliegenden Weise graphisch 
darstellen. 

Wir wollen namlich zwei aufeinander senkrecht stehende 
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Koordinatenachsen 0 V und OP (Fig. 213) annehinen und das 
Volum durch die Abszisse und den Druck durcli die Ordinate 
eines Punktes darstellen, so daB, wenn z. B. Oa das Volum 
und a A den Druck angibt, der Punkt A gefunden wird. Dieser 
bestimmt dann durch seine Lage den Zustand des Gases. 

Wenn sich der letztere andert, so bat man fiir jeden Augenblick 
wieder einen anderen Punkt; es ist z. B. moglicb, daU nacii 
einiger Zeit das Volum og und der Druck gG geworden 
ist, so dafi dann der 
Punkt Q den Zu- ^ 
stand des Gases an- 
gibt. Offenbar wird k 

nun jeder Verande- ‘ |\\ 

rung des Gases eine | \ \ 

Linie von bestimm- j 

ter Gestalt wie z. B. | I 

die Linie AB ent- 1 j ^ 

sprecben. K 

Wir konnen dann • ] ; \ 

kurz von dem „Zu- 11 1 i\ I 

stand und von | J 1 | 

der „Anderung X j | | | i \ 

sprecben. ^ ^ V 

Besonders wicbtig 213. 

sind nun die Linien, 

welcbe isothermiscbe und adiabatiscbe Anderungen darstellen, 
Oder, wie man auch zu sagen pflegt, die isoth&rmischen Linim 
[Isothermeri) und die adidbatischen Linien, ’ Zu den ersteren ge- 
horen z. 'B, AB, WF und DC, DaB sicb diese Linien nacli 
recbts der Abszissenacbse nabern mtissen, leucbtet ein. 

Jede isothermiscbe Linie entspricht einer bestimmten 

Temperatur, und es ist ein Warmereservoir von dieser Temperatur 
notig, wenn das Gas eine solcbe Anderung erleiden soli wie 
durcb die Linie dargestellt wird. Es ist ferner leicbt ein- 
zuseben, daB man eine isothermiscbe Linie sowobl in der 
einen als aucb in der anderen Ricbtung durcblaufen kann. 

Beispiele von adiabatiscben Linien bat man in AD, QH 
und BC, Auch diese kbnnen nach beiden Seiten bin durch- 
laufen werden. Geschiebt dies in der Ricbtung einer Aus- 


a 6 k ft b f 
Fig. 213. 
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dehnung, d. h. in unseren Figuren nach rechts, so sinkt die 
Temperatur; der Druck nimint dann mehr ab als es bei kon- 
:8tanter Temperatur der Fall sein -wlirde. Deshalb sinken d ie 
• Ldnien nach rechts schneller als die iso thermischen. 

Da6 durch jeden Punkt des in Frage kommenden Teils 
der Ebene sowohl eine adiabatische als auch eine isothermische 
Linie gezogen werden kann, bedarf wohl keines Beweises. 

§ 243. 0raphisclie Darstellung der Arbeit. Bleibt wabrend 
der Ausdebnung eines Gases der Druck unverandert, so 
findet man die Arbeit, die es verrichtet, indem man (§ 207, b) 
den Druck pro Flacbeneinheit mit der VolumTermebrung multi- 
pliziert. 1st der Druck veranderlicb, so muB man (vgl. § 113, d) 
die Gesamtausdehnung in unendlicb kleine Teile teilen; wabrend 
einer dieser unendlicb kleinen Volumvermebrungen kann der 
Druck als konstant betracbtet werden, so daB die gegebene 
Eegel angewandt werden kann. 

Das Resultat, zu welcbem man in dieser Weise kommt, 
kann in sebr einfacher Weise mit Hilfe der graphiscben Dar- 
stellung ausgedruckt werden. Wird namlicb die Veranderung 

der Gasmasse durcb die Linie PQ 
(Fig. 2 14) dargestellt, undnimmtalso 
das Volum von OA bis OB zu, so 
entspricbt der erwabnten Teilung 
der Gesamtausdehnung eine Teilung 
von AB m unendlicb kleine Teile 
wie CD. Stellen nun ferner dieOrdi- 
naten die Werte des Druckes pro 
Flacbeneinheit dar, und betracbtet 
man den Druck wabrend der Volum- 
vermehrung CD als konstant =OE, 
so ist einer der Teile der gesucbten Arbeit GDxGR Die Gr56e 
dieses Produkts wird durcb die Flacbe des auf G D stehenden 
Recbtecks dargestellt und also die ganze verrichieie Arbeit durcb 
den Grenzwert der Summe aller in der Figur gezeicbneten 
Recbtecke, d. h. dv/rch die Fldche der Figur P Q BA, die an der 
cibere/n Seiie du/rch die kru/mme Linie P Q begrenzt wird, 

Es ist leicht einzuseben, daB die Arbeit des Gases bei 
der durcb Q P dargestellten Zusammendriickung gleicb der 
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Flache der genannten Figur, mit negativem Vorzeichen ge- 
nommerij ist 

§ 244, KreisprozeB bestehend axis zwei isothermischen 
und zwei adiabatiscben Veranderungen. Kebrt das G-as in den 
ursprunglicben Zustand zuriick, so mnfi der Punkt, dessen 
Koordinaten das Volum und den Druck angeben, wieder seine 
ursprlingliche Stelle einnebmen. Einem KreisprozeB von Ver- 
anderungen entspricbt also eine gescblossene Linie; umgekehrt 
ist immer ein KreisprozeB denkbar, der einer willkurlich ge- 
wablten Linie dieser Art entspricbt. 

Der im Anfang von § 242 erwahnte einfache KreisprozeB 
wird nun dargestellt durch &in krummliniges Viereek (Fig. 215J, in 
welchem xwei gegenuh&rliegende Seiien AB und CD isoihermisGhe 
Linien und die heiden anderen Seiten BG und AD adiabaiische Linien 
sind. Wir nebmen an, daB der KreisprozeB in der Eicbtung 
A B CD stattfindet und bezeicbnen 
mit und die absoluten Tempera- p 
turen, die zu den Linien AB und A 

CD geboren. Die Warmereservoire, 
welche dabei zur AnwendungkommoUj ! 

nennen wir und j | !^ 

Nacb alien Vorhergebenden wird 1 ! : 

klar sein, daB jetzt nait der Gasmasse j j j | 

die folgenden Veranderungen statt- O a a b c y 

finden miissen: 1. Ausdebnung vom Pig. 2i5. 

Volum Oaauf das Volum 05, wabrend 

das Gas vermittelst des Eeservoirs auf der boben Temperatur 

gebalten wird, 2. nacb Aufbebung der Verbindung mit diesem 
Eeservoir eine adiabatische Ausdebnung auf das Volum Oc, wo- 
durch die Temperatur auf die des zweiten Warmereservoirs 
sinkt, 3. wabrend das Gas in Beriibrung mit diesem letzteren 
bleibt, eine Zusammendriickung auf das Volum Od, und 4. eine 
adiabatische Zusammendriickung d a, durch die wieder das ur- 
spriinglicbe Volum und aucb die bobe Temperatur erreicbt 
werden. Man kann sicb vorstellen, daB diese Veranderungen 
in einer wirklicben HeiBluftmascbine stattfinden, die durch das 
Eeservoir als „Feuertopf^^ und das Eeservoir als Ktibler 
in Bewegung gebalten wird. Der Kolben, unter welchem sich 
das Gas befindet, kann namlicb in der gewobnlichen Weise mit 
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einem Schwungrad verbunden sein, und in irgend einer Weise 
kann durch die Drehung der Schwungradachse in geeigneten 
Augenblicken die Berubrnng des Gases mit dem einen oder 
dem anderen Reseryoir bergestellt oder anfgehoben werden. 

' Nacb dem im Torigen Paragraphen Gesagten wird nun die 
bei dem betracbteten KreisprozeB durcb das Gas yerricbtete 
Arbeit dargestellt durcb: 

Placbe AR&a+Flacbe — Flache CX^c^c — Flacbe DA ad, 

I d. b, dy/reh die Fldohe der Ftgur AB CD. 

Da aber das Gas scblicBlicb in den ursprunglicben Zu- 
stand zuriickgekebrt ist, kann diese Arbeit nur auf Kosten 
einer aquivalenten Warmemenge yerricbtet worden sein. Nun 
bat bei der Ausdebnung AB das Reservoir eine gewisse 
Menge Warme^ die wir nennen wollen, abgegeben, yrabrend 
bei der Zusammendriickung CD eine Menge Warme an 
das Reservoir R^ abgegeben worden ist. Es mu6 also > Qg 
sein ; die Warmemenge ist verschwunden und hat da%u 

gedien% die soehen herechnete medhanische Arbeit zu v 67 Tichien. 

— 

§ 245. Ifiotbermiscbe Kreisprozesse. Bei dem Kreis- 
prozeB, den wir im letzten Paragrapben betracbtet baben, saben 
wir, daB die Verricbtung einer mecbaniscben Arbeit auf das 
engste mit dem Umstand zusammenbangt, daB der arbeitende 
Korper im Laufe seiner Vertoderungen auf zwei verschiedene 
J Temperaturen gebracbt wird. Die Untersucbung der Er- 
scbeinungen bat nun zu’ der Erkenntnis gefiibrt, daB dies 
wirklicb eine notwendige B'edingung fiir das Verricbten einer 
Arbeit bei dem KreisprozeB ist, und da^ also ^ a lles xummimn- 
gemmmen, hem e 'positive Arbeit von dem arheiienden Korp er ver^ 
richiei werden kann, wenn er wdhre/nd seines Qcm%m Kreis'oxo^f^^s^^ 
a uf konsianteT Temve/ratur qehalten wird. 

Ein solcber isotbermischer KreisprozeB ist bei einem Gas 
eigentlicb nicbt moglicb. Soil sicb namlicb die Temperatur 
-desselben iiberbaupt nicbt andern, so kann man, wenn man 
auf einer isothermiscben Linie eine Strecke weit fortgescbritten 
ist, nicbts anderes tun als auf derselben Linie wieder zuriick- 
kebren. Einen „ KreisprozeB^^ kann man dies kaum nennen, 
und daB jetxt die gesamte Arbeit gleicb Null ist, ist wobl 
selbstverstandlicb. 
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Andere Korper dagegeii; die einer groBeren Verschieden- 
heit von Zustanden fahig sind, konnen derartige isothermische 
Kreisprozesse durchlaufen. 

Als Beispiel kann ein fester Stab dienen, der ansgedehnt 
und tordiert werden kann. Wenn wir einen solchen Korper 
erst ausdehnen und dann, wabrend die Lange unverandert ge- 
halten wird, um einen gewisseu Winkel tordieren, ihn dann, ^ / 

wabrend die Torsion besteben bleibt, sicb auf die urspriinglicbe 
Lange zusammenzieben lassen nnd dann scblieBlicb die Torsion. . \ 

aufbeb4n, so baben wir tatsacblicb einen Kreislauf, der sebr 
gut bei konstanter Temperatur ausg^fiibrt werden kann. Natiir- 
licb ist dabei ein Warmereservoir no tig; oft. konnen wir uns 
aber vorstellen,’ daB die umgebende Luft als solcbes, dient. 

Solcbe isotbermiscbe Kreisprozess e, die aucb bei vielen 
anderen Korpern denkbar sind, bestimmen wir jetzt nocb naber< 
durcb die Annabme, daB sie in einer Aitfeinanderfolcie v on 
Qleichgewiohtsxu stdnden besteben, daB also in jedem Augenblick , 
der Zustand des Korpers derselbe ist, in dem er sicb be- 
finden wurde, wenn die auBeren Krafte, die dann auf ihn 
wirken, dauernd bestanden. Dazu ist nur notig, daB die Ver- 
anderungen sebr langsana vor sicb geben, so daB den sicbt- 
baren Bewegungen keine nennenswerte kinetiscbe Energie 
entspricbt. 

Wir konnen z. B. die vier erwS/bnten Veranderungen eines 
Stabes dadurcb bewirken, daB wir die ausdebnende Kraft und 
das Kraftepaar, welcbes die Torsion bewirkt, in geeigneter 
Weise sebr langsam vertodern, 

Witbrend eines gewissen Teils seines Kreisprozesses kann 
der arbeitende Korper sebr gut eine positive oder negative 
Arbeit verricbten. Bei dem Stab ist z. B. diese Arbeit positiv, ' 
wenn er sicb zusammenziebt oder detordierfc, dagegen negativ, 
wenn er ausgedebnt wird oder wenn der Torsionswinkel zu- 
nimmt. 

Der oben erwabnte Satz besagt nun, daB die Gresamtarbeit | 
eines Korpers niemals positi v sein kann. 

Es ist ferner leicbt einzusehen, daB bei einem KreisprozeB, 
der aucb in umgekebrter Ricbtung durcblaufen werden kann, 
also in alien Fallen, in denen man es mit einer Aufeinarider- 
folge von Gleicbgewichtszustanden zu tun bat, die Arbeit aucb 
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keinen negativen Wert liaben kaun. Wenn namlich dbr Korper 
bei der einen Ricbtung des Kreisprozesses eine negative Arbeit 
verricbtete, so wurde die Arbeit bei der entgegengesetzten 
RicbtuDg positiv sein, was mit unserem Satze in Wider- 
spruch steht. 

Wir kommen daher zu dem ScbluB: Bei jedem umkehr barm 
isothermisehen Kreislauf ist die Oesamiarheii Qleich NulL 

Urn einznsehen, da6 in diesem Satz etwas ausgedriickb 
wird, was nicbt bereits aus dem Gesetz der Erbaltung der 
Energie folgt^ muB man bedenken, dafi bei einem isotbermischen 
EreisprozeB immer ein Warmereservoir vorbanden ist und da6 
vielleicht auf Kosten von Warme, die diesem entlebnt ist, hMte 
Arbeit verricbtet werden konnen. 

Ans dem Gesetz der Erbaltung der Energie kann man 
nur ableiten, daB die Arbeit bei einem adiahatisGh ansg efilbitem 
Kreisprozefi gleicb N ull ist.- 

§ 246. Freie Energie. Die am Scblusse von § 238 ge- 
macbte Bemerkung Tiber das ungleicbe MaB, in welcbem uns 
verscbiedene Formen von Energie zuganglich sind, bringt uns 
dazu, die Energie, welcbe in einem System von Korpern anr 
wesend ist, und die Energie, Tiber die wir unter gegebenen 
Umstanden verfugen honnen, zu unterscbeiden. 

Wie es sicb mit dem Betrag dieser letzteren verhS,lt, 
wollen wir zunacbst in einem einfachen Fall untersucben. 

Wir wollen uns eine Gasmass'e denken, die durcb ein 
Warmereservoir auf konstanter Temperatur gebalten wird, so 
daB alle Veranderungen, die sie erleiden kann^ isoihermisek smd ; 
auBerdem wollen wir uns vorstellen, daB diese Veranderungen 
in auBerst langsamen und also umJcehrharen Ausdehnungen und 
Zusammendriickungen besteben, 

, Da bei Ausdebnung Arbeit verricbtet werden kann, so 
scblieBen wir, daB in dem System, welcbes aus dem Gas und 
dem Warmereservoir bestebt, eine gewisse Menge Energie ver- 
fiigbar ist Urn eine bestimmte Zabl daftir angeben zu konnen, 
setzen wir fest, wie weit wir die Ausdebnung geben lassen 
wollen (vgl. § 126). Wir wablen also irgend ein bestimmtes 
groBes Volum V und fassen die Arbeit ins Auge, welcbe das Gas 
verricbten kann, wenn es sicb bis zu diesem Volum ausdebnt. 
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Indem wir jetzt den Ausdriick ^ yerfligbare Energie^^ du rcli 
den unter den festgesetzten Umstanden gebrauchliclieren Aus- 
1 druck . oreetzen y konnen wir sagen: 

di& das 

Og s veTriehten es sick isothermisch und in umlcehV’^ 

I) me '^2*wrW%rldiGhkeit einnimmty 

h%s auf das fcst gcsel^ic groPe Volum- V dusdehnL j 

i Aus dieser Definition folgt obne weiteres: 

' a) Dio freie Energie ist urn so grofier, anf ein je kleineres 

Voliim das Gas zusaminengedriickt ist. 

b) Doliiit sich das Gas wirklich aus, aber nicht bis auf das 
Velum Vj so nimmt die freie Energie ab lim einen Betrag 
gloich der vorricliteten Arbeit. 

c) XJingokehrt kostet Zusammendriickung des Gases eine 
Arbeit gloicli der Zunahme der freien Energie. 

Dab die freie Eru'.rgie etwas anderes ist als die in dem 
Gas vorhandoiu^ Energie, erkennt man sofort, wenn man be- 
; denkt, dali dii^.st^ letzterc, solango die Temperatur unverandert 

I . lileibt,. boi jedem Volum gloicbgroB ist (§ 229) und daB also. ^ ' 

!' die Arbeit bei einer isothermischen Ausdehnung auf Eosten | 

’( fr des Wllrmoreservoirs v(3rricbtet wird. Gleicbwobl spricht man , 

* ^ ■ von der freien Energie des Oasesj womit man jedoch weiter 

niclits sagon will, als daB die Magliclikeit, bei einem gegebenen 
Keservoir eine Arbeit zn verrichten, der Anwesenbeit des 
Gases zu verdauken ist, welches sich mehr oder weniger weit 
ausdohnen kann. 

; Von anderen KOrperii oder Systemen von Korpern gilt 

» dasselbe wie von der Iiior betrachteten Gasmasse. Wir nehmen 

wiedar an, daB die Temperatu r durch ein Wkrmereservoir kon- 
Btant gelialton wird und beschrllnken uns auf umkefarbare Ver- 
knderunge u, boi denon eine Reihe von Gleichgewichtszustanden 
durclilaufen wird. Kann nun das Systmn beim Obergang aus dem 
Inland Sf in welehem tnr es beiraohien, in einm geioissen y,NuU- 
msland^'‘ N dm Arhdi verrichten, so sagen wir, dap es in dem 
Zustand S eine freie Kmrgie i/; hat, Verrichtet es wirklich beim 

* Dbergang aue dem Zustand S in einen anderen Zustand 8' 
eine gewisse Arbeit, so bat die freie Energie um einen dieser 
Arbeit gleichen Batrag abgenommen. Dagegen entspricht 

Lor f> tit*, I^Urbuch der UhyHlk. I. 
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[§ 24T 


jeder Arbeit, die wir auf das System tun, einer dieser Arbeit 
gleiche Zunahme der freien Energie, 

In folgender Weise kdnnen wir die gegebene Definition erlautern 
Tind die beiden letzten Satze beweisen. 

Wir wollen annebmen, dafi ein System auf zwei verscbiedenen 
Wegen (isotbermisch und umkehrbar) aus dem Zustand S in den Zu- 
stand S' ubergeheu kann und dafi es auf dem einen Weg eine Arbeit 
Ai und auf dem anderen Weg eine Arbeit Ag verrichtet. Man kann 
das System auf dem ersteren Weg aus dem Zustand S in den Zustand d" 
ubergehen laasen und es auf dem zwei ten Weg in den Zustand S zoriick- 
bringen. Die Arbeit ist dann — Wir wissen aber (§ 245 ), dafi 
die Arbeit bei einem isothermiscben umkebrbaren Kreisprozefi gleich 
Null iflt; folglich ist A^ — Ag, d. b. die Arbeit ist nur abbangig vom 
Anfangszustand und vom Endzustand. 

Weil dies so ist, kann man die freie Energie in einem Zustand 5 
durcb die Arbeit messen, welche dafi System beim tlbergang in den 
Nullzustand W verrichten kann, obne dafi man anzugeben braucbt, auf 
welcbem Wege der Obergang stattfinden soil. 

Betrachten wir ferner zwei Zustande «S und S', denen die Werte 
yj und yj' der freien Energie entsprechen. Wollen wir wissen, welche 
Arbeit das System beim Obergang von S nach S' verrichtet, so 
konnen wir diesen Obergang auf einem beliebigen Wege stattfinden 
lassen. Wir stellen uns vor, dafi das System erst in den Nullzustand N 
und dann in den Endzustand S' gebracht wird. Beim Obergang von S 
nacb JV verrichtet es eine Arbeit y/^ beim Obergang von. N nacb S' eine 
Arbeit — y/^‘ also ist bei jedera Obergang von S nacb S' die Arbeit 
A = yj — yj'. Dies Resultat gilt auch_, wenn yj' > yj und A negativ ist. 
Dann kdnnen wir aucb sagen, dafi die von uns auf das System getane 
Arbeit — A gleich der Zunahme der freien Energie ist. 

Da wir die I dnetische Energie, die der Bewegung eines 
Korpers im ganzen oder der sichtbaren Teile desselben zu ver- 
dauken ist, voUstandig benutzen kdnnen, und ebenso die poten - 
t ielle Energie, welche Kraften wie die Schwerkraft entspricht^ 
woll&n wr diese b&idsn Formen von Eneroie %u der freien J EJneToi^ 
Die freie Energie besteht also im allgemeinen aus drei 
Teilen, den beiden zuletzt genannten und der freien Energie, die 
der Korper haben wiirde, wenn er ohne sichtbare Bewegung 
und frei von den genannten Kraften sich in demselben Zustand 
befande, in dem er sich tatsachlich befindet. 

§ 247. Verandeningen der freien Energie bei umkehr- 
baren und nicht umkehrbar en Erscheinungen. a) Wir betrachten 
als Beispiel einen festen elastischen Korper, nnd zwar, um 
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einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, einen Stab 
(Fig. 124, S. 250), der mit dem einen Ende festgeklemmt 

ist. Vom Gewicht sehen wir ab und nehmen an, daB ein 

Warmereservoir (z. B. die umgebende Luft) dafiir sorgt, daB 
die Tompci^atur konstan t bleibt. Wir denken uns den Stab 
zuerst in dem Zustand, den er annimmt, wenn keine iluBeren 
Kra^fte auf ihn wirken, nnd den wir den natilrlieken Zustand 
nennen wollen; sodann bringen wir durcli eine am freien Ende 
aenkrecbt zur Lange wirkende Kraft eine Biegung hervor. 

Dadurcli, daB wir nicht plbtzlicb cine groBe Kraft ausaben, 

sondern mit einer sehr kleinen Kraft beginnen, die wir dann 
nach und nacli zunehmen lassen, vorsichern wir uns, daB sich 
der Stab in jedem Augenblick in einem Gleichgewichtszustand 
befindet, d, h, in einem Zustand, der untcr dem EinfluB dor in 
dem betreffenden Augenblick wirkenden Kraft dauernd beatebcn 
kbnnte, so daB die Deformation auf umkcKrbar e Weise zu- 
stande kommt. 

Zum ScbluB habcn wir eine gewisse Arbeit yj getan und 
cine cbonsogroBo Arbeit kann der Stab vcrric.hten, wcnn ( 3 r 
bingsam in den natUrlicheu Zustand zurbckkelirt. Wilhlen wir 
diesen letzteren ala Nullzustand (§ 240), so inlisaen wir dem 
gebogenen Stab eine freie Energie zuacbreiben. Zur Unter- 
scheidung kOnnen wir diese die frde Bnerpie d^r Deformation 
nennen. 

b) Heben wir die Kraft, welche die Biegung hervorgebracht 
hat, plbtzlich auf, so schwingt der K5rper urn die natiirliche 
Lage bin und her. Bei gtozUcher Ahwesenhoit von Wider- 
stUnden hOrt diese Bewegung niemals auf und hleiht im Laufe 
derselben die gesamie freie Ehiergie unverdnderL In dem Augen- 
blioke, in welohem der natiirliche Zustand crreioht ist, ist aller- 
dings die freie Energie der Deformation verschwunden, aber der 
Stab hat daim infolge seiner (sichtbaren) Bewegung eine kinetische 
Energie, also eine andere Form yon freier Energie bekommen, 
deren Betrag, wie man beweisen kann, gleich der verlorenen 
freien Energie der Deformation ist. 

Urn dies zn beweisen, ntollen wir uus den folgenden KreisprozoB 
vor. Naclulem der Stab in der angegebonen Weiao in don natlirlicben 
Zustand gokommon ist und die kinetische Energie bokomineu hat, 
entziehen wir ilira diese pIStzlich, indetn wir ihn die Arbeit E verriohton 

25 * 




Ml 


im 

SiHiaiui Uriiigini wtr tirr* K^'^s'in^r 4nri‘ij idiiiuihlbh 

ifiiUfUnHUuln Enift in tkii 4*’l4rs««ir’S’ir-si .'nriit’k, wir %*\m 

Arbi^U f iumI Stiib iih*» « in** Arl«s"ii t;* tut, li^ liim 

tiiu i«otlu‘.nuii^t*it**s' Kiv-t^l»i'«*ii«*li isjUrfi^b-i iill«v4 aarh in 

lUrhHtiig bliftr »s|allfis««h'ii k'*»ig84rt§, timll Arbeit 

gbieb Null mmu liirnm»« i: ■ ■■ iK f. 

c) Zur wcntorini Kriiiutrrunii Ist'mt^rktni wir n<H-li if an Ftilgtnitft: 
Went! nuin von alien WlirineerKelieiiningi^ii alrttelieii ittlrfle (go 
daB auch foii einein Wllrmeregervoir keine Hialci :?iriii kenniejund 
man gieh vorstalkn kfinnie* diiB tfie Trilrlien tfe» Htnka^^ wean 
(lioaor im Giinmin betmehltd in Hiilse i^U I#iig«m haben, hm 
demerit die anrJehenden nnd atiMluBi’iiilen Kriifli\ die aie dureh 
Vermittlimg einag Medinmii iitileinander inii den 

lUiBaren Krllften irn Clleieligi^wirtil aiinl, »n wilrtle man gugen 
kthmen, daB dar gebogt^rm Htab aiiia gewii4?4P £tfimikih 
bat imd diiB bai dan Hafiwingungan aiii iiii%%-er4.i^«4idar lllmr* 
gang dioisr potautlidlaii Knargia in kiiiati^dir Knrrgia und 
.s' :t|s umgekehrt itiittfindet W'ia bartnln in § 144 bamerkl wnnla, 
ist dieii Auffwiting nirlit pmt ririjlif, mmm km vialkdebt 
anob bei manehau feitan Krirjiarn iiiubi vial tmt dtn* Wnhrlmit 
abweiobt Kb mt dtiibidli ^Hialiartr. vraini wir iiir« in dan 
Macbaniimui dar Kwahaintingail’ iiialif., varlifflan litid ainftmli 
Tern dor /Cir;ie'r^fe- eim ^ gpraaliarL liiihan 

wir am Antkng von Kiifiitid If gatam Iht wir iiii Stella 
BDch nicht vom llbargang vmi Wllrina vini aiinnrs Keir|iar iiim 
anderen geBproehen Imitati, wnrde i^lithabwaigantl vnriinggamd^A, 
daB die ?srEndeningan lulWjtfkimtb Miniifindam Warm dim 
der Kali lit, kann man wirkiteb siigeii {g llTj* diiB die Arbaik 
die wir anf dag Daformtarmt verwaiidrri* glaudi inner Var- 
mebrnng der Knargia dai Kdrper« i^t tuid dfiB Iti4 ftabwingandan 
Bswagungen die Snmme dir iiinereii Knergia tmd elar kiiieti** 
schan Bbiargie konstaiit bliibt 

Die SEtee Bbar «lia freie Kiiergia gelleii in idnem liiidirin ; 
Fall, wamlleh, wonm wir noebmab auidrllaklirli erinnerri, fllr 
VerEndararigem Wenn wir tdncm Hlab bat kan« 
stanter Temparatur biagen, dtlrfen wir incbl giigiin, daB die 
Binergie, die im K5rpir anwesend i^l, um atnaii Betriig gleielt 
dor Ton tmB Tarrichtetan Arbeit ^nnimmi; an kiiiin n&mlkh 
etwas WErma an dai HeBerroir abgegeliaii odor diaaeiti enb 
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zogen worden sein (in welchem Falle sicli die Temperatur ge- 
andert haben wiirde, wenn die Veranderung adiabatisch statt- 
gefunden batte). Ebensowenig diirfen wir sagen, da6 bei der 
schwingenden Bewegung die gesamte Energie des States selhst 
nnveranderlich bleibt; aucb in diesem Fall kana Warme von 
dem Stab nacb dem Reservoir tibergehen und umgekebrt. In- 
des konnen wir versi chert sein, erstens von der Unverander- 
lichkeit der Energie, welche in diesem letzteren Fall der Stab 
und das Reservoir zusammen haben, und zweitens von der 
Richtigkeit der Regeln, die sich auf die freie Energie be- 
ziehen. 

Dabei verdient besonders hervorgehoben zu werden, da6 
diese Regeln in der Form mit anderen ubereinstimmen, die in 
der Mechanik vorkommen und welche die potentielle Energie 
betreffen. Ebenso wie diese letztere in der Gleichgewichtslage 
eines Pendels ein Minimum ist, wird unter alien Zustanden, 
in welche der betrachtete Stab durch Volumveranderung ge- 
bracht werden kann, der natiirliche Zustand dadurch gekenn- 
zeichnet, dap fur diesen die freie Une^'gie kleiner ist ah fur jeden 
anderen, Dali die Unveranderlichkeit der gesamten Energie 
eines bin- und herschwingenden Pendels analog der Unverander- 
lichkeit der gesamten freien Energie eines schwingenden Stabes 
ist, leuchtet ohne weiteres ein; man wiirde iibrigens auch beim 
Pendel (§ 246) von „freie:^Energie‘^ sprechen konnen. ~ 

d) Allein Satze wie diejenigen, welche wir in Kapitel II 
fiir die Gesamtmenge der Energie kennen gelernt haben, gelten 
im allgemeinen nicht fiir die freie Energie. Diese nimmt nieht 
nmr at, wenn das System eine Arteit verrichtetf sondern in maneh en 
Fallen auch, wenn es dies nicht tut fiine solche, man konnte 
sa genT^nutzT^^^^TermmSerunJ^^ („Vergeudung 

oderPissipaB^nrToFEneFgie^^^^^^^ nicht umkehr- 

baren Erscheinungen beobachtet 

“^Is erstes Beispiel kann wTeder der elastische Stab dienen. 
In Wirklichkeit werden die Schwingungen desselben durch 
Widerstande verschiedener Art gedampft und geht also die 
anfanglich vorhandene freie Energie der Deformation verloren. 
Ebenso nimmt, jedesmal wenn sichtbare Bewegungen durch 
Reibung vernichtet werden, die freie Energie ab, weil die ur- 
spriingliche kinetische Energie, welche wir dazu rechnen miissen. 


85)0 
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Yf‘rHfbwintli‘t. Auch luil tUn* in § ’Jl*» bi‘*lriir!iiririi 

kana aiii Vi^rHuch aitj^gi^fulirl wmb-n, hv% winiiana tli«» iVrit 
Euargio klaiaer wird, cihar diiU riin’ ArhidI %'tnTjrlilf«t. %\ml, 
DioH hi dar EalU waiia in riririj lii!tl«“i.^rr-ii Uiuim 

eiadringt, wcdud db Taiapariiltin wia wir .g %ui^ 

verlludart blinht» mt daU wir dta t'nm Kaargia ¥«ir iiml mch 
der Aundahrumg witinaiuidar vrrglt^a*lirfi ktdunni, Kuril dutii 
Versach hi dm Oas waiiigar iiiiHliiiiili^ diirrli amt! iiiiilliariiiiwdi# 
uad ttmkebrbare Aasdiduiiuig luif dm Vultim r mm tniia 
Arbeit tarriahten iiIh sir^jirllfigUrh. Uai liifTiii kidti Widar* 
sprucli mit darn GanaliS ifar Krhiillafsn dar Kiiargia liafcl, int 
kicht aias^^uaeluia; d k faargb tnwn 

Kdrpara lmaa_ aaveriliidart uud ilnrb ^rlir gut itr mM 

^’ weniger y,ugllagHch wa rdarn 

Deb Hantrabaa dar fraiati Eaargif, kliniis^r /4S wardtiu 
aieh bei viaka E#wdaniimigrni, iiiif rlia wir iurr nirlit aitiar 
aingehen kbaaan, uator iiiiftararii iiarh dudiirrin n'riifi idn 
Kdrpar aiao Arbeit ferriahtal^ die fnda Kiirrgie «»ft iindir iib* 
airamt ala diaaer Arbeit aati|trie}it, IfVnI 
auf dan S^Hem ^ A rlmi mu ml dm im% niVAl mtfh 

kthrhiren Vmimiemmim$ , It M dufpk iiri 

r^rrtimkl u4rd $tmn »m M kumlmlmr 

T^mperaiur minufm, dm fr^m tilmimmL Im 

x xisiand seUmt ist »k ri n Minimum, i*in ii»r bi’i iM^tmchtHugen 
tiSiiF~pKjS5EicifB titiff 4mmi«cfi«s (i{i»ii-ligcwit!!iU* tiplfanh »n- 
gewandt wird. 

Znm SchltiB aocli ®in Wort tthttr ilio Ootiiiitiou, wwlcho 
■wir Ton dec freien Inergiii gogelioti hat«$H. to dk*»r war mn- 
drQckHch die Redo fon der Arbeit, die da» Hfiitetn ^erriotiten 
kann, wenn eo auf ttmk^rbarfm Weg aus dem wirklicb bi- 
Btehenden Zufitand in dea NttllauBtatid flbergeht Die it» dem 
Wort „ufflk6hrbar" Uepnde Kioocbrilakuug war aiJtig, weil, 
■wenn der Diiergang in tutdarer Weioi^ itattfiadwt, durebaas 
nicht dieselbe Arbeit rerriebtet wird. Mwt kflaatt* tiao Waa 
sieh auf das Voluui F ansdoliaea Imor, indem man eo aich 
ttber einen arsprllngHch leeren Kaum anabreiten laBt; dann 
wOrde ee Oberhaupt koine Arbeit ferricbten. 

Der ITnuitand, dnB aaoh ron imt^mheikfn V«rtt)ti»'ruiiget» g«» 
sitrochon wurde, hat aur Folge, ilaB wir aaf (imtal der gegebiBiwB 
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finition nur fiir Zustande, in deneu der Kdrper dieselbe Temperatur hat, 
den Wert der freien Energie vergleiclien konnen (siehe jedoch § 253, b). 

§ Carnotsche Kreisprozesse. Wir kehren jetzt zu 

Kreisprozessen zuriick, bei denen der arbeitende Korper zwei 
verschiedene Temperaturen anniinmt. Niohi nur bei einem Oos j 
s ondem aueh hei anderen Korp ern ^3^ solcher Kreisproze^ 

aus zwei isotherm ischen und zivei adiahatischen Yerdnderungm z/ur 
sarnmengesetzi w&rd en; wenn dies der Fall ist, so spricht man 
von einem KreisprozeB von Carnot, weil dieser Physiker znerst 
(1824) aus der Betrachtung eines solcben Zykins von Ver- 
anderungen wicbtige Schliisse gezogen bat. 

Wir konnen uns z. B. vorstellen, daB ein vertikal auf- 
gehangter Metalldrabt, auf den eine spannende Kraft wirkt, 
die man regulieren kann, zuerst isothermisch ansgedehnt wird, 
daB dann die Ausdebnung adiabatiscb fortgesetzt wird (wobei 
sicb die Temperatur andert), daB hierauf eine isotbermiscbe 
Zusammenziebung folgt und daB endlicb durch eine adiabatiscbe 
Zusammenziehung wieder der ursprungliche Zustand erreicbt 
wird. Hierbei kann zum ScbluB eine gewisse Arbeit verricbtet 
worden sein, und man wiirde dieselbe wirklich benutzen konnen, 
indem man die Bewegung des unteren Endes auf ein Scbwung- 
rad libertragt und auf die eine oder andere Weise in ge- 
eigneten Augenblicken den Draht automatiscb mit den Warme- 
reservoiren in Verbindung bringt oder von denselben trennt. 

Man wiirde dann eine Vorrichtung baben, die ebensogut 
wie eine Dampfmascbine eine kaloriscbe Mascbine heiBen konnte, 
und ahnliche Mascbinen mit Carnotscben Kreisprozessen 
konnen aucb fur allerlei andere arbeitende Korper ersonnen 
werden. 

Wir wollen die beiden Warmereservoire und und 
die ahsoluten Temperaturen derselben und nennen, und 
zwar sei ’T^ > 

Ferner nehmm wir an, da^ die Verandertmgen sehr Icmgsam 
vor sick gehen, und dap der arheit&nde Kdrper erst dann mit einem 
Wdrmereservoir in Beruhrung gebrackt loird, w&nn er dureh die 
vorausgegangene adiabatisohe Anderung die Temperatur dieses Be- 
servoirs angenommen hat Der Kreisproxefi kann dann sowohl in 
der einen als aueh in der anderen Bichtung durchlaufen werd&n. 

Bei einer dieser Eicbtungen — wir wollen sie die ersie 

d a 
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naniieri — 'liatarkclar Kraisprci/t^B 

Arboit A\ man hat gefiuulau* thS «lab«h «I«»r KilrjN*r iffuarr 
eirio VVllrmeinuaKf voii dain UfHarv«Mr i$\ mhi «!ar hbh«*rra 
T6mptu*atur authimiut inui .t‘ina an lifigiht. Natilr- 

lich iet > Q^; dar tj.^ inilHpritdit nllnilidi 

der Arbeit Wir krimuni hlMhah ?^a,Ken* dnli, wiilirmd din 
WilrmBmouga «-* varhrmu'ht wurdmi mn Arbeit /ai 
varrichton, dia Manga nmi He^arvuir /i\ niudi daw liam^rftdr 
hbartragan wordan lit AIho; 

Eh to unnwfflMh dun^h f IVunm^ 
die am elmm r__ hiimr Ttmimniur mrdg 

vollHiiimluj in m mdmnm dm^ E mrgm um t amd im : esu IVii timer 
Wiirmetmnge itird ah \Viit$m medrtgr-fhHdm^ umi unsr eimm 
nkdtigjrrr Temprmiitr, 

Dor Brutdt 

m 

~ V. ’ 

welclior augibt, WRlcht‘rT«ir«Iw"ili'itn Htmt'rvatr h\ «♦tlt^^Ig•^ll^'^ 
Warma zuin Verrichten von Arbait vt^rbriMu-ht wirti, iianiuni 
wir den Wirkutu/sgrad ties KraisitrozenHos, 

Dici Zahl 

,, ‘ I 

— %h ih w 

gibt arij wiovial Kahiritiri von niicli tlbrrgnfllhrt wertlmi 
gagen mm Kalorioi dia fllr mtiahaiuiolip Arbtiil dt®nt 

Wird der Kroiapro/^aB in iinigiikiilirter litalilmig, iilufi in d«’r 
mmkfh Riobtung durehknfen, mi hi dii? Arbail dm wirkendnn 
K6rper« iiogatlv, n&mUeh A, mit liiulernii Worlan, dm iltiBnr^n 
KrEfta wmchtan oitui Arbtit + 4* liain = li^ wir«t 

jetsst aioa W&rmomaiiga entiogon niid d«m Itamjrvoir 1^ 
eiae Manga ^sugoftlhrt, die grOBar tli ij^ mt Al^u 
frd)gU^^ mU eimm m d#r 

§im WSrmema^itgB ^ Umertmr $imM thm 

,mm iimUim 

Ay'hei i vmriddmt * die ^ itMmi il^# 

mhdtm^n i(ofl>erH 

nAni 'der khtrgefitktim^ i« d^m tie* 

aervoir vm hofm fempemkir 


§ 249 ] 


Thermodynamiscbe Betracbtungen. 


393 


Ebenso wie wir uns eine kalorische Maschine vorstellen 
konnen, in welcher der arbeitende Korper einen Carnotschen 
KreisprozeB in der ersten Eicbtung ausfiibrt, konnen wir una 
auch eine aolche Maschine denken, in welcher ein KreisprozeB 
in der zweiten Eicbtung stattfindet. Wabrend aber in der 
ersten Maschine die Drehung des Scbwungrades durcb die 
Arbeit des wirkenden Kdrpers beschleunigt wird, yerliert in 
der zweiten Maschine das Schwungrad Energie und muB also 
durcb auBere Krafte in Bewegung gehalten Averden, 

Wir bemerken nocbj daB man jede wirklicb ausgefiibrte 
kalorische Maschine nach Anbringung einiger Abanderungen 
in entgegengesetzter Eicbtung als gewohnlich laufen lassen 
konnte. Man kann es z. B. so einrichten^ daB bei der Dampf- 
maschine von Fig. 212 (S. 877) der Kolben nach oben geht, 
wenn der Zylinder mit dem Kondensator Q, und nach unten, 
wenn er mit dem Dampfkessel Pverbunden ist. Die Maschine 
ist dann eine Pumpe geworden^ mit der man Wasserdampf 
aus dem Kondensator saugt und im Kessel verdichtet. 

Hierbei wird jedoch die Wirkung nicht vollkommen um- 
gekehrt, denn es kommen, wie man leicht einsehen wird, nicht 
mehr ganz dieselben Zustmde vor. Es hangt dies damit zu- 
sammen, daB in der in Pig. 212 angedeuteten Maschine nicht in 
jedem Augenblick ein Gleichgewichtszustand besteht. Wenn z. B. 
der mit Dampf von hoher Spannung gefOllte Zylinder 0 mit dem 
Kondensator, welcher Dampf von geringerer Spannung enthalt, 
in Verbindung kommt, so ist der Dampf nicht im Gleichgewicht. 

Die Carnotschen Kreisprozesse dagegen sind vollkommen 
umkehrbar. 



i 


§ 249. GroBe des Wirkungsgrades. Zwei Carnotsch e 
Kreisprozesse mit versohiedenen arbeitenden Kdrp&rn, aber mit der- 
selben hohen und niedrigen Temperalur kaben denselben Wirhwngsgrad. ^ ^ 

Man kann dies aus dem folgenden Prinzip ahleiten^ welches 7 Ci" » 

von Clausius (1850) zum Ausgangspunkt seiner Betrachtun gen v; r 
liber die mechanische Warmetheorie (Thermodynamik) genommen , / 

wurde. ^ 

Es ist unjndglich, dafi Warms von einem Korper von niedrigerer 
Temperalur auf einen Korper von hoherer Temperaiwr ubergeht^ ohne 
da^ gleiGhzeitig noch andere Yerdnderwngen stattflnden. 
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Aus diesem Prinzip wird der obengenaimte Satz in folgen- 
der Weise abgeleitet: 

Wir nehmen an, da6 bei zwei Carnotscben Kreisprozessen 
mit denTemperaturen nnd der Wirkungsgrad verscMedene 
Werte nnd bat Dann wird auch die Zahl n (§ 248) 
verschiedene Werte nnd baben. Gesetzt, es sei 
Wir denken uns nun, in einer kaloriscben Mascbine flnde 
der erste KreisprozeB in der ersten Ricbtung und in einer 
zweiten Mascbine der zweite Kreislauf in der zweiten Eicb- 
tung statt; die beiden Mascbinen sollen ein gemeinsames 
Scbwungrad baben und mit denselben Warmereservoiren 
und '^erseben sein. Die Energie des Scbwungrades wird 
dann durch die erste Mascbine vergroBert und durch die zweite 
verkleinert Wir konnen die Mengen der arbeitenden Korper 
so wablen, dafi die eine Mascbine gerade so viel Arbeit verricbtet 
als fiir die Bewegung der anderen erfordert wird; dann kann 
die eine Mascbine gerade dje^andere treiben, und alles zu- 
sammengenommen wird’^we^r Warme in mecbaniscbe Energie 
umgesetzt, nocb umgekebrt. 

Wenn nun in der ersten Mascbine a Kalorien, die aus 
entnommen werden, verbraucbt werden, so bringt die zweite 
ebensoviel Warme in dies Reservoir zuriick. Aber bei dem 
ersten KreisprozeB geben auBerdem a Kalorien von nacb 

nnd bei dem zweiten a Kalorien von JR,^ nach iiber. 
Da > nj ist, wlirde scblieBlicb eine gewisse Warmemenge, 
namlicb « Kalorien, von dem kalten nach dem warmen 

Reservoir iibergegangen sein, was dem Clausiusschen Prinzip 
widerspricht 

Durcb eine abnbche ScbluBfolgerung, bei der man jedoch 
den ersten KreisprozeB in der zweiten und den anderen in der 
ersten Ricbtung stattfinden lassen muB, beweist nian, daB 
nicht kleiner als sein kann. Folglich muB =; und also 
aucb = Wg sein. 

M.(in kann nun aus den EigenscJiaften der Oase ahleiien, da ^ 
he i einrni Carnotschen KreisprozeB mit einem Oas^ we lches die 
i m funften Kapitel heho/ndelten EigenschcLftef i hatj deT WiTkufigs fiTd d 
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hat, wenn und die ahsoluten Temperaturen Daher hat 

auch fiXr jedeTTlmdei^^ rno tschm KTei^rgze^ , w^Mier 

Korper henutxt wird, der Wirkunpsprad diesen W ert, Hieraus folgt: 

Q 2 _ ^ 

Oder 

Q^:Q^ = T,:T, (2) 

eine Gleichung, die zu wichtigea SchluBfolgerungen Veranlassung 
gegeben hat. 

Um die Formel (1) fur ein Gas abzuleiten, wollen wir die Pro- 
portion (2) beweisen. Zu diesem Zwecke beacbten wir, daB bei einer 
isothermischen Ausdehnung die innere Energie sicb nicht andert (§ 229) 
und daher die aafgenommene Warme der verrichteten Arbeit aquivalent 
ist. Wenn also ABGD (Fig. 213) den KreisprozeB vorstellt, so miisaen 
wir beweisen : 

Fliiche A Bb a: Flache D God — T^iT^ . . . . . (3) 

Es 8Qi E F eine isotbermische Linie, die in unendlicb kleinem Ab- 
stand von A B gezogen ist und also einer Temperatur F eutspricht, die 
unendlicb wenig niedriger als T, ist Wir zieheu zwiscben A B und EF 
eine beliebige adiabatische Linie O H und vergleicben die Volume und 
die Drucke in den Zustanden O und H, Wie wir Wissen, ist das Produkt 
aus dem Druck und dem Volum proportional der absoluten Temperatur 
und kann also durch R T dargestellt werden, wenn R eine Konstante 
ist. Wenn wir dies auf die ZustSnde G und H an wend en, so finden wir 


und 


OgxgG^RT,^ (4) 

OhxhE^RT'. (5) 


Ferner beachten wir, daB die Arbeit des Gases bei der adiabatischen 
Ausdehnung GH gleicb der Verminderung der inneren Energie ist. Da 
nun die innere Energie auf der ganzen Linie A B denselben Wert hat, 
und ebenso auf der Linie EF, so muB die betreflPende Arbeit fiir jede 
adiabatische Linie zwiscben A B und BF denselben Wert baben. Diesen 
Wert wollen wir mit 8 bezeicbnen. Dann ist also, da fiir den Inbalt 
des Streifena g GHh mit der unendlicb kleinen Basis gh das Produkt 
aus dieser Basis und g G genommen werden kann, 

ghx g G 6 (6) 

Aus (4) und (6) folgt ghj 0 g ^ ej{R T^), und also fiir das Ver- 
baitnis Oh/Og^kev Volume in J9f und G ein Wert 


welcher unabbangig von der Lage G auf der Linie AB ist. Ferner 
folgt aus (4) und (5), wenn man das Verhaltnis der Drucke hHjg G mit 
^ bezeicbnet, 

^ 


1 
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so dafi auch ^ unabhangig von der Lage von Q sein muB. Man kann 
also die Figur aABb in eEFf iibergehen lassen, indem man alle 
Abszissen im VerhSltnis von, 1 zu a, und alle Ordinaten im VerbSltnis 
von X z\x ^ verandert. Die Flacbe andert sich dann im Verhaltnis von 
1 -zn woraus folgt: 

Flache EFfe T 

^ ^ Macbe ABha ~ ~1\ * 

Stellt man sick nun vor, da6 zwiscben A B und D G unendlich viele 
isothermisbbe Linien eingescbaltet werden, die Temperaturen entsprechen, 
welcbe mit unendlich kleinen Differen'zen abnehmen, und wendet: man 
auf je zwei aufeinander folgende Linien das soeben erhaltene Kesultat 
an, so kommt man leicht zu der Proportion (3). 

§ 250. Wirkungsgrad bei einem nicht nmkehrbaren Kreis- 
prozeB. Wir betrachten jetzt einen KreisprozeB mit den 
Warmereservoiren und welcher nicht umkehrbar ist, 
z.B. den KreisprozeB, welcher in der Dampfmaschine von Fig. 212 
stattfindet. Wir nehmen an,,.da6 dabei Warme fur mechanische 
Arbeit gebraucbt wird und bezeichnen den Wirkungsgrad mit 

hierzu gehort die Zabl = (1 j m^) — 1. Wir konnen 
nun diesen KreisprozeB in der am Anfang des vorigen Para- 
graphen angegebenen Weise mit einem umkebrbaren Kreis- 
prozeB verkoppeln, dessen Wirkungsgrad wir mit be- 
zeichnen wollen, wahrend wir = (1 1 — 1 setzen. Durch, 

die im vOrigen Paragraphen benutzte SchluBfolgerung konnen 
wir dann beweisen, daB nicht kleiner als und also 
nicht groBer als sein kann. Ein Wert von kleiner 
als also kleiner als (Tj — T^) / ist aber nicht ausgeschlossen; 
und in d&t Ichvt die Bebhachtung ^ dafi der Wirhun gsgrad cincT 
u ^kHchm [und also nicht vollkommen ii'^ehThcur&r^^ 

J^chim Tnehr oder wmiger unter diesem Bruch liegt Dieser letztere 

Es ist vielleicht gut darauf hinzuweisen, daB man, wenn 
man fur eine Dampfmaschine den Bruch — bereehnen 
will, der den hochsten erreichharen Wirkungsgrad dar stellt, 
unter nicht die Temperatur der Feuerung, sondern die Tem- 
peratur dea Wassers im Dampfkessel zu verstehen hat. Diese 
Temperatur bestimmt die Dampfspannung und man vnirde die •- 
Feuerung durch ein Warmereservoir von dieser Temperatur er- ' 
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setzen konnen, wenn dieses nur hinreichende Warmekapazitat 
besaBe and schnell genag Warme an das Wasser abgeben konnte. 

Was man zu tun hat, um einen moglichst hohen Wirkungs- 
grad zu erzielen, ist nach dem vorhergehenden Mar. l^^tens 
m/ttp man die Maschme so viel als moglich der Umkehrharkeit cm- 
und xweiUm mu^ 

niedrio m machen sueh en fftir den Wirkungsgrad' kanh ntolich 
geschrieben werden: 1 — T^jT^. Welchen arbeitenden/ Korper 
man benutzen will, hangt von verschiedenen Erwagungen ab^ 
z. B. von der, welcher Korper am besten eine Erhitzang auf 
hohe Temperatur gestattet. Aber, hiervon abgesehen, liegen 
keine theoretiscben GrLinde vor, weshalb man dem einen Korper 
den Vorzug vor einem anderen geben sollte. 

§ 251. Beliebiger KreisprozeB. Es gibt einen wichtigen Sata^ 
der fiir jedeu KreisprozeB gilt, wenn er nur der Bedingung geniigt,; daB • 
der arbeitende Korper, den wir M nennen wollen, in jedem Augenblick 
in alien seinen Teilen dieselbe Temperatur T hat. Diese Temperatur 
kann sich in der einen oder anderen Weise, vielleicbt fortwShrend Sndern, 
und verschiedenartige Zustande, die durchaus keine Gleichgewichts- 
zusta,nde zu aeiu braucben, konnen aufeinander folgen. Im allgemeinen 
werden wiihrend der Ver^nderungen gewisse Warmemengen aufgenommen . 
Oder abgegeben werden;. wir wollen aufgenommene WSrme mit dem 
positiven Vorzeichen und abgegebene Warme mifc dem negativen Vor- 
zeichen andeuten. 

Wir teilen den KreisprozeB in unendlicb kleine Scbritte und neinnen 
fiir einen derselben Q die, natiirlicb uuendlich kleine, aufgenommene 
Warmemenge. Der betreffende Satz besagt dann, dafi die algehraische 
Simime 

( 7 ) 

iiher den g(in%en Kreisproxe/S ersireckt, nicht positiv sein kann, 

Um dies zu beweisen, wollen wir jede Warmemenge, die M auJ^- 
nebmen muB, ein und demselben Reservoir K entnehmen, welches eine 
gewisse Temperatur -d- hat, und jede Warmemenge, die M ahgehen muB, 
diesem Reservoir zufflhren. Wir konnen dies auf umkebrbarem Wege 
tun, wenn wir jedesmal von einem Hilfskorper, z. B. einer Gasmasse 
Gebrauch machen, die einen Carnotscben KreisprozeB durcblauft, bei 
welcbem der Korper M und das Reservoir K die Rolle spielen, die wir 
friiber (§ 248) den Reservoiren und R^ ubertrugen. Um dann dem 
Korper ilf, wahrend er die Temperatur T bat, die positive oder negative 
Warmemenge Q zu geben, muB aus K die Menge 


( 
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entnommen werden. Wenn also der ganze KreisprozeB durclilaufen ist, 
so beMgt die aus K verschwundene War me 

Nun ist schlieBlichf weder an dem Korper My nocli an der Gas- 
masse, womit man jedesmal gearbeitet hat, etwas verandert; ware also 
(7) positiv, so wiirde die ganze Operation keine andere Foige haben, 
als daB aus K cine gewisse Warmemenge verschwunden und ganz in 
mechaniscbe Energie umgesetzt ware. Man hat aber alien Grund, dies 
fur unmoglieh zu halten. 

In detn besonderen Fall, daB der KreisprozeB des Korpers M urn- 
kehrbar ist, kann der Ausdruck (7) auch keinen negativen Wert haben. 
Kehrt man niimlich alle Veranderungen um, so Sndert jede Wtlrmemenge 
das Vorzeichen und wiirde also die Summe wenn sie erst negativ 

war, einen poaitiven Wert bekommen, was aber, wie bewiesen wurde, 
unmoglieh ist. Es bleibt also nichts anderes iibrig, als daB fiir umkehr- 
bahre Kreisprozesse \ 

= 0 

ist. Nennen wlr der Kiirze halber eine Warmemen glfiA^aaiih^^ 
durch die absolute T emperatu r des KorpersT"^^ dem 
O der abgegeben wird, dividiert ist , eine redttzierle Warmemeng e, so lautet 
unser Resultat: Bei jede m umkehrbaren Kreisproxe0 ist di e jiM^braisqhe 
S umme der reduxierim %uaefUhrten Wdrmemenam aMch 

Bei emem nichi umkehrharen Kreispro%e& dacfeoen kann diese Su mM^^^, 
sekr gut etnen nega tiven Wert haben ^md hat ihnAai^ djMoIjLJ^^ 
wie imm eVy wie sich durch Betrachtungen, auf die wir hier uicht nilher 
eingehen konnen, beweisen laBt. 

§ 252. Entropie. Man kann, wenn man die ZustandaS-nderungen 
eines Korpers studiert, unter alien Zustanden, die er annehmen kann, 
einen auswahlen, nm mit ihth alle anderen zu vergleichen. Lassen wir 
nun den Korper aus diesem einen Zustand N auf timkehrbarem Weg in 
den ZusUind A Uhergehenl so" kamr~m^ dafi die Su mme der\ 

re duxierten Warmemengen, die man %u d iese m Zw eeke xufUkrm ^ 

e inen gan% hestimmten Wertdvaiy einerlei auf welc hem W^g& der ^^Jpeffende \ 
Ubergang stattfmdety d. h. welche Zwisehenxustande dabei vorhommen. j 
Man kaniTzrBr^Sr^Tammr^V^ser^^b^ in gesattigteh Wasierdampf • - . 
Ton 100° ubergeben lassen, indem man erst von 0® auf 100® erwSrmt 
und dann die Verdampfung stattfinden iSfit, Oder auch indem man erst 
auf 50® erwarmt, dann das Wasser verdampfen laBt und schliefilich den ■ 
Dampf auf 100® bringt, wobei dann das Volum so geregelt werden muB, 
daB der Dampf zum SchluB gesSttigt ist. Fiir jeden dieser Wege muB *• 
nun A^(Q/T) deuselben Wert haben. 

Der Beweis fur diesen Satz kann in folgender Weise gefiihrt werden. 
Es sei 77 die Summe der zugefuhrten reduzierten Warmemengen fiir den 
einen Weg zwischen den Zustknden K und A, g* die entsprechende 
Summe fur einen anderen Weg. Wenn man dann den Korper auf dem 


I 


iXLLKi-^j. lu ueii 2 i.nrangszusT;ana zurucKoringc, oBKommi man eiueix 

Kreisprozefi von umkelirbaren Veranderungen, fiir den 2J{QIT) — 0 seia 
muB. Aber fur den ersten Teil dieses Kreisprozesses liat ^(Q/T) den 
Wert fiir den zweiten den Wert —• Daher muB 0 Oder 

rj ^ 7} ' sein. 

Um die Bedeiitung dieses Eesultates klar zu erkennen, stellen wir’ 
uns fiir einen Augenblick auf den Standpiinkt der friiheren Theorie, nach 
welcher die Warme ein Stoff sein sollte. Als man von dieser Auffassung 
ausging, muBte man natiirlich annehmen, daB ein Korper iin Zustand A 
eine bestimmte Menge Warme mehr entbalt als im Zustand W, daB also 
auch, wie man den Ubergang aucb stattfinden laBt, Zufubr einer be- 
stimmten Menge Warme erfordert wird. Dies ist nun, da Warme ver- 
braucbt werden oder entstehen kann, niekt rich tig, aber wohl kann man, 
wenn man sich auf 'nmkehrbare tJbergange beschrankt, von der Summe 
der redu%mrtm Warmemengen sagen, was friilier von der Summe der 
Warmemengen selbst gesagt wurde. 

Die Summe der rednzierten Wiirmemengen. welcb e man dem Komer. . .|i. 
2 ufdbren muB^ um ibn in den Zustand A zu bringen, wi rd Eoitropie [ ! 
in dieaem Zustand genannt, Aus dieser Definition kann das Polgende 
abgeleitet werden: 

a) Bei einer beliebigen umkehrbaren Veranderung (kein ,,KreiS" 

prozeB*') ist die Zunahme der Entropie gleich der Summe der reduzierten 
zugefiibrten Warmemengen. ‘ . 

b) Die Entropie andert sich also nicht bei einer umkehrbaren adia- 
batiscben Auadehnung oder Zusammendruckung. 

c) Da eine isotbermische Ausdehnung eines Gases Zufuhr von 
Wfirme erfordert, so ist bei einer bestimmten Temperatur die Entropie 
des Gases um so grotSer, je grdfier das Volum ist. 

§ 253. Eegeln ffir nicbt umkelirbare Veranderungen. Wir 
wollen annehmen, ein System gehe durcli irgend eine Eeihe von Ver- 
an der ungen, die nicbt umkehrbar sind und die wir mit P bezeichnen 
wollen, aus dem Zustand A in den Zustand B liber, und es sei 

2 — 

die Summe der reduzierten zugefiibrten Warmemengen. Wir konnen 
uns vorstellen, daB das System durcb eine neue, und zwar eine umkebr- 
bare Eeihe von Veranderungen, die wir mit P' bezeichnen wollen, aus 
dem Zustand B in den Zustand A zuruckgebracbt wird; wir bekommen 
SQ einen nicht umkehrbaren Kreisprozess. Fiir die Veranderungen P' 
ist nun die Summe der reduzierten zugefiibrten Warmemengen (§ 252, a) 

Va- lb, 

wenn rja die Entropie im Zustand A und die Entropie im Zustand B 
ist. Pur den KreisprozeB ist also die mebrmals genannte Summe 


rj, la 


lb- 
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Dies mu6 nun einen negativen Wert haben, d. h. 

V- Q 

+ Va" Vh < 0 , . . . 


( 8 ) 



ein Satz, in welcliem nur noch GroBen vorkommen, die sich auf die 
nicbt nmkehrbaren Veranderungen P und auf den Anfangs- und End- 
zustand beziehen. 

Wir wenden diesen Satz auf einige besondere Falle an. 

a) Wenn die Veranderungen P adiabatiscb verlaufen, so verschwindet 
das erste Glied in (8) und ist also 

Va<Vb‘ 

Bei alien nickt umkehrharen Veranderungen, die ohne Aufnahme 
Oder A]bgdW von WWme '’T[aP^m^n^^m ^^^qpfe xu^^ W 

H]K*Tiresnn*Si^E*'lmd^^ Welt ais ein System betrachtet, 

anwenden, und kommt bierdurch zu einem kurzen Ausdruck fiir die 
Grundidee dieses Kapitels, dap in den Naiurerscheinungen eine hestimmte 
Ricktung vorhe rrsch t 

ByWenn die Verfinderungen P isothermisch stattfinden, kann man 
fiir das erste Glied in (8) schreiben 

Es sei nun W die Arbeit, die der Kdrper verriclitet, Sa die Energie im 
Zustand A, und e* die Energie im Zustand P. Danii ist nacb dem Ge- 
setz der Erbaltung der Energie, wenn wir die Warmemengen in Arbeits- 
einbeiten ausdriicken, 

ZQ 

so daB, wenn man mit der konstanten Zabl T multipliziert, die Un- 
gleicliung (8) iibergeht in 

(fi6 “ Tr^i) - {Sa - Trja) + W < 0 (9) 

Im Palle, daB die Veranderungen nicbt nur isothermisch, sondern aucb 
ohne SuBere Arbeit atattfinden, ist also 


fifi- T7]b < Ga- Trja (10) 

Man kann in jedem Zustand des Kdrpers die Energie e, die 
Entropie i?, und also auch die Punktion 

^ 

betracbten. Es zeigt sich nun, daB diese Punktion bei einer isothermi- 
Bchen nicbt umkebrbaren Veranderung ohne auBere Arbeit abnimmt, also 
die Eigenscbaft besitzt, die wir in § 247, d als eine Eigenscbaft der freien 
Energie kennen lemten. In der Tat bleibt man in Cbereinstimmung mit 
der friiher gegebenen Pestsetzung, wenn man (11) als die freie Energie 
definiert. Dies folgt daraus, daB man fiir eine umkebrbare Veranderung 
das Ungleicbheitszeicben in (9) durch das Gleicbbeitszeicben eraetzen 
muB und dafi also die von dem Kdrper verricbtete Arbeit W gleicb der 
Verminderung der GrdBe e -- Tg ist. 



Siebentes Kapitel. 

Eigenschaften fester Korper. 

§ 254. Ausdehnung nnd Zusammendruckung fester Korper. 
Wahrend im dritten Kapitel von den Veranderungen, die die 
GrroBe und die Gestalt der festen Korper erleiden konnen, ab- 
geseben wurde, wollen wir jetzt gerade diese Veranderungen 
besprechen. Dabei werden wir von den Vorstellungen der 
Molekulartheorie weniger Gebraucli machen als bei der Be- 
haudlung der gasfornaigen Korper. Man kann sich vorstellen^ 
daB ein fester Korper aus kleinen Teilchen zusammengesetzt 
ist, die unter dem EinfluB der Krafte, die sie aufeinander aus- 
iiben, um bestiminte Gleicbgewicbtslagen bin- und bergeben, 
und zwar mit Gescbwindigkeiteri; die um so groBer sind, je 
bober die Temperatur ist. Aber viel weiter als bis zu einem 
derartigen allgemeinen Bild der Erscheinungen bat man es 
nocb nicbt gebracbt. 

Die einfacbste Formveranderung {Deformation), welche wir 
zu betracbten baben, ist die Langenvergrofierung {Ausdehnwig] 
eines Stabes durcb zwei gleiche Krafte, die an den Enden in 
der Ricbtung der Lange wirken^ Oder, was auf dasselbe bin- 
auskommt, durcb eine Kraft, die an dem einen Ende wirkt, 
wabrend das andere festgeklemmt ist. Wir wissen bereits, daB 
dann an jedem Querscbnitt eine Spannung bestebt, die gleicb 
jeder dieser beiden Krafte ist (§ 168, b). Was ferner die Aus- 
dehnung letrifft, so hat man gef unden, daf sie bei nicM %u grofen 
Krdfien diesen proportional ist; auBerdem bangt sie von der Lange 
und dem Querscbnitt und von der Art des Stoffes ab. Sie ist 
der Lange direlct und dem Quersehniti umgekekrt proportional, wie 
sicb durcb eine einfache ScbluBfolgerung beweisen lafit. Teilt 

Lorentz, Lehrbucli dor Physik. T. 26 
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man namlich einen Stab durch eine gedachte Ebene senkrecht 
zur Lange in zwei gleicbe Teile, so ist wegen der Spannnng an 
dem Quersclmitt jede Halfte ebensogroBen ausdehnenden Kraften 
unterworfen wie der ganze Stab, aber die LangenYermehrung 
jeder Halfte ist halb so gro6 als die des ganzen Stabes. 

Betracbtet man dagegen den Stab als aus zwei anderen 
zusammengesetzt, die einen halb so groBen Querschnitt haben, 
so kann man sagen, daB jeder Teil der Halfte der ausdehnen- 
den Kraft ausgesetzt ist; die Dilatation wird daher halb so 
groB sein, ala wenn eine dieser Halften fiir sich allein durch 
die voile Kraft ausgedehnt wiirde. 

Wenn P die ausdehnende Kraft, I die urspriingliche Lange, 
5 den Querschnitt und u die Langenvermehrung bedeutet, so 
konnen die mitgeteilten Gresetze in die Formel 

( 1 ) 

zusammengefaBt werden, in welcher C fiir jede Substanz einen 
hestimmten Wert hat. Ist diese Konstante bekannt, so kann 
man fiir jeden Stab, der aus dem betreffenden Stoff besteht, 
die Ausdehnung durch eine gegebene Kraft berechnen. 

Der reziproke Wert von G wird der ElastizitatshoeffiMent 
(oder Elastizitdtsmodut) genannt. Bezeichnet man diesen Koeffi- 
zienten mit P, so wird 


-woraus folgt, daB fiir s = 1 und w = P — P sein mliBte. Hier- 
'aus ergibt sich die Definition: Der ElastizitdisJwefftzient ist die 
Zahl, welche die Kraft angibt, loelche einen Stab von der Einheit 
des Quersehnittes auf die doppelte Lange aitsdehnen wurde^ werm 
ndmlieh aueh bei sehr grojien Kraften zwisch&n diesen und dev 
dehnimg dasselbe Verhdltnis bestdnde, wie bei kleinen Kraften. 

Von dieser Definition aus kann man leicht wieder zu der 
Gleichung (2) kommen, und es ist klar, daB man P berechnen 
kann, wenn P, I und s gemessen sind. 

In der Tabelle II am Ende des B aches findet man fiir 
einige Stoffe die Werte von P, in den Einheiten des C-G-S- 
Systems ausgedriickt. 

Dieselbe Tabelle gibt auch in Dyn die Kraft an, welche 
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erforderlicli ist, um einen Stab von 1 qcm Querschnitt zu zer- 
reiben. 

Die angegebenen Zahlen sind nur dazu bestimmt, an- 
nahernd das .Verbalten der verscbiedenen Stoffe anzugeben. 
b'’este Korper konneni namlich dtirch geeignete Bearbeitung in 
sebr verscbiedene Zustande gebracbt werden. Ein Stiick Stahl 
z. B. wird, wenn man es gllihend macht nnd dann plotzlich 
abkuhlt, sprode und hart, d. h. schwer zu ritzen und zu feilen; 
durch langsame Abkiihlung dagegen wird es biegsam und 
weich. Ahnliche Unterschiede bestehen bei anderen Korpern, 
und man kann es als allgemeine Hegel ansehen, da^ die j^kgsikor 
lischen Konstanien eines festen Sioffes mehr oder weniger von dem 
Zustand ahhangeUy in den er durch vorhergehende Bearheitungen 
b7*acht ist. 

Tiber die- in diesem Paragraphen besprochene Formver- 
anderung mlissen wir iibrigens noch bemerken, dafi der Stab 
nur dann in alien s'einen Teilen gleichmaBig deformiert wird, 
wenn die ausdehnende Kraft gleichmaBig iiber die Endflachen 
verteilt ist. Bei einem Stab, welcher im Vergleich zur Lange 
dllnn ist, tut allerdings die Art und Weise, wie die Krafte 
angebracht werden, wenig zur Sache, aber bei einem dicken 
und kurzen Zylinder werden KrMte, die in den Mittelpunkten 
der Endflachen angreifen, eine ganz andere Wirkung haben 
als Krafte, die liber diese Flachen verteilt sind. 

In der Voraussetzung, daB die Krafte gleichmaBig verteilt 
sind, kann man P / s die Spannung im Stab e p o'o Emh ei t des 
Querschni ttes nennen. Ferner j I die Ausdehnung yro Ldnoen -- 
emheit. Nac h Formel (2) ist der Elasiizitaiskoef fluent das V&rhdltni s 
zwischen diesen heiden Qrdj5en. ^ 

Die Formel kann auch dazu dienen, um die Zusammen- 
drlickung* zu berechnen, die ein Stab durch zwei Krafte an 
seinen Enden erleidet. Die Beobachtung hat namlich gelehrt, 
daj3 Krafte^ die einem Stab eine gewisse Yerldng&)%ing gehen, eine 
ebensogro^e Verkurzung bewirken^ wmn ihre Richtv/ng umgekehrt 
wird. 

§ 255. Veranderung der ftuerdimensionen bei einem Stab, 
der in der Richtung der Lange ausgedehnt oder zusammen- 
gedriickt wird. Eine Ausdehnwng in der Richtung der Lange ist 
mil einer Zusammenxiehung {Koniraktion) m jed&r Richtung senhrecht 

26* 


Dabei wird die Veranderung pro Langeneinheit, welche die 
Querdimensionen erleiden, gefunden, indem man die Anderung, 
ebenfalls pro Langeneinheit, der Lange des Korpers mit 
einem Bruch multipliziert, der fiir jeden Stoif einen be- 
stimmten Wert hat. Bei den meisten Korpern liegt (i zwischen 

V4 Vs- 

1st also bei einem Stab die Lange durch eine ausdehnende 
Kraft 1 5mal groBer geworden, so werden die Querdimen- 
sionen im Verhaltnis von 1 zu 1 — verandert. Das Volum 
wird (1 -p 5) (1 — ^ (^f mal groBer, wofiir man, wenn S, wie ge- 
wohnlich, sehx klein ist, 1 + (1 — 2 /.t) J schreiben kann. 

§ 256. Gleichzeitige Zusammendriickung in verschiedenen 
Eichtongen. Koeffizient der kubischen Zusammendriickbarkeit. 

Wmn ein Korper von heliehiger Form einem iiher die gan%e Ohe/r- 
fldche gldchgro^en norrnolen Druck unierworfm wird, nehmen 
alle Dimerisionen in demselhen Y&rhdltnis ah, so daj^ sick die Form 
nichi dnd&rt. Die Verkleinerung der Dimensionen so wie die 
Verkleinerung des Yoluras ist dem auBeren Druck proportional. 
Die Zahl, weMke die Veranderung der Volumeinheit hei einem duperen 
Druck Mns ausdriXcM^ wird der Koeffivient der Zusammendruckhar’- 
keit genannt. Sie hangt in einfacher Weise mit der Verkleinerung 
der Dimensionen zusammen. Werden diese namlich im Ver- 
haltnis von 1 zu 1 — ^ verandert, so andert sich das Volum 
im Verhaltnis von 1 zu (1 — oder im VerhSiltnis von 1 zu 
1 - 3 

Mit Hilfe theoretischer Betrachtungen kann man den 
Koeftizienten der Zusammendriickbarkeit aus den GroBen E 
und /A der vorhergehenden Paragraphen ableiten; der Ausdruck 

gibt namlich an, urn wieviel die Volumeinheit durch einen Druck 
von 1 Dyn pro qcm kleiner wird. 

Um dies zu beweiseu, betracliten wir ein recKtwinkliges Parallel- 
epiped mit den Kauten a, h, e. Wir lassen auf die beiden Seitenflachen, 
welche senkrecht auf der Kante a steben, einen aufieren Druck wirken, 
ebenso auf die Seitenflachen, senkrecht zu h einen Druck und auf 
das dritte Paar Seitenflachen einen Druck Um die Form zu be- 


folgeudcn allgomoiueii Satz Grebrauch maclien. 

Wenn auf emen Korper verschiedQne Krdftc xughich wirken^ von 
dmvn jede fiir sieh eine sebr klcine Deformation bewirkty so ist die Fer- 
achielniny ernes rimktea die liesuliante (m 8inne von § 27) dor Fer- 
sehivhimyen^ die er durch jede der Kr'dfte einxeln bekonmien toUrde. Die 
. VerUingerung einer Link in dem Korper ist die algchraisehe Stmme der 
Anderung&n dteser LtUfCy wclche jede der vcrschicdenen Krufte fiir sieh 
alkin hervorbringen loUrde, Naiih gi? 254 urid 255 wiirden nun durch 
don Druck pro FUichonoinhcit dio Kautoii rr, h uiul a zunolinioii iim 


clui’ck (Icn Unick p, utn 

+ /t rt , ■ ® ' 

und durdi don Druck um 

4 - ft a , “h u c . 

L L iv 

Wirkou (lio droi Drucko zugloicli, ho sind dio Kautou goword(ui 


* M (Pm d- p^) 


fi ( Pn + Pt) 


h , uaw. 


HicraUH folgt*, wonu man aotzt, fiir clou nouon Wort des 

..tr.i h ai!,e [i 1 4u 


. . hi '’uii I ’ I t B(l~"2u) Y t-ki y 

woraiis aich fUr den KooMzientou der Zusammendriickbarkeit dor oben 
angagabeno Wort erglbfc. 

Audi eine Flllssigkeitsmaaae kann unter dem BinfluB eines 
auf ihro Oberllllclie wirkenden normalen Druckes im Gleicli- 
gevviclit Hcin, und wir wissen bereits, dap dann auoh im Innmv uberall 
dn (jlemhgroper Dniek herrmhU Dasselbe ist nun der Fall bd einem 
festeM Korper, der in alien Rivhiungen gleiohmdfiig xusanmienged/nlokt 
wird. Die Teila deaselben, welche zu beiden Seiten einer bo- 
liebigen Bjberie lit^gen, iiben senkrecht zu dieser Ebene einen 
Druck aufeinander aus, desaen Gr5Be pro .B'’]acheneinheit gleich 
der des auBeren Druckes ist 

Man kann dies anwenden, um die Deformation einer Hohl- 
kugel zu bestimmen, die an der Innenaeite und an der AiiBen- 
seite einem gleichgroBen Druck, z. B. vermittelst einer Gas- 
rnasHC, ausgesetzt wird. Durch einen Druck, der nur an der 
AuBansaite wirkt, wird natUrlich das innere Yolum verkleinert, 
und umgekehrt wird durch einen Druck, der nur an der 


1 Ullgcu JSLUli-liOJJL UOi U.UiJ.JJL Vt a/J_tV4.Jg t/XJ. “O'-'-'-— *■ — 

werden. Man konnte nun denken, dafi sich das Volum nicht 
andern wlirde, wenn an der Innenseite und an der AnBenseite 
die gleicken Drucke p (pro Flacheneinheit) wirkten. DaB diese 
Meinnng jedoch nicht richtig ist, ergibt sich in folgender Weise. 

Es ist natlirlich einerlei, in weloher Weise wir den Druck 
auf die Innenseite austihen. In G-edanken konnen wir dies in 
der Weise ausfiihren, daB wir in den Hohlraum einen Kern 
von demselben Stoff anbringen, der so genau paBt, daB er mit 
der Wand ein einziges Ganzes bildet. Wird dann anf die 
AuBenseite der Druck p ausgeiibt, so entsteht derselbe auch 
liber all im Inneren, und gegen die Wand wird wirklich an 
beiden Seiten gleichstark gedriickt, Alle Dimensionen nehmen 
nun aber in einem Verhaltnis ab, welches aus dem Koeffizienten 
der Zusammendriickbarkeit berechnet werden kann^ und man 
kommt zu dem SchluB: 

Wenn eine Hohlkugel (pder ein Oefdfi von heliehiger Form) 
an der AuBenseite und an der Innenseite einem Driiclc p aiosgesetzt 
istf so wird das inner e Volum um ehensoviel kleiner , ah ein in 
den Hohlraum passender Kern aus demselben Stoff kleiner loerden 
i^wurde, wenn man auf diesen denselben Druck loirken lief^e, 

§ 257. Biegnng eines Stakes. Der in § 168 c besprochene 
und durch Fig. 124 dargestellte Stab erleidet eine Formver- 
^derung, deren Eigentiimlichkeiten wir jetzt leicht verstehen 
konnen. Teilen wir den Stab in Gedanken in eine groBe An- 

zahl von Fasern in der Kichtung 
der Lange, so folgt ohne weiteres 
aus dem friiher gesagten, daB die 
oberen Fasern ausgedehnt und die 
unteren zusammengedruckt werden. 
Infolgedessen nimmt der Stab die 
in Fig. 216 dargestellte Form an. 

Fig. 216. U nter der Bieguno konnen wir dabei 

das vertikale Sinken des Mitteh 
p unktes (Schwerpunktes) der freien Endflache versteh en: wenn 
die Dimensionen des Querschnittes im Vergleich mit der 
Lange klein sind, so ist fiir alle Punkte der Endflache das 
Sinken annahernd dasselbe. 



von einem Punkt zum anderen. Werden dalier die Fasern an 
der einen Seite ausgedehnt nnd an der anderen zusammen- 
gedriickt, so muB sich irgendwo in der Mitte des Stakes eine 
Schicht von Fasern finden, die anfangs in einer horizontalen 
Ebene liegen und die zwar gebogen werden^ aber ihre Lange 
nicbt andern; auBerdem \verden die Ansdehnungen an der einen 
Seite nnd die Zusamnaendrlickungen an der anderen Seite um 
so groBer sein, je weiter die betreffenden Fasern von dieser 
Scbiclit entfernt sind. In jeder Faser wird nnn eine Spannung 
Oder ein Druck, senkrecht zum normalen Querschnitt, hervor- 
gerufen, und auch diese Krafte sind um so groBer, je groBer 
der Abstand von der erwahnten Schicht ist. In der Figur be- 
deuten die Pfeile die Krafte, die von dem Teil A V des Stakes 
auf den Teil VB ausgellbt werden. 

Vereinigt man alle Krafte nach links und ebenso alle 
Krafte nacb recbts, so bekommt man die Resultanten, -welclie 
in Fig. 124 mit S und E bezeichnet sind. Der Abstand der 
Angriffspunkte dieser Krafte ist offenbar etwas kleiner als die 
groBte Dimension d des Stakes in vertikaler Ricbtung und 
kann also durcb bezeicbnet werden, wobei g ein Bruch ist, 
dessen Wert sich durch hohere mathematische Betrachtungen 
ermitteln laBt. Wenn g bekannt w^re, so waren auch die Krafte 
S und E bekannt. Das Moment des aus diesen Kraften be- 
stehenden Kraftepaares wiirde namlich sdxB sein, und da 
dies mit dem Kraftepaar (P, Q) in Fig. 124 im Gleichgewicht 
sein muB, so findet man, wenn man den Abstand des Quer- 
schnittes V vom Ende B mit x bezeichnet, 

e d 

Aus diesem Resultat folgt, daB die Spannungen der Fasern 
um so grosser werden, je waiter man sich vom freien Ende des 
Stakes entfernt. Von A nach B nimmt die Ausdehnung an der 
Oberseite und die Zusammendriickung an der Unterseite fort- 
wahrend ab , und dasselbe gilt von der Kriimmung der Fasern. 
Diese werden also nicht nach einem Kreisbogen gekrtlmmt. 

Die Gestalt des Stabes und der Betrag der Biegung konnen 
durch theoretische Betrachtungen, auf die wir hier nicht ein- 
gehen konnen, bestimmt werden. Ist I die Lange, so wird bei 



4 P P 
a K n r 


go^ebeii. lat der (^,aorschnitt ciu Rotditeck init dor vortikalon 
Soito d uud dor horizontalon Soito so wird 


E hp' ^ ^ 

Der violfach vorkommende Fall oiriea Stabea^ der (Fig. 217) 
in jswei Punktcn a uud h unterstUtzt und in dor Mitto mit 
eiuom Gowicht belastet iat, kann auf don Fall von Fig. 124 
nnd 216 znrllokgofllhrt werden. Zniulchst Uben die llbor a und h 
Fervorragenden Toilo dea Stabea, wena aia nicht aelir lang 
siiul, durcli ihr Gowicht keinen merklichon Finfluh auf die 
Gestalt doa StUckes ah aua. Kb koinmt also auf dasaolba 
liinaua, ala ob der Stab bei a und h abgeachnitten wUre uiid 
hior auf ihn Krilfte \ P nach oben wirkten; die Gegcuiwirkung 
von jedem Stlitzpunkt muS n^mlich F aein. Betrachtot man 
K/ h p ' ferner einen Quersohnitt F 

zwisoheu a und &, so muB der 
4 dieaem Quer- 

P achuitt auf deu Teil rechts 

Fig. 217, ziuiilclist init oiner Kraft 

I F nach imtoii und auBordcni 
mit einom KrLlftepaar [M, S) wirken, welcboH mit dom Kr^ftepaar 
[R, S) in Ifig. 124 tlbereinstimmt. Dio b'asern sind hior an der 
Unterseite gestreckt und an der Oberseite zuBammengedrllokt, 
und die Krbmmung ist am grhBten in der Mitte. Jede Iftlfte 
des Stabes befindet sicb in demselben Zustand, ala ob sie in a 
befoatigt wUre (wo die Hillften aminand&r befestigt sind) und 
durch eine Kraft P in a oder in h naoh oban gebogen wttrde. 

Nennt man den Abstand der beiden Sthtzpunkte so 

findet man also die Biegung, wenn man in den Pormeln (8) 
und (4) I dutch ^ I und P durcli J* P ersetzt. Man erhUlt 
bierdurch 

^ VI pj nr^ ^ ^ 

Oder 

1 P P 

a (6) 




aiuoasou siiul, mo kaiin man aus tier ITormel M ableiten. Dies 
erfaliron liat. vor der Hostimmung (lea Elaatizitiltskoeffizienteu 
US (lor VorUlngorinig oiues DraUtoa den Vorzug, daB verhaltnis- 
liiliig kltdno Gewiohto achon eine sohr merkliclie Biegung be- 
irktm, oiuo bkdgo dor grolion Wevto, dio (Fig. 1*24) 7i! und ^ 
int'hinen und dor betraohtlichou Biegung, die loereits bei ge- 
ngon Auadehimngon und Znaammonziebungen tier Faaeru 
aatoht. 

^ 25?^. Einfluss der Eorm des ftueraohnittes. Man hat ge- 
aidon, dali oiu .veAr ilihmer Stab zwar cinor Auadehnungmiteiner 
linom Queraohnitt iiroiiortionalon Kraft oiilgogonwirkt, abor 
viol goringtirom (irado einor Krilniniuiig "Widorstand outgogon- 
itzt. Wir klinnen (labor aagtm, daB dio Faaoni, doron Lilnge 
oh hoi dor Biogung nic.ht ilndort, da sio aioli wcdor zuaammen- 
tziolieii noch anazudohnon Htrohon, zu dem Widcrataud, den 
■r Stab dor Biogung outgogonaotzt, lUiorhaupt nioht boitragen; 

0 Fasorn, woltsho in dor Nilho dor aoohou ('.rwiUintcn liogen, 

trdon di(!H uiir wcuiig tun. I labor kaiin man don Stab aus- 
dihui, (dino daB Sidn WidorHtandHvtU'miigou in doiuBolbou Vor- \ 

dtni.M win Hoin (lo.wio.ht abnimrut. Daher ist iernor bei 

oitdiom Dowio.lit und gloic.bor Lllngo oin Hohlzylindor gegen 
:ie Biogung Htilrkor uIh oin maasiver Zylinder. Deim obschon 
boidon gloiohviol FaKern euthaltou aind, liegen diese beim 
aton K(k|)or durchHchuittUoh waiter ttbor oder unter dor Mitte 

1 boim lotzton und milHaon aich also hoi demsolben Grade 
r Biogung in dor Ijange mohr llndern. 

In iUinlichor Woiae iindot man, daB oin Stab von recht- 
nkligom tiuerHchnitt aieh wonigor biegt, woim f 

i gri’iBoro Seito tloa KoehtockH vertikal ateht, ' 

i dann, woun aich die kloinoro Soito in dieaer 
ullung bofiudot. Dies folgt Ulirigona auch aua 
n Forirudn (4) und (ti). Ebonso iat oa loicht ein- 

aohen, welohon Vorteil ea hietet, wcnn man ( 

til Quoraohnitt oiiie Form wie die in Fig. 218 Fig. ais. 
gobildoto gibt. 

Auch fttr andoro B'orraou dea Queraohnitts ala die im 
•igou Pawigraphen behandelten kann man dio Biogung 
mrotiHch hestimmen. Wonn es ferner bekannt iat, wolcho 



lastung der Stab tragen kann, ohne zu brechen; zu diesem 
Zwecke muB man ermitteln, wann die Spannnng in den aus- 
gedehnten Fasern den hochsten Wert erreicht, der zugelassen 
werden kann. 

Der Bruch tritt, wie bereits gesagt wurde, in den gestrekten 
Fasern ein, und zwar da, wo die Ausdehnung am groBten ist, 
also in dem Stab von Fig. 216 am Eude links und in dem 
Stab von Fig. 219 in der Mitte. 

§ 259. Biegung von Korpern von anderer Form. Das, 
was hei einem ursprunglieh geraden Stab die Biegung ist, ist bei 
einem bereits gehrummten Stab jede Anderung der Krummung, So- 
wohl bei dem Stab, der in Fig. 219, als aucli bei demjenigen, 



welcher in Fig. 220 abgebildet ist, wird durch eine Belastung 
P eine Ausdehnung an der Unterseite und eine Zusammen- 
driickung an der Oberseite entstehen; bei dem ersten Stab wird 
hierdurchdieKriimmungvergroBert, bei demzweiten verkleinert. 
Bei einem kreisformigen Ring, der durch die Krafte P in den 
Punkten a und h in die Form von Fig. 221 
gebracht wird, nimmt die Kriimmung in a 
und b ab, dagegen in c und d zu. Die 
Fasern sind hier in a und b an der Innen- 
seite, in c uadd an der AuBenseite gestreckt. 

Plattenformige KorpOr konnen ahnliche 
Kriimmungs'toder ungen erleiden. Wird z. B. 
auf eine Kugelschale, die wie eine umge- 
kehrte Schiissel mit dem Rand auf einer 
festen horizontalen Ebene liegt, in der Mitte 
ein Schlag ausgeiibt, so kann an dieser Stelle an der Innen- 
seite ein Bruch entstehen. 

§ 260. Abschemng. In § 168, c wurde bereits gesagt, daB 
der Teil VB des Stabes von Fig. 124 den Teil A V entlang 


c 



Spannung Q entsteht, ein XJmstand, den wir in § 257 aufier 
Betracht gelassen habenj, weil er yon nntergeordneter Bedeutung 
ist. In dem folgenden einfachen Fall bat man es ansschlieB- 
licli mit einer Deformation dieser Art, einer sogenannten 
Abscherungy zu tnn. 

Ein nrsprllnglicli reclitvvinkliges Prisma (7 (Fig. 222) 
ist mit der Grundflache A. B unverriickbar befestigtj man 
kann es dann die Gestalt ABD'G' annebmen lassen, indem 
man alien Punkten Verscbiebungen nacb recbts gibt, die der 
Kobe uber-4j5 proportional sind, oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, indem man die nnendlicb diinnen Plattcben, in 
welche der Korper durch FUlchen parallel zu A B geteilt wird, 
iibereinander fortscbiebt. Urn den neuen Zustand* hervorzu- 
bringen und zu erhalten, ist offenbar ein System yon Kraften F 
notig, die auf diePunkte der oberen Grundflache in derPicbtung 
der Pfeile wirken. Dann wird natiirlicb der Korper, an welcbem 
das Parallelepiped befestigt ist, auf 
die Punkte von A B Krafte wie die 
durcb F' dargestellten ausiiben. 

Ferner ist es klar, da6 die Krafte F 
noch nicbt binreichend sind, denn 
sie w Hr den mit F' ein Kraftepaar 
bilden, so da6 der Korper nicbt im 
Gleicbgewicht sein konnte; in der 
Tat, wenn nur diese Krafte F be- 
standen, so wiirde das ^ gebogen werden und wiirden 

also die Seitenfl^cben recbts und links nicbt eben und die 
obere Grundtlacbe nicbt der unteren parallel bleiben. Will 
man eine reine Abscherung bewirken, so miissen aucb auf A O' 
und BU tangentiale Spannungen wirken, die aber fiir die 
folgenden Betrachtungen unwesentlicb sind. 

Dap die Teile des Korper s, die an heiden Seiten- eines hori- 
zonialen Durchschnitts liegeUy tangentiale Sjpannungm naeh rechts 
imd links aufeinander atisilbrn, ist leioht einmsehen, 

D&r Betrag dieser Spannungen oder der Krafte F ist hei einem 
gegehenen Parallelepiped proportional der Verschiebung C C und 
harm mit Hilfe eines Koeffixienten berechnet werden ^ der als das 
Maf des Widerstandes %u betrachien ist, den der Stoff einer Ah- 




iiiui /(. YOU 9?) uiui -ui) auH^furiu-Ri) wtuaoii. 

Auf (leu crntYii iMii'k kaim oh bc.fruuulc.u, dnU ditiBn ICiud'fiziimti'ii, 
(lid sicli auf AiiHdoUmuigdii iiud /aiBamminiKiuluiiiffcii bczidlioii, liidr mu' 
Auwuiiduiig koumiou. Man uiviLS alicv liiaUuikdu, dal! aucli lioi ddv Ab- 
scluirung oiii Kiirjidr aidli in oiiiigoii Kiidituiigdii auKdidint. uiid in 
auddroii aiiHaminmixitdit. In Fig. ‘J'22 wird diii laidc. ,-1 l> lidiui Ob(*r- 
gang in vt l>' lltiigor, uud die Ijiiiia B 0 bdiin Oburgaiig iii B (/ kiirxdr. 


§ 2G1. Torsion. Dieao VorJliiderung, wolulic boreits iu 
§ 189 erwilhut wurdo, iat naho vurwandt init dar AbHclu^ning. 
Man denke siuh einen Zylindor durcb eiue grofio Aiizald von 
Ebenon seiikreclit zur Achse iu unendlich dlluiio Scludbon g(t- 
teilt und dieae uiu die Achao godreht, und zwar ao, dab dor 
Drehungawinkel allmilblic-h zuiiinimt, weim man von doni oiiioii 
Endo zum anderen Uborgoht, so dab der UntorHcliiod zwintdion 
don Drebungawinkeln zweior Durcliacbuitto ihror gegoiiaidtigou 
Entfernung proportional iat. Dieser Untoraebiod, fllr dio hoidon 
Eudflacbeu gonommoiv, wird tfcr Tarmonswinkd fitr den gamen 
Zyliruler gonannt; dividiad man dieam Winkd duroh die L'inge, 
80 erhdll man dm Tordutmwinkd pro Ijdngeneifdmt, 

Da aich dio I’unlcto de.s oinen Sclieibcluma ilbor diejenigeu 
dea andcrou vorachioboii, ao hodarf dio llborcinatinummg mit dor 
Aliacdionnig doa vorigoii I’iiriigra|ihou k(‘iiior Erlilidoruiig tiiid 
kaiiii wan loiolit atigobon, welcbor .Spatimiugs/.uatniid iu doiii 
Zyliudar entatoht. 

Wir nehmen an, dob die Aohae soukreobt auf dor Eltoiio 
der Zeiclmung ateht und daB der KSrper dutch dioae Ebeuo 
naoh dem Kreiae G (Eig. 229) goachuitton 
wird, und atellen una vor, dafi daa Kudo 
dea Zylindera Uber der Ebeno der Eigur 
in bezug auf daa andere Ende in der 
Eiobtung der Pfeile gedrebt wird. Was 
Uber einem Element dea DurohachnitloH 
bei 01 liegt, wird dann Uber den Stoff, welcbor 
darunter liegt, in einer Richtung aenkreobt 
zu Oa versohoben und Ubt also auf den letzteren Stoff eiue 
tangentiale Spannung ab aus. Ihnliche Spaunungen, die zum 
Teil in der B’igur angedoutet aind, besteben auch in anderon 
Punkten des Durchschnittes. 



J Q^9^ytseihge JEinwirkung der Teile des Stahes an 

bcidcn Seiteu des DurcJisehniites reduzi&rt sick infolgedessen auf ein 
emztges Krcifiepaar, Dies mufi mm im Gleichgewichfszustand fur alle 
Durchschnitte senkreeht zur Achse gleickgrof sein; dann ist nam- 
lich del l eil, wolclier zwischen zwei Durchschnitten liegt, im 
Gloicligewiclit^ da die KrMtepaare, die an seinen Grenzflachen 
auf iliu wirken, entgegengesetzt gerichtet sind. Ferner mup 
auohj wenn der Zitstand der Torsion hestehen bleiben solly auf jedes 
JPJnde des Cylinders ein Krdftepaar gleich dem soehen genannien 
wirken; wenn das eine Ende befestigt ist, genligt es izbrigens, 
wen 11 man auf das andere Ende ein Kraftepaar ausiibt. 

Das Moment des Krdftepaarcs hdngt vom Torsionswinkely von 
den Dvmensionen des Zy tinders und von der BeseJiaffenheit des 
Maf erixUs ah. Dem Wink el ist es direkt, der Lclnge umgekekrt pro-' 
]>orU()nal Das letztere sieht man ein, wenn man den Zylinder 
in Godanken durcli eine Ebene senkreckt zur Achse halbiert; 
auf jeden Teil wirken dann an den Endeii ebensogroBe Krafte- 
})aarc wie auf den ganzen Zylinder, aber fiir jeden Teil ist 
der Torsions winkel die Halfte desjenigen des ganzen Zylinders. 
Wenn r, E und g, dieselbe Bedeutung haben wie in § 255 
und § 267, so ist das Moment des betrachteten Kraftepaares 
gogoben durch die Formel 

4 ( 1 +^)/ 

Dabei ist & der in BogenmaB ausgedruckte Torsions- 
winkel. 

Wie man sieht, hangt M in hohem Grade Yon r ah. Die 
tangentialen Spannungen nehmen namlich in Fig. 223 von der 
Mitte nach dem Umfang hin zu; wird der Durchschnitt ver- 
grdBert, so kommen nicht nur neue Spannungen zu den bereits 
vorhandenen hinzu, sondern diese Spannimgen sind auch groBer; 
auBerdem haben die Kraftepaare, welche man erhalt, wenn 
man sie zu je zwoien zusammenfaBt, groBere Arme als die 
bereits vorhandenen Kraftepaare. 

Mit Rilcksicht auf diesen Umstand hangt man zuweilen 
einen K6rper, der sich leicht in einer horizontalen Ebene 
drehon soli, der aher zu schwer ist, urn von einem dunnen 
Draht getragen zu werden, an einem Biindel diinner Drahte 
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Siebentes Kapitel. 


[§ 262 


anstatt an einem dickeren Draht auf. Jeder Draht wird dann 
fur sicii selbst tordiert und das Kraftepaar, welches erforder- 
lich ist, urn 4 Drahte um deuselben Winkel zu tordieren, ist 
kleiner als das Kraftepaar, welches bei einem Draht Yom yier- 
fachen Querschnitt erforderlich sein wixrde. 

Aus der Messung von If, die z. B. in der in § 189 an- 
gegebenen Weise ansgefiihrt werden kann, kann man Ej[l + /x) 
ableiten. Wird durch Versuche liber die Ausdehnung oder die 
Biegung eines Stabes auch E bestimmt, so kennt man also 
auch fjL und damit zugleich (§ 256) den Koeffizienten der Zu- 
sammendriickbarkeit. 

Ebenso wie durch eine Ausdebnung kann durch eine zu 
weit gehende Abscherung oder Torsion der Zusammenhang der 
Teilchen vernichtet werden. Soli dies nicht geschehen, so muB 
z. B. eine Treibachse in einer Fabrik eine bestimmte Dicke 
haben; eine derartige Acbse wird namlich an der einen Stelle 
durch eine Dampfmaschine gedreht und setzt an einer anderen 
Stelle irgendeine Maschine in Bewegung, die der Drehung der 
Acbse einen Widerstand entgegensetzt; infolgedessen wird die 
Achse zwischen diesen beiden Stellen tordiert. 

§ 262. Freie Energie eines deformierten Korpers. Die 

freie Energie, welcJie ein elasiischer Korper nach einer Form- 
verdnderung hat^ ist gleich der Arbeit j die wir verrichten mussenj 
um die Deformation bei konstanier Temperatiir hervorxnhringen, in 
solcher Weise, daf d&r Korper, ohne in seinem Ganzen eine merk- 
liche kineiische Energie zu bekommen, eine jReihe von Qleichgewiehts- 
zusidnckn durohlduft (§ 246). Wollen wir z. B. einen Stab, der 
an dem einen Ende befestigt ist, die Ausdehnung tc geben, die 
durch die Gleichung (2) von § 254 ausgedruckt wird, so mtisaen 
wir nicht sofort die Kraft P ausiiben, die fiir diese Ausdehnung 
erfordert wird, sondem wir miissen in folgender Weise verfahren. 
Wir ziehen zuerst am freien Ende des Stabes mit einer sehr 
kleinen Kraft und lassen diese langsam auf den Betrag P steigen. 
Die gesucbte freie Energie yj ist gleich der Arbeit, welche die 
von 0 bis P zunehmende Kraft verrichtet, wahrend ibr An- 
griffspunkt den Weg u durchlauft; indem man diesen Weg 
in unendlich kleine Stiicke teilt und eine Berechnung aus- 
fiihrt, die der in § 92 mitgeteilten abnlich ist, beweist man, 


Kraft, d. h. ^P, mit u mnltipliziert. Man hat daher, 

- - 

isis leicht einzusehen^ da6 derselbe Ansdruck gilt, wenn die 
Jiinge xim den Betrag u vermindert wird, und da6 anch bei 
aiitieren Volumveranderungen die freie Energie in entsprechen- 
dor- W" ejge berechnet werden kann. Fiir den Stab von ITig. 216 
(^- 406) mu6 man das halbe Produkt aus der Biegnng nnd der 
I>ela.stxxng nehmen, fiir einen tordierten Draht das halbe Produkt 
aus d.om tordierenden Kraftepaar und dem Torsionswinkel 
165). 

§ 263. Isotrope und anisotrope Korper. Bis jetzt wurde 
Hngexiommen, da6 der Stoff, ans welchem die Xorper bestehen, 
Ui allien Richtungen dieselben Eigenschaften hat. Diese Be- 
s«lia/£fenLeit, die bei alien Fliissigkeiten und Gasen und mehr 
Oder weniger auch bei vielen festen Korpern vorkommt, heiBt 
Anisotrop wird dage gen ein Korper genannt, wenn 
die Eigrenscbaften in der einen Ri c htun g yon denen in der 
^ olFeS~"y erschieden sind. Dies ist in erster Linie bei den 
Krista^llen der Fall. So werden z. B. in einem Kristall von 
(Bergkristall) von der bekannten Form sechsseitiger 
Sllixlexx, die durch sechsseitige Pyramiden zugespitzt sind, die 
Moloktile in einer den Saulenkanten parallelen Richtung in 
he 5^ tag a^nfeinander anders angeordnet sein als in einer Linie^ 
(lie% dieser Richtung senkrecht steht. Diese Verschieden- 

haiti oBfenbart sich bei mancher physikalischen Erscheinung. 
Wonn z. B. aus einem Stuck Quarz eine Platte geschnitten 
wir<i, dleren Seitenflachen den Saulenkanten parallel laufen, 
m> aseigt diese Platte in verschiedenen Richtungen eine un- 
gleictie 'Warmeleitung. Wird eine der Seitenflachen mit einer 
iScsliioli.'t Wachs bedeckt und dann in einem Punkt mit einem 
(»rliit 2 zt;eTi Stift erwarmt, so schmilzt das Wachs liber eine 
Fliielae, die durch eine Ellipse begrenzt wird, deren Mittelpunkt 
(t{%r erwarmte Punkt ist. Bei einem isotropen Korper wiirde 
ein Icreisformiger Fleck beobachtet werden. 

*Wa.s die Erscheinungen der Elastizitat betrifft, so macht 
Hi oil die Anisotropie eines Quarzkristalls dadnrch bemerklich, 
daU St^Dchen von gleichen Dimensionen, die in verschiedenen 


Richtungen aus clem Kristall geschnitten sind, in der Regel 
verschiedene Formveranderungen erleiden, wenn sie denaelben 
ausdehnenden, biegenden Oder tordierenden Kraften ausgesetzt 
werden. Anisotrop sind auch Stoffe, die, \vie Holz, ans mehr 
Oder weniger parallelen Fasern zusammengesetzt sind. Endlich 
zeigt ein Forper auch dann in verschiedenen Richtungen ver- 
schiedene Eigenschaften, wenn er urspriinglich isotrop ist, aber 
in emer Richtung ausgedehnt oder zusammengedriickt wird. 

Zum SchluB bemerken wir noch, dafi „isotrop‘* nicht mit 
„homogen^^ fS 831 verwechselt , werden Die Kristalle, 

welche niemals isotrop sind, sind gerade die homogensten 
festen Korper. 

§ 264. Ausdehnung durch die Warme. Wenn man den 
EinfluB einer Temperaturveranderung auf die Form und die 
GroBe fester Korper ausfuhrlich untersuchen wollte, so muBte 
man, um nur eins hervorzuheben, untersuchen, wie sich die 
Torsion eines Drahtes andert, wenn er erwarmt wird, wahrend 
ein konstantes Kraftepaar auf ihn wirkt. Wir werden uns 
aher hauptsachlich mit isotropen Korpern beschaftigen, auf die 
keine auBeren Krafte wirken. 

Bd einer Brwdrmung nehmen alle Dimensionen eines' solcJmi 
Korpers in demselben Verhdltnis %%i , iind die Zmiahme einer be- 
liebigen Linie in dem Korper oder des- Volums, kann der Teinpe- 
raturerhohung proportional gesetxt werden. Bei AbkiihluDg auf 
die urspriingliche Temperatur kelirt der Anfangszustand 
zuriick. 

Der Bruch, weleher angibt, urn welchen Teil der Lange, die 
sie hei 0® hat, erne Linie in dem Korper hei jedem Qrad Tempe- 
raturerhohung zunimmt, wird der „Kneare AusdehnungskoeffixienV^ 
genannt. Ebenso wird durch den ,,hubischen Ausdehnungskoeffi- 
xi&nten^' hestimimi, um welchen Teil des Wertes, den es bd 0® hat, 
das Yolum fur jeden Qrad xunimmt. 

' Bezeichnen wir diese Koeffizienten bezw. mit cc und /9, 
die Lange einer Linie in dem Korper bei 0^ mit und bei 
mit l^, das Volum bei diesen Temperaturen mit und v^, 
so ist, wie leicht zu beweisen ist 

+ ^0? 


(8) 


Z/Hsammenhang; d er. mbisohe Aiisdehnungskoetfizient 'ist na mtiori 
das Dreifaehe des linearen Ausdeh nungslioeffi%i&n ten. 

Da namlich beim Erwarmeu von. 0^ auf alle Dimen- 
sionen 1 + atmdl groBer werden, wird das Volum (1 + or^)^inal 
groBer. Weil at sehr klein ist, kann man bierfur \+^at 
scbreiben, so daB ^ — ^ a sein muB. 

Es geniigt also, einen der Koeffizienten zu messen. Was 
den linearen Ausdehnungskoeffizienten betrifft, so kann dies in 
der Weise gescbeben, daB man anf einem Stab oder einem 
gespannten Draht zwei feine Marken anbringt, den Abstand 
derselben miBt, wenn der Korper von scbmelzendem Eis nm- 
geben ist, und dann die kleinen Verscbiebnngen bestimmt, 
welclie die Marken erleiden, wenn das Eis durch Dampf von 
siedendem Wasser ersetzt wird. Die letztere Bestimmung kann 
mit Hilfe zweier Ablesungsmikroskope ansgefuhrt werden. 

Iin folgenden Kapitel fiiidet man eine Methods, die direkt 
den kubischen Ausdehnungskoeffizienten liefert. 

Dber die Ausdelinung durcli die Warme ist noch das 
Folgende zu bemerken. 

a) Wenn das Volum eines Korpers bei gegeben ist, 
findet man fur das Volum bei 

Wegen des kleinen Wertes von § kann man hierflir 
schreiben 

= ^^ [1 + jf)], 

d. h. man kann fiir die Ausdehnung fiir jeden Grad anstatt 

nehmen, 

b) Bei jedem Korper dnderi sick die Dichte wmgekehrt pro- 
portional dem Voh(m. Zwischen den Dichten und bei 0® 
und besteht daher die Beziehung 

W 

c) Da sioh die Farm eines Korpers beim Erioarmen nicht dndert, 
so nimmt das Vohm eines inneren llohlraumes in demselhen Ver- 
hdltnis wie d&r mit Staff angefuUte Raum m. Man kann also 
die Ver^nder ungen des inneren Volums eines GlasgefaBes ver- 
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(1) Vc'r«(-hit>(lQiii> Krsclu’imiuKon lioruluMi nuf dor uiiKdoichou 
AuH(l(diinuig vorBcliiotlo.iior ICiirpor. Wird z. B. oiii Bjind, 
woUdios auH zwoi aiudimndor liogoudtm uud ziiaatumongoniototou 
Stroifou vcu'Hcluodoiiur Metallo lioaUsht, orwilnut, ho kriUuiut c>a 
sic.h, luid zwar ho, dali das Motall, wolchos sitdi am stllrkatou 
auadolmt, an dor konvoxeu Seite liogt. Dies i«t, naoh dom iu 
§ 267 botrac.hto.tou Fall, ein neues Boispiel dor KrUniuiung, 
zu der Uiigleichheit der Lilnge der Torschiodoiion b'aseru Ver- 
aulaasung gibt. Kin drittos Beisjnol hat man in dein Vorziehon 
von Holz, welches an der einen Seilo mohr ansgetrocknet wird 
als an der anderen; beim Austrocknen zielit os Hioh nandieh 
zusammeu. 

e) Die MSglichkoit einen Platindraht in (IhiH oinzuschnudzen, 
ohno dali beim AhkUhlou cine Oflnung entstoht odor das Dias 
zerspringt, boruht auf der geringen Versohietlonhoit der Aus- 
dohnungskoeflizienten eler beiden Sfcnffo. 

f) Settt aitih w&hrend einer Temptraiiirvm'&ndmim} der Am- 
dehnwii/ oder Zmammmxiehunff einea KUrpm's mn llintimtis srU- 
gegen, so erleulei dmea von dem Kiirper eine Kraft, die xuweihn 
sefir grofl iat. 

Wir wollou B. <‘iiu'n Stab hotraclilon, dor liei d" die 
Ijilnge I nnd don t^,uorHclinitt » liat, nnd dii' Kriil’to onuittoln, 
init donon wir gogen die Kiidou drUok(‘n milsHon, nm lioi inner 
Erwannnng auf die Ausdchnnng zu vorhindorn. Wir kihinon 
una zu diesem Zwecke vorstolUm (vgl. §219), daB wir zuorsfc 
die Ausdehnung ungehindert stattlinden lasseu und dann hoi 
der konstanten Teraperatur t den Stab wieder auf die ursprttng- 
liche LUnge zusammendrllcken. 

Durch die Formel (2) tindet man ftlr die dazu erfordar- 
liclio Kraft 

JT aa ai{\ "h Dit^s Iii\ 

es handelt sich nllmlich darum, einetn Stake von der LiUige 
i(l + ai) und dem Querschnitt «(1 -t- «<)* die Zusammen- 
drilokung alt zm goben. 

Da at klein ist, kann man fUr den gefundonen Ausdruck 
sohreiben 

K ^ aia E\ 



koeffizient bei genommen werden, 

Hatte man die KrMte K sofort bei der Erwarmnng an- 
gebracbt, so wiirde sich der Korper uberhaupt nicbt ausgedebnt 
haben, nnd ware der Stab zwischen zwei nnverriickbare Hinder- 
xiisse eingeschlossen, so wiirde er gegen diese einen Druck = K 
ausliben. 


g) Nicht alle festen Korper dehnen sicb beim Erwarmen 
aus; ein Kautschukschlauch z. B., der durch eine hinreichende 


1 


Belastnng gespannt ist, ziebt sich beim Erwarmen stark zu- ' 


sammen, 

§ 265. Veranderung der Temperatur bei adiabatischer Ans- 
debnnng oder Znsammenziehnng eines Drabtes. Wenn ein Drabt, 
den man erst mit einer gewissen Kraft gespannt hat, durch Zunahme 
dieser Kraft noch mehr ausgedebnt wird oder sich infolge einer Ab- 
nahme der Kraft zusammenzieht, und zwar ohne daB ihm Warme zu- 
gefuhrt Oder entzogen wird, so erleidet die Temperatur eine kleine Ver- 
^nderung, die in dem einen Fall die entgegengesetzte Richtung als im 
anderen bat. Wie es sich hiermit verhalt, ob z, B. die Ausdehnung mit 
Steigen oder Sinken der Temperatur verbunden ist, kann man durch 
eine thermodynamische Betrachtung voraussagen. Man kann namlich 
mit dem Braht einen CarnotscUen KreisprozeB vornehmen, bei dem 
eine isothermische Ausdehnung bei der Temperatur T und eine iso- 
thermiscbe Zusammenziebung bei der Temperatur T' vorkommt, wahrend 
adiabatische Veranderungen eingeschaltet werden, um von der Temperatur 
T zu T' und spater wieder von T' zn T uberziigehen. Wir wollen nun 
annehmen, daB sich der Draht, wShrend die spannende Kraft konstant 
gehalten wird, beim ErwSrmen ausdelmt; dann wird bei einer bestimmten 
Lange die Spannung um so kleiner sein, je hoher die Temperatur ist. 
Soil nun der Draht bei dem KreisprozeB eine positive Arbeit verrichten, 
so muB er sich zusammenziehen, wenn die Spannung groB, also die 
Temperatur niedrig, und ausdehnen, wenn diese hoch ist, d. h. T muB 
hoher als T' sein. Da aber bei jedem Carnotschen KreisprozeB, wenn 
dabei eine positive Arbeit verricbtet wird,. der arbeitende Kdrper bei der 
hochsten der beiden Temper aturen Warme aufnimmt, muB die isothermische 
Ausdehnung, deim dies ist die Veranderung, welche bei der hochsten 
Temperatur stattfindet, unter Warmeaufnahme erfolgen. Findet keine 
Warmezufuhr statt, so muB also die Ausdehnung die Temperatur 
niedrigen. 

Ebenso kann man beweisen, dafi bei einem Korper, der sich beim 
Erwarmen zusammenzieht, die Temperatur durch eine adiabatische Aus- 
dehnung erhoht wird. 

Die Beobachtung lehrt, daB sich ein Metalldraht bei plotzlicher 
Ausdehnung wirklich etwas abkiihlt, wahrend ein geapanntes Kautschuk- 
band (§ 264, g) sich dabei erwarmt. 

* 
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jirozi'li kiimi miiu lutiii I'kinmil Rliloiti'ii, iliin'li wflclui Itctraf? (I<ir 
TiinipiinilurveriiiidoruiiK lini eini'i- Ix'Htininitcii AinUiruiif? dur Sjnuiuunj? 
abguloitct wcrdou katin. Diawo Foruud, iu widchuv dev AuHdt*liiiuii{i;s- 
kooffizieid, die. BpezifiBclie Witrine and (Ihh itii'cIiiiidHtdie VViu'iiiciit(uivuIeiit 
Vovkoinmen, iat (lurch Menauiig dor Kraclioiiiuiif^ hcatiitigt wordcii. 

§ 2(>U. Baiiernde ZaBtandslUidernngen, Elastisolie Naoh- 
wirkung. Wenn die kuBeren KrlU’te, welehe die Form eitioB 
featen KOrpera verllndorn, eiiie gowiaae Grenzo (die KlaHtizitiltH- 
gronze) Uberschreiten, kelirt dor Kdrpor mioh Aufhobuiig dioaer 
Krilfto niclit niehr ganz iu die uraprUnglioho Fonu zurllck; 
die Teilchou haben aich dann in tieue GloiohgewicihtHlagon vor- 
schobon. Auf dcr MOglicbkoit einor aolchon VorHcdiiolmng bo- 
ruht daa Sohmiodeii, Walzon uiid Dralilziolion. 

Audi durcb Toinporaturiludorungou kauu dor /lUataud 
eines Kbrpera dauerud luodiiiziort wordon, uud dabci iat die 
Gesdiwindigkeit der Temperaturvorandoruug zuwoilen von Kin- 
fluB (§ 254). 

Eiiio andore Eradioinung, die zuweilou auf den orateu Blick 
mit der soebeu genanuten verwediaolt werdon katiii, iat die 
elastisefw N achwirkm-g. Dioac beatcdit dariiij daB eiu KCrpnr, naoh- 
dom eiulguTIcTririiBiu'e KriU'lo, die ,j('tzt gar nic.ht groB zu aein 
braudion, auC ilin g('\virkt liala'ii, nac.li Aufhebung derselbeu 
zwar iu deu GloicbgowicbtazuHtaud zurlickkidirl, abor dies uidit 
augoublicklioh tut. Obgleidi der grilBte Toil der Eoriu- 
vorkuderung in kurzer Zeit veradiwindot, tritb eine vollata-udigo 
Rliokkehr in den Qleicbgewiditazuataud erat nach Verlauf einor 
lUngeren Zeit, zuweilen nadi vielou Stunden ein, Boi Inatru- 
menteu, in denen ein Kbrper an einem dtlnnen Dralit auf- 
gohkngt iat, bemerkt man oft die Nachwirkung der 'roraiori. 

Man kann aiesh die iCradieinung einigermaBon (lurch die 
Annahmo orklllren, dafl aich den Bewogungen, welche die Mole- 
kille bei der liUckkolir iu den Gloichgewiditazustand auafllliron 
milsaon, ein inueror Widoratand eutgogouaetzt, Mit diesor Auf- 
fassung atoht es auch in Einklang, daB eine kuBere Kraft nidit 
sofort, ■wenn aie auf don KQrper zu wirken beginnt, dieaom die 
voile Eoruiverktiderung orteilt. Nach der eraten atigetublick- 
lichen Deformation eutsteht noch eine weitere Forniveranderuug, 
die eine Ikngere Zeit erfordort. 


mit der elastischen Nachwirkung in engem Zusammenhang 
steht. Bestimmt man namlicli unmittelbar nach der Anfertigung 
des Thermometers die beiden festen Punkte und wiederholt dies 
nach langerer Zeit, so zeigt es sich, daB diese Punkte au£ der 
Skala etwas hoher — z. B. einige zehntel Grad oder selbst 
mehr als ein Grad — gekommen sind. Dies ist eine Folge 
davon, da6 die Thermometerkugel, die beim Blasen eine hohe 
Temperatur gehabt hat, nach der ersten Ziisammenziehung beim 
Abkiihlen nocheinelangsam fortschreitende Kontraktion erleidet. 
Man kann sogar beobachten, daB unmittelbar nachdem sich 
das Thermometer in Dampf von siedendem Wasser befunden 
hat, der Gefrierpunkt nicht ganz dieselbe Lage hat als vor 
der Erwarmung. Dies ist einer der Umstande, die es schwierig 
machen, eine Temperatur bis auf 0,1^ genau zu messen. Natiir- 
lich kann man kleine Temjperatyrjmterschiede^ z. B. die, welche 
bei kalorimetrischen Versuchen vorkommen, viel leichter, selbst 
mit groBerer Genauigkeit bestimmen. 

Die „thermische^‘ Nachwirkung, wie man die zuletzt be- 
sprochene Erscheinung nennen kann, ist nicht bei alien Glas- 
sorten dieselbe. Besonders klein ist sie bei dem sogenannten 
Jenaer Normalglas, welches in letzter Zeit viel zur Anfertigung 
von Thermometern gebraucht wird. 




Achtes Kapitel. 


Eigenschaften von Fliissigkeiten und D&mpfen. 

§ 267. Zusammendriickbarkeit von Fliissigkeiten. Um 
die kleine Volumveranderung zu messen, die man einer FJiissig- 
keit dnrcli einen aufieren Druck geben kann, maclit man von 
einem G-lasgefaB Gebrauch, welches aus einem, z. B. kugel- 
formigen Reservoir mit einer angeschmolzenen engen Rohre 
besteht. T)ie letztere ist mit einer Teilung versehen nnd, bevor 
die Kugel angeschmolzen wurde, yylcalihrierp^ wordeO; d. h. man 
hat nntersucht, ob das inn ere Volum zwischen zwei anfeinander- 
folgenden Teilstrichen tiberall gleichgroB ist. Man hat zu 
diesem Zwecke eine Quecksilbersaule in die Rohre gebracht 
und ermittelt, wieviel Skalenteile die Lange derselben ein- 
nimmt, wenn sie sich nacheinander an verschiedenen Stellen 
in der Rohre befindet. Ist die betreffende Anzahl immer die- 
selbe, so entsprechen den verschiedenen Skalenteilen gleiche 
Volume; im entgegengesetzten Falle kann man aus der Beob- 
achtung der Lange des Quecksilberfadens an verschiedenen 
Stellen die notigen Daten ableiten, urn spater bei den defi- 
nitiven Versuchen die erforderliche Korrektion anbringen zu 
kSnnen. Wir woUen jedoch annehmen, da6 das Volum zwi- 
schen zwei Teilstrichen iiberall denselben Wert hat. Diesen 
kann man dadurch ermitteln, daB man in die Rohre eine Queck- 
silbersS^ule bringt, die eine ziemlich groBe Anzahl von Skalen- 
teflen einnimmt, und das Gewicht derselben bestimmt. In 
derselben Weise wird auch, nachdem die Kugel angebracht 
ist, das innere Volum dieser letzteren einschlieBlich des Teils 
der Rohre bis an den untersten Teilstrich gemessen. 
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Nnchdcin der Aii|)anit ndt dor zu uutersuchenden Fltissig- 
kt'it. gi'lUllt i.st, kiuiii nuiu die JiuHiimiiieiidruckbarkeit der 
letzterfu dudarc.li bestimiuen, dali mau das ganze GefflB iinter 
die lildcke. einer Lurtiminiio briugt und don Stand dor Spitze 
der b'UlsHigktMlHHtiule abliost, wenn die Glocke luftleer gemacht 
und Wfim die Liift winder zugolasKen ist. Natiirlicli muB da- 
far gf'Hnrgi. wnrdnn, daB sieli dabei die Teinperatur nioht 
ilndert. Die Beobachtungeu leliren, daB die Verseliiebungen 
der Spitze der b'lilaaigkeitHHuule don Anderungen des Druckes 
pn^particuuU niml 

Wir wellen aiimdiinoii, dio FlUssigkeitsaaulo roicbo bis zum 
Teilstrich « beiin kleinsten Druck und bis zum Teilstricb h, 
iiaelidcstii der Drunk um 1 Atmospkare erhoht worden ist; fx aei 
<ler KoelTizient der ZuHainmendrUckbarkeit der FKissigkeit, 

V der d«H (tlaHOH, aun dora das Gefali bestelit, beide Koeffi- 
zieuleii im Simie von ^ 25(1 und far 1 Atinoapbare als Einheit 
ties Drutikes geuouimen. Vorstebt man im Falle, daB der 
Drunk den kleinsten Wert hat, weicber bei don Versucben vor- 
katii, uuter v das V(dum zwise.lum zwoi Teilstricben und unter 
A /I daa Voluin ties (JoBIBch bis zum Teilstricb 0, so war beim 
kleiuateu Drunk das Velum dor FlUasigkoit (Wh- a)«. Nach- 
lier war oh [N ■+• l>)v{l — v)\ das GefB.6 ist nkmlicb an der 
limenseite und an der AuBenseite derasolben Druck unter- 
werfon (§ 260). Man findot nun 

t// f «)-(// + *)(/-»-) , a-h,, , 

" N 'h u “f* ^ 

Da (« -~ //)/ (A^ 4- a) ebenso wie v eine sehr kleine GrOBe ist, 
kann man bierfUr schreiben 

" b 

U & fli/ + ■■ ■ ■ - . 

Worm man die Volumknderung des Ge&Bes nicht bertick- 
siolitigt bbtte, so wUrdo man 

a — h 
^ N a 

gefundon liabon. Man k ann dies dm Koeffixienl en der sohem- ' 
barmi Z ummmendritekbarIceU nennen; mm muS diesm a l s o v 
vt rmehrmt, um tmkrm Koeffixdmtm m, bekommm. , 

Die GrSBe v kann aus Versucben Uber die Formver- 
andorungen eines Glasstabes abgeleitet werden, allerdings nicht 
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(loc.h (Ho Ki^(‘nHr.hartt‘u dtT IkucUhi (4n^i»HBtaiiclc wogiui tUu' ver- 
Hcliicdoiuni Hoarboituiif^an, die nic* erfahreii habink, merklicU 
Vi'rHtdiitnlon Hidn. Int JihIooU tn'luddiclii groBer aln v, ho int 
aim'. f^roBo iJciiaui^ktut in der Ik^.stinunuug Ud/.tt'ran 

GrrdBo nicht ndti^^. 

§ 21)8. Ausdahnung dar Flttssigkaitan duroh dia Warma. 
Jra^f ttur m iiimr die Andtmmj den Volumi der feslm Kdrper 

gemgi hahm, gilt mil eJner einugm Atwnakme aueh von Fliimig- 
keUen, en dann auch filr dit^ae Kbrper dm (^laicUung (H) den 
ganannton Paragrnphen anwendbar iat. IVird mnn Aumkhmmgfi^ 
koeffiiienien elnm* FlmmgkeU geMprovJmn, ho rndut man itmmr den 
kidmrdmn A imkhmmgHkoeffi UBnien, 

Dia orwlllmte Auanalmia findat Bitdi baim VVaanar. Nacdi 
dam in §§ 1 und 4 G^BHagUm mt m niaht tiBtig, hiarauf ullhar 
eiir/.ugehou; wiv bemarkau nur, dafl Imim wn eirmm 

Amddmungakcmffm&rUm ohm ncthm* Angahe, um gemeini Idf niotd 
die E$de nain kann. 

Um die Auadehmmg einer blllBaigkeit boim Krwio^men 
m unterauchen, kann man dan im vorige^n l^aragraphan 
beachriabanen Apparat banuts^am Baobaohtat man dan Stand 
der B'ltlaeigkeit in dar Rbhro hoi xwei 'ramporatunnu m wilrdci 
man, wenn von dar Ausdelmung <les GbiHas abgaHahau warden 
kbimte, durch eino Bohr einfache Barechnung dan Aimdahnungfi- 
koefttzienteu dar B'lUsaigkait findotu Der so gafundene Wert 
heiBt dar Hofmmbare AusdehnuBgakoaffi^iant; da Bioh daa Voliim 
doH (^laagefkBaH in Wirklichkeit geandert hat, iit der wodm 
AuHdehnungBkoaflisjient grSfler. IHmm* wird mfuml$n, ifd mn 
man mm aoheinb arm 4?^^“ 

dak mmgHkoe{fi umlm^^^ ^^^ Diaae Regal %\x beweisen, 

kSnnen^mr^em^ bFerlasHon. S ^X3. 

Man muBdaber, um die Ausdelmung der B'lhesigkeit karmen 
zu lernen, asuvor diajenige dee GeftBes bestimmt haben. Man 
kSrmte zm diesem Zweoke den linearen Ausdehnungskoeffidenten 
eines Stabes bestimmen, der aus derselben Glassorte beatehi^ 
aber ea iat dann nicht ausgesohlossen, daB das Glas des Stabea 
etwas andere Bligenaohaften hat ala das Glaa des benutssten 
GefeBea. Es iat daher vor^ussiehen, dasselbe Glasga&B auoh z\x 

/ 


M m'iitilirk tier mihre AutitlckniintiHkae.ffirient helmnnt uiid Bobald 
iiijui auc.h lU'ii sc.ln'iuliaroii Kot-flizientoa gemeasen liat, erhalt 
tnnti (lurch ('itio Sulitraktion dtiu kubiachun Aiiadelinungskoeffi- 

'/.icnh'U dcs (4laa((s, 

I)uH Verfahron, wcIcIiuh zuorat van Dulong und Petit 
iuig(jwandt wurd(>, utu (Uui wahren Auadchuungskoeffizieiiten 
dcK Qiicc-kailbers zu bcstiuiUK'u, btu'uht auf tier Vcrandenmn, 
iirMir die Ih'rhlr c-iner li'Uitmiiikeit he.im Krwdrmm arhidet, cine 
VeriliiiU'i'uug die (lurch (lit! Porinol (9) voii § 2(i4 beatimmt 
wirtl. l>i(' Idcditt! von kaltcm und warmem Quockailber kann 
ituui niiiiilich dadurch vergloicheii, daC man zwoi vertikale 
lltdirtui, (lit! tdii'u oflV'u und unten durch cine enge horizoutale 
Rfthrt! vcrhuudun siutl, init tiuockailbor fllllt, die eine EShre 
luit HfUitudzetidetn Kia uinhlillt und die andere auf eine be- 
kaimto h(ilit*re Ttiinimratur ttrwiVrmt. Danu miBt man die Hbhe 
tier KlllHKigkeitsHiiuUiu in boidtui Riihren (vgl, § 205, f). 

§ 209. Cfewiehtathermometer. Btsi den boaohriobenen Ver- 
Hiudicn crgilit wich ditt Htdittinbaro Auadolmuiig dor Pltiaaigkeit 
auN tier Yttrachiebmig (!in('B b'lttHHigkeitafadcna Ubor den Punkt 
hiimuH, birt zu dtun or boi der niedrigatou Temporatur reioht. 
I)aH Volum (lit'Ber vorauagtmehobenen Blllssiglceit iat bekannt, 
weil man iin voruus daa Gewicht einer QueokailberaHule ermittelt 
hat, die eine gowisao Anzahl von Skalenteilen einnimmt. Man 
hilttfl mm aber ebtmHogut die PlUsaigkeit, die fiber einen festen 
fhinkt liinauHgwht, direkt wagen kOnnen. So kommt man auf 
die Idee eines Geuw/dai/wwmmefera. Dies besteht aua einem 
{■JluHgefjlB, weU'.ht!s rait einer Rbhre versehen ist, die in eine 
feino Spitzo ausgezogen ist. Um zunachst den Ausdelmungs- 
koeffizienten ties Glases zu finden, bestimmt man das Gewicht 
ties QueoksilberB, welohes das GefaB bei 0® fafit, und das Ge- 
wicht p, derHtdbtsn Flhssigkeit, das es bei der Temperatur t 
(z. B. 100®) enthalt (Das letztere kann durch Wagen des Queck- 
silbers gesebohen, welches beim Hlrwarmen von 0® auf «® aua 
dem GeftlB ausflieBt.) Ist das speziflaohe Gewicht desQueck- 
silhers bei 0® und a der Ausdehnungakoeffizient dea Queck- 
silhers, so ist das Volum dea GefaBes bei den beiden Tem- 
peraturen 
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GefaB wiederliolt, in welchem sich auBer dem Qaecksilber ein 
fester Korper befindet, so kann man aus den Ergebnissen den 
Ausdehnungskoeffizienten dieses letzteren ableiten. 

Man sieht ancii leicht ein^ daB man aus der Menge Queck- 
silber, die das GefaB bei einer gewissen Temperatur fassen 
kann^ diese letztere berechnen kann. Daher der Name „Ge- 
wichtstbermometer^^. 

§ 270. rolgen der Veranderung der Dichte. a) Man mu§ 
auf diese Ve/rdndening in alien Fallen achieUj in denen man einen 
Druck durch die Eohe einer Flussigkeiissdule messen wilL Da die 
Dicbte von warmem Quecksilber kleiner ist als die von kaltem 
Quecksilber, so ist z. B. die Hobe der Quecksilbersaule in zwei 
Barometern^ in denen die Fliissigkeit verschiedene Temperatur 
bat, ungleicb. Aus dem friiber Gesagten folgt, daB, wenn die 
betreffenden Temperaturen 0^ und f und diie Hbhen \ und 
sind, die Beziebung > 


bestebt. Mit Hilfe dieser Formel, in welcber a der Aus- 
debnungskoeffizient des Quecksilbers ist, kann man jeden bei 
beobacbteten Barometerstand „auf 0® reduzieren^S d. h, be- 
recbnen, wie bocb das Quecksilber bei demselben Luftdruck 
steben wiirde, wenn es eine Temperatur von 0® h^te. 

b) Auch hei jeder genauen Bestimmung des spemfisohen Ge- 
wiehtes oder der Dickie eines Stoffes rrm^ man den Einflup der 
Temperatur herucksichtigen. Wenn z. B. ein Stuck Kupfer in der 
Luft p Gramm und unter Wasser q Gramm wiegt und wenn 
die Temperatur bei der letzteren WS,gung ist, so hat bei 
dieser Temperatur das Kupfer dasselbe Volum wie eine Menge 
Wasser von p — q Gramm (vom Gewicbtsverlust in der Luft 
wollen wir bier abseben), ein Volum, welches man mit Hilfe einer 
Tabelle (am Ende des Bucbes) ermitteln kann. Wir kbnnen 
also auch finden, wieviel Gramm ein Kubikzentimeter Kupfer 
bei wiegt; wollen wir bieraus' das Gewicbt eines Kubit 
zentimeters bei 0® ableiten, so miissen wir den Ausdehnungs- 
koeffizienten des Kupfers kennen und die Gleichung (9) von 
§ 264 an wen den. 


Korpern und Fluasigkeiteii, Vergleiohung verschiedener Thermo- 
meter. Wonu man (i? 210) die Toniporaturuu iiiit oinem Luft- 
tlieniKiiiH'ter inilit untl dami dio Ausrlohtiuiig von festen Kbrpem 
mid KUlHsigkeitmi oinor gcuiauon Untorauclmng unterwirft, so 
zi'igt sicli, daU fdr koinen dioHor Kbrper das in §§ 264 und 
2(iH UoMHgto vollkommen ric.lilig ist; die Aiisdelimingon fUr auf- 
oinanderldlgende gleicdu* Teniiieraturerhiilmngen sind etwas Ton- 
tdnaiider verschieden. In don ineisten Fallen kann man von 
diesen kUnnon Abweichungen absnhon, aber wonn es auf grolie 
(tenauigkuit ankmumt, ist oine B’ormel von der Form 

( 1 ) 

jiicht mclir zu gobraucheu. Man kann aber (vgl. § 4) die 
Volumvonmdining eines jodon festen oder flassigen Kbrpers 
diindi t'ina atnpiriHcbo Fonnol von der Gestalt 

+ ai!*’) .... (2) 

uusdraokon. WtU^mld also die Gaan hd ihrtr Aitsdehnunq die 
hidmiu dnsspltie (fcsfU iiffod/m, nuttdictfi in de.m Sinnc, dap Set dor- 
lardm y^<>}vm he,i nllm in ^mseihm 

Verhdllrm tindsrf, /utU di6 Aus deh nung emer FL ussijjlmt jjd&r eines 
I Kikpers nicfd qUiidien Sokntt mU der AusMmma ein es 

I 

Kino Folge biervon ist eine merkwardige Brscbeinung, 
welcbo man beobachtot, wenn man ein gewaimlicbes Queck- 
silbertliennometer mit einem Lnfttbermometer, z. B. dem in 
^218 orw&linten, vergleicht. Da von beiden die festen Punkte 
in dor bekaunten Weise bestimmt worden sind, zeigen sie 
natttriich sowolil in sohraelzendem Eis als auch in Dampf von 
siedendem Wasaer dieselbe Anzahl von Graden an. Bei 
zwisobenliegenden Temperaturen ist dies jedocb nicbt der Fall, 
llm dies einzusehen, wollen wir far. einen Augenblick die 
Ausdehnung dos Glases auBer Betracht lassen. Wenn nun 
das Luftthermoraeter bei einer gewissen Temperatur 50“ an- 
zeigt, d, h. wenn die Luft, von 0® an gerechnet, gerade die 
Halfte der gesamten Ausdehnung, die sie bis zu 100“ erleidet, 
vollendet hat, so hat das Quecksilber noch nicht die Hhlfte 
seiner gesamten Volumvermehrung vollendet und steht also 
noch nicht auf 60®. 



tuii. Ilitirduir.li winl tlio Ik'uutwctrtiiiifi: ili'r KniKi', wit' litu'.h ttiii 
soltshos 'I’liernutmi'tt'.r Httdit'ii wiril, vvi'iiu tliw I/iifttlit'rimiiueti'r 
50“ zt'igfc, iioch t^lwHs vi‘rwi('l(i>lt.fr. K.i sni/ar uiri Qnerk~ 

\ sUlicrtlirriiiomiirr , dii' «!w vtrsrJiii'ilriii'ii^ ( Hiis.'tdiirn hrntt'hf n, nu hl 
‘ denncMieit (hiinj, ilit die (fhissitiii n hei drr Aumlehnittii/ iilv/it diin- 
selbe Oemi-M hefulijen. I>ur tiiiterHchifii in tltni Atigaliwi t'iuna 
'Lufttliormonietoi-H uatl tsiiuw Qut'c-kKiUu'rtlii'i'iiioiui'ttu'H kaim 
zwiaoheii 0“ untl 100" ctin Iuh awni Znlmtol t'iiins hn- 

tragon; illior 100" worden (lit* Altwoichungen nnnh groUur. 

In violon b'iUlc.n kiinn man von den ungleichun Augalten ver- 
Kcliiedoner 'riiermonieter abselum. Bei genanen Unteraucliungen 
wei’den, win bereits gewigt wurde(§2Ul), die 'I'eiuperatumi in 
Gradon do« IjuftthermometorH tiUHgedriU'.kt. I bum Itaben ftlr 
joden foHton odur llilHaigtm Kih'|ior ditt Kooflizienten fi nnd y 
in tier Formol (2; bcHtimnite Werto. OieHe, Werto wbrden ganz 
andora werdeu, weim man i in (Iratlen eiium (^ueekHilbertlterino- 
metcra auadriUdtte, 

§ 272. Yerdampfting von Fl&saigkelten. Maximum der 
Spannkraft eines Dampfes. Wir Hahou beroita in § 255, wio 
oino b'UlaHigkeit in oinem Haum, don aici niclit ganz auanUlon 
kann, ganz odor toilweiao in Dampf tlborgeht, und wio bei gu- 
gobouer Tomporatur der Dampf eine beHtinuntw Hpannung uml 
aucb eino boBtiinmto Didiite liaben xnuli, uiu luit der KlliHaig- 
keit im Gleiobgewioht zu sein; wir niachton ima fertier eine 
Voratellung von der Art und Wuiae, wie dies Gleicbgewicht 
znstande kommt. 

Den „Gleiohgewioht8druok‘' p namiten wir den Drunk dtw 
gesattigten Dampfes. Man nennt ihn aucli oft das Max imum 
der tipannung, wozn man in der folgentlon Weise geEouimon 
ist Wenn man 'mne gawisse Menge Dampf^ die anfangs einen 
kleiuen Druck ausdbt, boi der gew&hltan konstanten Temperatur 
zusammendrllckt, so vordiohtet sich der Dampf von selimt zu 
einer MUsaigkeit, sobald der Druck einon gewissen Betrag p' 
erreicht bat. Wio groB dieser ist, hkngt von Ujtnstknden ab, 
auf die wir sp&ter nocb. zurllckkommen; in jedem Fall ist 
jedooh p' nur weriig vom Qleichgewichtsdruck p verschieden, 
80 dafi man annkherungsweise sagen kann, daB der letztere 


V C4)JJ.1LQJJL 


X ) 


Temper atur ausiiben kann. 

In demselben Sinne, in welchem man von dem Maximum 
der Spannkraft spricht^ kann man aucii sagen, da6 der ge- 
sattigte Dampf ein Maximum der Dichte b at. 

Um die Verdampfung zu beobachten und die Spannkraft 
des gesattigten Dampfes bei nicht zu hohen Temperaturen zu 
messen, kann man die Fltissigkeit iiber das Quecksilber eines 
Barometers emporsteigen lassen; der Dampf ist gesattigt, sobald 
nocb etwas unverdampfte Pliissigkeit ubrigbleibt. Die Spann-'^ 
kraft des Dampfes leitet man aus der Kobe ab, um welche 
das Quecksilber herabgedriickt wird. Wenn man nun die gauze 
Barometerrohre mit einem Erwarmungsmantel umgibt, so be- 
obacbtet man, da^ die Spannkraft des gesdttigtm Dampfes schnell ' 
mit der Temp eratur xunimmt, und wenn man auf die Menge der 
IbussigkeiF^’acEIetT'’^^ in die Robre bringen mu6, um 
einen bestimmten Raum „mit Dampf zu sattigen", so zeigt es 
sich, daj^ dies auch mit der Dichte des gesattigten Dampfes der 
Fall ist Ein bestimmter Raum kann mn so 
halten^ je hoher die Temperatur ist 

N SbrlTcTTEnF^ Barometerrohre nicht weiter 

gehen als bis zu derjenigen Temperatur, bei welcher das 
Maximum der Spannkraft gleich dem Atmospharendruck ist 
Dm bei hoheren Temperaturen zu arbeiten, mu6 man sicb 
anderer Hilfsmittel bedienen. 

Von dem EinfluB der Temperatur kann man sich leicht 
Rechenschaft geben. Ist zuerst die Flllssigkeit mit dem Dampf 
im Gieichgewicht und erhoht man dann die Temperatur, so 
werden mehr Molekiile eine so groBe Geschwindigkeit be- 
kommen, dafi sie aus der Fltissigkeit fortfliegen konnen. Erst 
nachdem der Dampf eine groBere Dichte bekommen hat, wird 
von neuem Gleichgewicht bestehen. 

Man hat auch die Verdampfung in einem Raum un ter- 
sucht, der bereits Luft oder ein anderes Gas enthalt, und ge- 
funden, daf in emem solchen Raum der Dampf schliepiich d ieselbe 
Dichte bekommt wie "In em&nia^mg^^ ein 

Gemenge zweier Gase einen Druck ausiibt gleich der Summe 
der Drucke, die jeder der Bestandteile in demselben Volum 
und bei derselben Temperatur ausiiben wiirde, wirkt irn Gleich- 
/ .■ . • ' 




Dainpfes. Der einzige EinfluB des Gases auf die Verdampfung 
besteht darin, dap es hewirldj dap diese langsamer siaUpndet. Die 
aus der Flussigkeit kommenden Molekiile konnen nicht mehr 
tmgestort auf groBe Entffernungen fortfliegen, sondern stoBeu 
alsbald mit Gasteilchen zusammen; die Scbicht immittelbar 
tiber der Fliissigkeit wird zwar schnell mit dem Dampf gc- 
sattigt, aber die weitere Verbreitung dieses letzteren muB durch 
eine langsame Diffusion stattfinden. 

Aus den mitgeteilteu BetracMungen kann man ableiten, 
dap das Maximum der Spannkraft uher ein&r wdsserigen Salxlosung 
klein&r ist als uher reinem Wasser, Die Salzteilchen zieben 
namlich die Wassermolekiile an und wirken daher der Dampf- 
bildung entgegen^ wabrend sie das Zurlickbalten von Molekuleii, 
die wieder in die Fliissigkeit kommen, befdrdern. Wir werden 
auf diesen Gegenstand nocb zuriickkommen. 

Aucb gewisse feste Korper konnen unzersetzt verdampfen 
Oder, indem sie dissoziiert werden, einen gasformigen Bestand- 
teil abgeben. tJber Eis oder liber einem kristallwasserhaltigen 
Salz bat der Wasserdampf ein bestimmtes Maximum der Spann- 
kraft, und dasselbe ist der Fall mit der Koblensaure, die bei 
bober Temperatur aus Kalziumkarbonat entweicht. 

§ 273. Sieden. Bei dieser Erscheinung entwiekeln sick, wie 
man weiB, Dampfblasen im Innern de/r Flussigkeit oder an den 
Wdndm des Qefdfies] diese Blasen sieige/n, wdhrend sie groper 
werden, an die Oherfldehe empor. Das Entsteben eines kl einen 
Dampfblascbens bangt vom Zusammentreffen giinstiger Um- 
st'tode ab, aber es ist klar, daB ein solcbes Blaschen nur dann 
besteben und groBer werden kann, wenn der Dampf einen 
Druck ausiiben kann, welcber gleicb demjenigen ist, der in 
der umgebenden Flussigkeit herrscbt. Ware dies nicbt der 
Fall, so wlirde das Dampf blascben durcb die Flussigkeit 
zusammengedriickt werden und wieder verscbwunden sein, nocb 
ehe es sicbtbar gewordeu ware. 

Wenn von dem Druck, den die Flussigkeit durch ibr Ge- 
wicbt ausiibt, abgeseben werden kann, also in einer nicbt zu 
tiefen Masse, konnen einmal gehildeie Dampfblasen bei d&rjenig&n 
Temperatur besieh&n bleiben, bei welcher das Maximum der Spann- 




Gas Oder hereits anwesenden Dampf auf die Flussigkeit ausgeiibt 
wird, Diese Temperatur wird der Siedepimkt d er f"lussigkeit 
genannt. In Wirklichkeit mu6 oft aas einer spater zu be- 
sprechenden Ursache etwas weiter erhitzt werden, ehe das 
Sieden anfangt. Ein in den entweichenden Dampf eingetauchtes 
Thermometer zeigt aber eine dem wahren Siedepunkt ent- 
sprechende Temperatur an. Das GefaB eines solchen Thermo- 
meters wird namlich mit einer diinnen Flussigkeitsschicht be- 
deckt und bekommt die Temperatur^ bei welcher diese Fliissig- 
keit im Gleichgewicht mit Dampf von dem Druck ist, der in 
dem umgebenden Eaum herrscht 

Aus dem im vorigen Paragraphen Gesagten kann man 
schlieBen, da^ der Siedepunkt einer Salxlosimg hoher ist als d&r 
des reinen Wassefrs, 

§ 274. Verdampfnngswarme. Beijeder Verdampfung einer 
Flussigkeit verschwindet eine gewisse Menge Warme; im be- 
sonderen pollen wir unier ^^Yerdampfungswarme^^ die Warme- 
menge versteheUf die loir einem Gramm Flussigkeii zufuhr en mussen, 
imi diese in gesaUigten Damp f y on de rselhen Temperatur %u ver- 
wandeln, Man bestimmt diese GroBe dadurch, daB man die 
Warme miBt^ welche umgekehrt entwickelt wird, wenn der 
gesattigte Dampf zu Pliissigkeit verdichtet wird. 

Die Y&rdamyfunqswdrme dient %um Teil da%%i^ mn die irm^e 
F Jnergie des Sioffes zu erhohen; in der Tat ist im Dampf die 
potentielle Energie, welche die Moleklile in bezug aufeinander 
haben, groBer als in der Flussigkeit und hat vielleicht aucli 
die kinetische Energie nicht denselben Wert. 

Aber auBerdem findet beim Ubergang in Dampf eine be- 
deutende Volumvermehrung statt; die Verdampfung ist also 
nur moglich, wenn ein Kolben, unter dem sich die Flussigkeit 
befindet, oder eine Gas- oder Dampfmasse, die auf sie driickt, 
verschoben wird. Bei dieser Versehiebung verriehiet der Dampf eine 
gewisse dufiere Arbeit und aueh hierfur muf eine gewisse Menge 
Warme verbrauckt werden^ die in der gesamien Ver dampf ungswdrme 
einbegriffen ist 

Um die betreffende auBere Arbeit zu berechnen, muB man 
den Druck des Dampfes in Dyn pro qcm mit der Volum- 



Voluiu <1<'H f?(^sattigU‘n l>!un|iiVH ilirokt ^(('wogcu Imt. 

Hi'trachtt’ii wir als BfiMpiol 1 g Whhhit v<m 1(10". Dus 
Voluiii d«H g:i>.Kattif?ttui DaiuptVs int Ihu ilu'.soi* 'remiporatur 
1840 cbtan, (Ihh dor l'’lasHigk«Mt otwnH luolir uIh 1 c.liom, und 
dor Druck dew DamidoH 1 Atin. odor 1,014 X 10“ I'vii pro eicni. 
Die iUiBoro Arboit lictrilgt (labor HUH) x 10'*Krg, oidaprocbond 
40 Kalori(jn. Dio goBaiiit(i Vordauiprurigswarnio ludrilgt 537 
Kalorieu; (labor babon 4!)7 WilrmoiduboitiMi dazu godiont, urn 
die innoro Knergio zii vorgriiBorii. 

Boi 121" iwt die Sjiamikml't dos goHilttigU'u Dampfoa 154 ('.ni 
(iuecksilbor (tdor 2,05 X 10" Dyii pro (puu, otwan uiobr ala 
zwei Almoaphilron. Daa V(dum vou I g Wnaaor iat dtiuu 
nocb imiiior wonig inobr (da I obom, daa oiiuta (JramiiK'H go- 
aiUtigtoii Dauipiba botrilgt .S'.U) o.b(!iu, dio VordainpliuigHwilniie 
522 Kalorioii. Man liiidot i'Ur dun Uiitoracbiud zwiacdiou dor 
ituiorou K/Uorgio eiiioa Oranimos Waasor nnd oiiioa Gminnio.a 
geallttigten Dampfos bei dioHor Teniporatur 4Hl Kalorion; or 
iat otwaa kleiner ala bei 100". 

Auf die Analogie, hinaichtlich dor MBormi Arbeit, zwiaohoii 
den jetzt und den in §8 280 und 281 iMsajirochoncn Eraclud- 
nungon braucht wobl niebt boHondora bingowiuson zii wordon. 
Aucb liber den MechaniamuH, durcli don bei dor Verdampfung 
Warme yerschwindet, kOnuisn wir una kurz fassen, Mia maS 
sich voratellen, daB ea die MolekUlo nut den grSBten (^o- 
achwindigkeiten aind, die eino b'lllaaigkeit beim Verdauipfon 
yerliert; wird koine Wanne zugeflibrt, ao raufi sie aich hierduru.b 
notwondigerweiao abktlhlen. Was don gobildeten Datnpf butriH't, 
BO werden dieTeilchen in dioBom nicht mehr die groBe kinutiatilu* 
Bnergie haben, die sie vorber in der BlUesigkeit batten; sic aind 
n&Tnlioh beim Verlaaaen dersolben, wie wir sehen werden, an- 
ziehenden KrUften auBgesetzt gewesin, welche die Gesohwindig 
keit verkleinert babon. AuBerdem werden, wenn der Danipf 
einen Kolben fortbowegt, die gegen deneelben atoBenden Teilr-hen 
mit kleinertiu Geschwiiidigkeiten zurllckkehren, und an dioaom 
VerluHt an kinetiscdier Knergie wird auoli die FUlBsigkeit teil- 
nehmen, da dieso in fortwiirender Weohselwirkung mit deni 



uime w armtjzuiuiir nnuet uejitiiiiixiicn maiicmiiai A.iiwenauiig. . 

Bei der Ven'dichtung von Damvf m, Flussiakeit wird ebensoA 
viel Wmme entwickelt als beim um gejcekrtm^ Ubm'gm^^'^erbmuchiwir^^^ 

Es verdient beachtet zu werden, daB, da ein Gramm 
Wasser, wenn es bei der konstanten Temperatur Von 100® in 
Dampf iibergeht und dabei einen Kolben langsam fortbewegt, 
eine Arbeit von 1660 x 10® Erg (40 cal.) verricbtet, die „freie 
Energie^‘ um diesen Betrag abnebmen muB (vgl. § 246). Wahrend I 
also die „mnere Energie^^ des Dampfes groBer ist als die der, 
Fliissigkeit, gilt das Umgekehrte von der freien Energie. 

§ 275. Nutzeffekt einer Dampfinascbine. Wenn man bei 
der durch Fig. 212 (§ 241) dargestellten Dampfmaschine die 
Spannkrafte (in Dyn pro qcm) im Kessel und im Kondensator 
mit und p^ bezeichnet und das vom Kolben durcblaufene 
Volum V com betragt, so ist die Arbeit bei einem Kolben- 
schlag (^>1 ““ /^a) ^ Warmemenge, welcbe dem Dampf- 

kessel mitgeteilt werden muB, ist aber viel groBer, als dieser 
Arbeit entspricbt* Diese Menge ist sogar groBer als p^v j E 
{E das mechaniscbe Aquivalent der Warmeeinheit), denn auBer 
dieser Anzabl von Kalorien miissen wir noch Warme zuftihren, 
um die innere Energie zu liefem, die der Dampf mebr hat 
als die Fliissigkeit. Bei der Verdichtung des Dampfes im 
Kondensator kommt nun die zuletzt genannte Warmemenge 
wieder vollstandig zum Vorsohein und auBerdem noch die 
Menge p^vjEj welche der Geschwindigkeitsvermehrung der 
Molektile beim Anprallen gegen den nach unten gehenden Kolben 
entspricbt. 

Sin^ die absoluten Temperaturen ^’^=273 + 144 = 417®, 
^ 2 = 273 + 20 = 293®, so ist i?,- 4,05 x 10® (4 Atm.), p^^ 
2,4 X 10^. Um ein Gramm Wasser aus dem Kondensator auf 
die Temperatur des Dampfkessels zu erbitzen und es dann in 
Dampf zu verwandeln, sind, da die Verdampfungs warme unter 
den angenommenen Dmstanden 505 cal. betragt, 629 cal. er- 
forderlich. Das Volum von 1 g gesattigtem Wasserdampf, im 
Dampfkessel gebildet, ist 440 ccm. ffieraus folgt, daB die 
verrichtete Arbeit pro Gramm Dampf 

(405 - 2) X 10^ X 440 - 18 x 10® Erg 

Lor«n.tz, Lebrbuch der Physik. I. 28 




Der Nutzeffekt einer vollkommen umketirbaren kalorischen 
Maschine, die zwischen den oben angenommenen Temperaturen 
wirkt, wiirde (r, - = (417 - 293) / 417 = 124 / 417, also 

ungefahr 30 betragen. Man findet bierdurch den Satz be- 
statigt, daB der Nutzeffekt immer kleiner ist, als er bei einer 
vollkommen umkelirbaren Mascbine sein wiirde. Es verdient 
jedoch bemerkt zu werden, daB die Mascbine, auf welche sicb 
Fig. 212 beziebt, eine sehr scblecbte sein wtirde. In Wirklich- 
keit kann man einen viel groBeren Nutzeffekt erreicben. 

§ 276, Zusammenbang zwiscben der Dampfspannung und 
der Temperatur. Wenn sicb in einem Zylinder unter einem 
Kolben eine Fliissigkeit befindet, die zum Teil in Dampf iiber- 
gegangen ist, so daB ein G-leichgewicbtszustand bestebt, so 
kann man dieses System einen Carnotschen KreisprozeB 
(§ 248) durchmachen lassen und die Formel (1) von § 249 an- 
wenden. Indem man nun annahm, daB die Temperaturen !Z\ 
und unendlicb wenig voneinander verscbieden sind, ist man 
zu einem wicbtigen Satz gekommen. Ist namlicb T die absolute 
|Temperatux, p die Dampfspannung, welche GrbBe, wie wir be- 
jreita wissen, eine Funktion von T ist, dp j dT das Verbaltnis 
zwischen gleicbzeitigen unendlicb kleinen Zunabmen der beiden 
GroBen, das Volum der Masseneinheit Fliissigkeit, das der 
Masseneinbeit Dampf, r die Verdampfungswarme, endlicb E das 
mecbanische Warmeaqui valent, dann ist: 


JSr 


• 

Diese Beziehung Ist durct zahlxeiche Messungen bestatigt 
■worden. Betrachten wir z. B. Wasser von 100®. Dann ist 
t; 2 = 1642 com, 1 ccm und y= 373. Um dpjdT aus 
den Beobachtungen zu finden, bemerken wir, daB bei 100® 
p = 1,0139 X 10« und bei 101 = 1,0507 x 10® ist. KSnnte man 

annebmen, daB iiber ein Intervall von einigen Graden die Zu- 
nahmen des Druckes den Temperaturerhohungen proportional 
Sind, so wtirde dpjdT= (1,0507 - 1,0139) x 10®= 36800 sein. 
Ziebt man aber den Druck bei 99® von dem bei 100® ab, so 
erbalt man 35800, so daB obige Annabme nicht ganz richtig 
ist Der wirklicbe Wert von dp jdT bei 100®. ist 36300. 


A 

B 


\ 

\ 

! 

L...- ! 

E 

1 

1 


Zahlen in der Formel, nnd setzt man r=:537, so findet man 
^ = 415 X 10®. Dies Resnltat ist eine merkwiirdige Bestatigung 
der Gleichung (1) von § 249. DaB es von dera friiher fiir JE 
gegebenen Wert etwas abweicht, kann Beobachtungsfehlern 
zugeschrieben werden. 

Ein KreiaprozeB, der aua zwei unendlich kleinen isothermischen 
und zwei ebenfalla unendlieh kleinen adiabatiachen Veranderungeu be- 
stebt, und bei dem wir annehmen, dafi 
stets sowolil Plussigkeit als Dampf an- 
wesend bleibt, kann in derselben Weise 
wie der KreisprozeB eines G-ases grapbiscli 
dargefltellt werden. Man bekommt dann 
Fig. 224, die liinsicbtlich der Buchstaben- 
bezeiclmung mit Fig. 215 (S. 381) uberein- 
stimmt. Die Linien AB und GD sind hier 
gerade und horizontal, da bei einer Aus- 
dehnung Oder Zusammendriickung bei kon- 
stanter Temperatur der Druck sich nicbt 
iindert. Die adiabatische Linie B C lauft aucb jetzt nach uaten, denn 
wenn das Volum vergroBert wird, olme da6 von auBen Warme zugefiibrt 
wird, so wird die Temperatur sinken und also der Druck abnehmen. 
Obgleich die Linie krumm ist, konnen wir den unendlich kleinen Teil 
derselben, den wir notig haben, als gerade betrachten. Dasselbe gilt 
von der Linie A D. 

Die auBere Arbeit wird durch den Inhalt des Vierecka A B CD 
dargestellt, welches als ein Parallelogram m aufgefaBt werden kann, also 
durch das Produkt von A B und B Ey wenn wir B E senkrecht auf 0 V 
ziehen. 

Nun ist AB die Volumvermehrung bei der isothermischen Aus- 
dehnung, die wir, da sie unendlich klein ist, dv nennen wollen, und B JE 
ist der Unterschied der Werte, die der Druck p bei den Temperaturen 
und hat. Diese sind unendlich ,wenig voneinander verschieden; 
wir wollen ihre Differenz mit d 1 bezeichnen und unter dp die derselben 
entsprechende Yeranderung des Druckes verstehen. Die Arbeit wird dann 

TY = dp dv . 


Fig. 224. 


Ist also E das mechanische Warmeaquivalent, so ist die in mechanische 
Energie umgesetzte Warmemenge 

•‘-•'-P- (4) 


Anderseits konnen wir einen Ausdruck f(ir (Ji aufstellen. Zu 
diesem Zwecke berechnen wir, wieviel Wasser bei der durch A B dar- 
geatellten Ausdebnung verdampft. Wenn 1 g geaattigter Wasserdampf 
bei der dann bestebenden Temperatur das Yolum und 1 g Wasser 
das Yolum einnimnrt, so wiirde, wenn 1 g Wasser verdampft, das 
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Volum um zunehmen. Ea liat aber um dv zugenommen uad es 

sind also ^ 

Gramm 

Waasev yerdampft. Nennen wir nun die Verdampfungswarme r, so wird 

rdv ... 

Vo - Vt 


Das Verhaltnis von (4) und (5) ist der Nutzeffekt. Anderseits kann 
man diesen, wenn man Ti — durch dT und durch T ersetzt, aus- 
drucken durch 

dT_ 

T 

Man komint so zu der oben mitgeteilten Beziehung (3). 

§ 277. Zusammenhang zwischen Schmelzpunkt und Druck. 
Wir betrachten jetzt das Gleichgewicht zwischen einem fasten 
Korper und der Fliissigkeit, die aus ihm durch Schmelzen 
entsteht, und nehmen zunachst an^ da6 sich das System unter 
einem gegebenen Druck befindet. Die beiden Phasen konnen 
dann nur bei einer bestimmten Temperatur T, die man den 
Oefrierpimkt oder Sehmel^imM nennt, nebeneinander bestehen. 
Fur Wasser und Eis ist unter dem Druck e in ^r Atmosp h are 
diese ,,Gleicbgewichtstempera tur^^ 0^: dies ist also die Tempera- 
tur von sckmelzmdem oder feiichtem Eis. 

Der Schmelzpunkt T ist also eine Funktion des Druckes 
^nlich wie die Temperatur, bei welcher Wasser und Dampf 
miteinander im Gleichgewicht sein konnen, von dem Druck 
abhangt. Ebenso wie man nun in diesem letzteren Fall sagen 
kann, da6 umgekehrt der Druck (Dampfspannung) von der 
Temperatur abhangt, kann man auch fiir das aus dem festen 
Korper und der Fliissigkeit bestehende System sagen, da6 bei 
gegebener Temperatur das Gleichgewicht nur bei einejn ganz 
bestimmten Druck bestehen kann. Das Gleichgewicht ist also 
dem zwischen Wasser und Dampf sehr ahnlich, und diese 
Ahnlichkeit geht so weit, da6 fur die Beziehung zwischen dem 
Druck p und dem Schmelzpunkt T (absolute Temperatur) eine 
Formel gilt, die genau mit der Gleichung (3) iibereinstimmt. 

Diese Formel konnen wir in der Gestalt 






schreiben. 


• • ( 6 ) 
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liioriu ist tIj das Voluiii der Masseneiulieit des festen 
Slollbs, v.^ das Volum der Masseueinlieit der Fliissigkeit und ?• 
die Sclimelzwarme (§ 13G). 

Nacli diesor Gloiclmng ontsjjricht jeder Zunahme des 
!)ruelcea (dp ijositiv) oino Erlidlmng otler Erniedrigung des 
SchmelzpunlctOB (d T positiv oder negativ) je naclidem > 
odor < iij ist. Kb kommt also auf die Veranderung des Volums 
boim SclmuikoTi an. 

Vide Stoflb dolmen sick beiin Sclunelzou aus, und diese 
sclmielzon unter erUdlitein Druck erstbei einor bdheren Tempera- 
Lur. Wasser dagegen dobnt sich avis, wenn es gefriert; das 
Volura ninimt dann ungefilhr um zu (wobei, wie sich bei 
vielon Erschoinungen zeigt, cine groBe Kraft ausgetlbt werden 
kanri). Im Zusamnionliang biermit stelit nun, daB der G-efrier- 
puukt von Wasser bei Krhbliung des Druckes erniedrigt -wird. 

EUr Wasser und Eis ist 7’= 278, Uj = 1,09, = 1,00, 

r «= 79; inau Ihidct also 

r/r - - 7 X 10 -"dp, 

Niiiinit man nun an, dali die Proportionalitilt dor Gefricr- 
punktsoriiiedrigung mit der Druckvcrmolirung aucli noch gilt, 
wenn diese letztore oino AtmospbUro, d. h. oine Million Dyn pro 
qcm botrkgt, so findet man fllr die Gefriorpunktsorniedrigung 
boi oilier DruckorhOhung von 1 Atmo8pha.ro 

7 X 10-" X 10'« 0,007 Grad. 

Dieses Itoaultat ist durch die Beobachtung in befriedigen- 
dor Weise bestatigt worden. 

Wir khnnoii jetzt auoh ohne Mtihe oinsohen, daB wirklich, 
wie beroits erwalmt wurde, bei dem System Wasser, Eis zu 
jeder Temporatur (die tibrigens nur selir wenig von 0“ ver- 
Hchieden soin kann) ein bestirnrnter Druck gehSrt. Es laBt sich 
z, B. zoigen, daB dor Druck in oinera Gemisch von Eis und 
Wasser, das wir genau auf 0® lialten, von selbst gleich einer 
Atmosphare wird, wonn man das System sich selbst liberlaBt, 
vorausgesetzt, daB die Umstande nicht so beschaifen sind, daB 
entweder samtliches Wasser oratarrt oder samtliches Eis sclimilzt. 
Denkon wir uus namlich das Gemisch in ein GefaB von un- 
voranderlichem Volum oingeschlossen, das es zwar vollstandig 
anftillt, aber in dem es einen kleiueren Druck als eine Atmo- 
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sphare ausiibt, so wiirde die Temperatnr, die wir auf 0^ ein- 
stellen, etwas niedriger sein als der &efrierpunkt, der dem 
wirklich bestehenden Druck entspricht. Es wiirde also etwae 
Wasser gefrieren und^ da sicli bierbei der Stoff ausdehnt, 
wird die Fliissigkeit zusammengedriickt und der Drtick erhobt 
werden. 

In derselben Weise wird auch, wenn die Temperatur ein 
wenig von 0® verschieden ist, ein solcber Druck entstehen, 
daB die Temperatur wieder der Schmelzpunkt unter diesem 
Druck ist. 

Aus der besonderen Eigenscbaft des Eises, die wir bier 
kennen lernten, k5nnen verschiedene Erscheinungen erkl^rt 
werden. Wenn man z. B. einen diinnen Kupferdraht urn ein 
Stuck Eis von 0® schlagt, abnlicb wie ein Seil um eine Rolle, 
und an die Enden Gewicbte bangt, so scbneidet der Draht 
durcb das Eis bindurcb, aber liber dem Draht wird neues Eis 
gebildet, so daB der Block zum ScbluB ein Ganzes geblieben ist. 

Hiervon kann man sich in folgender Weise Rechenschaft 
geben. Wir denken uns den Draht von einer auBerst diinnen 
Wasserschicht umgeben, die ihn von dem Eise treunt. In 
jedem Punkte der Plache, in welcher diese Schicht das Eis be- 
rubrt, wird nun die Temperatur entsteben, die dem vorbandenen 
Druck entspricht; da dieser letztere an der Unterseite des 
Drahtes hoher ist als an der Oberseite, so wird die Temperatur 
unten niedriger sein als oben. Es findet daher durcb den 
Draht eine Warmeleitung von oben nach unten statt und dies 
hat zur Polge, daB fortwahrend an der Unterseite Eis schmilzt 
und an der Oberseite Wasser gefriert, wodurch die genannte 
Temperaturverteilung, wenn sie einmal entstanden ist, be- 
stehen bleibt. 

§ 278. Zusammendruckung von Wasserdampf bei konstanter 
Temperatur. Wir kehren jetzt zu den Dampfen zuriick und 
wollen die Verdichtung derselben zu Eliissfgkeit nalier be- 
trachten. Denken wir uns ein Gramm Wasserdampf, welches 
imter einem Kolben in einem Zylinder fortwahrend auf 
einer Temperatur von 100 » gehalten wird. Wir heben zu-.^/ 
erst den Kolben so hoch, daB der Dampf einen sehr kleinen 
Druck ausiibt, und driicken ihn dann nach innen. Anfangs 
hat der Dampf alle Eigenschaften eines Gases und befolgt 
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zienilicli geuau das Boylesclie Gesetz; bei weiterer Zusammen- 
(Irilckung beobaolitet man jedocli immer groBere Abweichungen 
von (licsom Gosetz. 

Man karui don Zusammenhang zwischen dem Volum und 
doin Drunk dumb eino 


Kurvu A U (Fig, 225) p 
darstcdUm, weim man 
die Werte des Volums 
(lurch die Abszisaon 
xuul die do8 Druckes 
(lurch die Ordinaten 
HUgibt (vgl § 242), Die 
Ijinic, welchc man dann 
c r li ill t ( isoih ermiiteke 
!Anm\ nilhert aicli nach 
rechts asymptotiscb der 
AbHziBSDnachae 0 V und 







Fig. 225. 


eiulct im Punkt/i, der durch seine Lage das Volum und den 
)ruck darstollt, woim der Damp!’ gesattigt geworden ist. 

Da die Diclito des gesllttigton Dampfes experimentell be- 
stimiut ist, kbnnon wir angebon, wieviel der Kdrper vom 
Hoylescban Gesetz abweicht. Zu dieaem Zweeke bemerken 
wir, daB bei kleinen Dicliten die Avogadrosche Regel an- 
wenclbar ist, so daB die relative Dichte des Dampfes in bezug 
auf WasscrstofF durch das balbe Molekulargewicbt angegeben 
wird, also « 9 iat. Wenn man beachtet, daB die Masse von 
1 corn Wasaerstoff bei 0® und 760 mm Druck 0,0000896 g 
betiilgt, iindet man, daB z. B. bei einem Druck von 1 mm 
Queckailber das Volum des betrachteten Gramms Wasserdampf fiti' t 

1 287 X 10«ccm i 

1) X 0,0000896 A u / 


iHt. Weim rm6 diis Boylesclie Gesetz genau befolgt wilrde, so 
rnUlJte das Volum des gesattigten Wasserdampfes 760mal kleiuer 
sein, d. h. gleich 1090 ccm. Es ist aber nur 1640 com, 
d. h. um 8 '*/o kleiner, 

Ihi Vergleich mit Wasserstoff von derselben Tomperatur 
und Spannung ist die Dichte des gesattigten Dampfes nicht 
mehr 9, sondern 9,3. 

?rripUiSidut', •, 

^ €f}r ‘ ‘ .. 


oirtro^fS> w 


440 


Achtes Kapitel. 


[§ 278 


In der Pigur macht sich die Abweiclmng voni Boyle- 
schen Gesetz durch die Gestalt der Linie AB bemerklich. Bei 
demselben Punkt A beginnend kommt diese bei B etwas tiefer 
zu liegen als es bei vollkommener Giiltigkeit des Gesetzes der 
Fall sein wurde. 

Die hesehriebene Abweiohung kann dadureh erkldrt werden, da^, 
zcenn die Molekule in immer Ideinere Entfernungen voneinander ge- 
hracht werden, die anziehendeu Krafie, die nachher die ’VevdiGhiung 
XU Flussigkeit hewirken, mehr und mehr ins Spiel Icommen. Es 
kann uns nicht wundern, daB diese Krafte das Volum kleiner 
machen, als es bei demselben Druck sein wtirde, wenn sie 
nicht vorhanden waren. 


Driickt man, nachdem der Dampf gesattigt geworden ist, 
den Kolben noch weiter nach unten, so findet eine Verdiclituiig 
zu Flussigkeit statt, die allmahlich fortschreitet; bis bei einem 
bestimmten Volum aller Dampf verschwunden ist. Wahrend 
dieses Teils der Zusammendriickung hat der noch anwesende 
Dampf dauernd dieselbe Dichte; da auch die Spannkraft kon- 
stant bleibt, folgt auf A B eine gerade Linie B G arallel zur 
.Abszissenachse. Das Ende C dieses Stiickes liegt in einer 
Entfernung von OP, die 1600 mal kleiner als BC ist; nur 
dadureh, daB diese Entfernung stark vergroBert dargestellt 
wurde, konnten wir den weiteren Verlauf CD der Linie sicht- 
bar machen. Dieser letztere Teil stellt die Volumveranderung 
dar, die das flussige Wasser noch erleiden kann; wegen der 
geringen Zusammendriickbarkeit lauft GD sehf steil nach oben. 


Man kann eine ahnliche isothermische Linie auch fiir 
andere Temperaturen konstruieren. Die Linie A,' B' G' D' 
z. B. bezieht sich auf eine Temperatur von 121®. Die Ab- 
szisse des Punktes B' gibt das Volum eines Grammes ge- 
sattigten Wasserdampfes bei dieser Temperatur an und ist also 
kleiner als die Abszisse von P, wahrend die Ordinate von B' 
etwas mehr als zweimal so groB ist als die von B. Das Stiick 
C D' liegt etwas rechts von CD, aber so wenig, daB der Abstand 
dieser beiden Linien nicht zu bemerken gewesen ware, wenn 
wir die Figur genau gezeichnet batten. 


Um aufs neue die Abweichung vom Boyleschen Gesetz 
zu beurteilen, bemerken wir, daB das Volum eines Grammes 

l/c^tiMidu ii It'd 

/ . (Xcte4 . •/- • 
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\V HHaordaiiipf uutt'r einem Dnick von 1 mm Quecksilber jetzt 
botriigt 

7H0I1 + 121 X 0.008(i(!) . . 

SI X ~ l,oo0 X 10 ccm. 

flrdo das lloylcucho Gesetz befolgt, so mtlfite der ge- 
Riittigto Dampf mit soincr Spannkraft von 1539 mm einen 
liauin von 


1,80(1 X 10" 


= 884 ccm 


oinnelmitin. 

Daa wirklicho Volum iat aber 833 ccm, d. b. ungefahr 
iiin l)"/,, kloinor. Dio Dichto dcs gesattigten Dampfes im Ver- 
gloicli mit Waaaeratoff von derselben Temperatur und Spannung 
iat jotzt 9,0. 

Alia dic'sen Zahloti gebt bervor, da6 die Abweichung vom 
Hoylt'Hclu'ii Qoaotz bei 121" grOBer ist als bei 100", was 
alloi'dingH zu orwarton war, da bei der ersteren Temperatur 
die Diciite des goaa,ttigton Dampfes nnn ist. 

tbngokohrt werdon bei Tomperaturen unter 100" die Ab- 
weicliungeu kleiner und kann man von ibnen %. B. zwiacben 
0" und 20" abseben. Infolgedessen kann man leicbt berecbnen 
witsviel Waaaerdampf in einem gewissen Volum Luft z. B. bei 
15" anwesend aein kann. Man sucht in einer Tabelle das 
Maximum der Spannkraft bei dieser Temperatur auf, berecbnet 
wieviel Gramm Wasserstoff dor gegebeno Raum entbalten 
wUrde, worm dieses Gas bei 15" unter einen Druck gleich 
dioaem Maximum gebracbt wiirde, und multipliziert das Reaultat 
mit 9, der rolativen Dicbte von Wasserdampf in bezug auf 
Wasserstoff 

§ 279. laothermisobe ZuBammendrtlckniig von KoMensanre. 
Wenn man Kohlemstturegaa in eine dickwandige Glasrbhre ein- 
achlieBt und durch Kinpressen von Quecksilber zusammendriickt, 
so beobachtet man bei nicbt zu hohen Temperaturen abn- 
liche Erscbeinungeri wie diejenigen, welche fUr Wasserdampf 
besohrieben wurden. ABCD (Fig. 226) ist die Isothorme der 
Koblensbure fttr 13,1"; A' W O' D' fUr 21,5®. Das Maximum der 
Spannkraft des Kohlensiluredampfes ist bei diesen Tempera- 
turen ungefabr 47 und 65 AtmospbEren. 
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Ein Blick anf Fig. 225 lehrt, daB bei 12 P der Unterschie d 
Eigenscbaften yon Wasser uiid gesattigtem Wasserda mpf 
kleiner ist als bei IQQ^ was bereits binsichtlich der inneren 
Energie in § 274 hervorgehoben wurde. Bei noch boberen 
Temperaturen wiirde der Unterschied noch kleiner werden. 

B^ig. 226 lehrt uns, daB bei der Koblensaure von 13,1^ 
die Eigenschaften der Pllissigkeit nnd des gesattigten Dampfes 

noch weniger voneinander 
verscbieden sind als bei 
Wasser, selbst von 121^. 
Das Volum der Biissigen 
Koblensaure ist namlich 
ungefabr des Volums 
des Dampfe^. In der Tat 
gleicbt die fliissige Kohlen- 
saure mebr einem Gas als 
‘ ' das Wasser; sie ist in 
viel hoherem Grade zu- 
— sammendruckbar. Ander- 
seits nabern sicb die 
Eigenschaften des ge- 
sattigten Dampfes mebr als beim Wasserdampf den Eigen- 
scbaften einer Fliissigkeit, wie aus der groBen Abweicbung 
vom Boylescben Gesetz bervorgebt. Das Produkt aus Druck 
und Volum sinkt wahrend des Zusammendriickens, das durcb 
die Linie AB dargestellt wird, auf beinahe des urspriing- 
lichen Betrages. 

§ 280. Kritiscbe Xemperatur. Bei 21,5® sind die Dichten 
der fllissigen Koblensaure und des gesattigten Kohlensaure- 
dampfes einander nocb mebr angenabert als bei 13,1®, und es 
liegt die Frage nabe, ob vielleicbt bei nocb boberen Tempe- 
raturen der Unterscbied ganz verschwindet. Dies ist in der 
Tat der FaU. Wenn die Temperatur auf 30,9® gestiegen ist, 
bestebt kein Qnterscbied mebr zwischen dem gesattigten Damjjf 
und der B'lussigkeit; aus den Erscheinungen beim Zusammen- 
driicken fallt dann der durcb die gerade Linie B C dargestellte 
Teil 'weg; der Stoff zerfallt nicbt mebr in einen dampf- 
formigen und einen fliissigen Teil, sondern auf die durcb 
AB dargestellte Zusammendriickung folgt unmittelbar die 
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durch CD dargestellte. Die Isotherme fiir 30,9® lauft nur 
noch in einem einzigen Punkt E horizontal 

Auch bei jeder Temperatur iiber 30,9® bleibt die Koblen- 
saure beim Zusatnmendrucken homogen; auf eine solche Tempe- 
ratur bezieht sicli die Line LL, 

Die T&mperaiurj Uber der ein Staff beim Ziisammendrucken 
immer homogen hleiU^ wird die y,kritisGke Temjoeraiu?*^^ genanni. 
Wahrend unter derselben der Kbrper sich in zwei Pbasen von 
verschiedener Dichte spalten kann, die nebeneinander bestehen 
konnen und von denen die eine „Flussigkeit^^ und die andere 
„Dampf‘^ genannt wird, besteht dieser UnterscMed uber der 
kritischen Temperatur nicht mehr; man kann dann je nach 
dem Gedanken, von dem man sich leiten laBt, dem Stoff den 
einen oder dm anderen Namen geben. 

Wird z. B. Kohlensauregas bei 35® stark zusammengedriickt, 
so ist man geneigt zu sagen^ da6 es stets ein Gas bleibt, da 
man keine Abscheidung einer fiiissigen Schicht oder von 
Tropfchen beobachtet. Aber schlieBlich ist docli eine Dichte 
und infolgedessen ein Lichtbrechungsvermogen entstanden, wie 
sie bei Piussigkeiten vorkommen ; ein Beobachter, welcber das 
GlasgefaB betrachtet, in welchem die stark verdichtete Kohlen- 
saure enthalten ist, wird also meinen, da6 er es mit einer 
Pltissigkeit zu tun habe. Ubrigens hatte die Kohlensa^ure auch 
auf einem anderen Wege in denselben Zustand gebracht werden 
konnen. Man hatte namlich mit fllissiger Kohlensb-ure von 
etwa 21,5® anfangen und diese bei konstantem Volum auf 35® 
erwarmen konnen. Man wiirde dann nichts Besonderes ge- 
schehen sehen und geneigt sein, noch imnaer von einer Pllissig- 
keit zu sprechen. 

Der Unterschied im Verhalten von Wasser und von 
Kohlensaure hangt damit zusammen, da6 bei Wasser die 
kritische Temperatur viel hoher liegt. Man hat sie auf 400® 
geschatzt. 

§ 281. Verdichtung von Gasen zu Elussigkeiten, Will 
man ein Gas in den fiiissigen Zustand bringen, d. h. will man 
eine fiiissige Schicht, Tropfchen oder auch nur einen Nebel 
entstehen sehen, so ist es nach dem Vorhergehenden notig, das 
Gas unter die kritische Temperatur abzukiihlen. Bei Sauer- 
stoff ist diese letztere —118®, bei Wasserstoff — 238®. Hierin 
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(lt*r (h'luul, diiB these Kdrper lunge Zeit iillen Vernueheu, 
zu Klilssigkeit zu verdiehten, wiilerstniHleu hnbein 

hi (leu letzteu Jahivu hat imm iiu llervnri*rtui,uni uieilriger 
'’reniperatureu grniJe Fertselirilte genuieht ; alle thise* zulet/.t 
tier WasseratniV uud dan lleliutn, niml infidgedesneu hIh dent- 
licdi vom Uampfgetrennte KUHmgkeitHHcIiieliten erhiilten werdeu. 

Urn die lVmi>erntur aeweit m erniedrigen nU hei dienen 
Untaraiudmugtui idUig war, hat man zwei Mittel angiwvafidt. Zu- 
lukihat kaun man eiii stark zuHamniengiHlrltakles t sieh idcU/Uch 
Huadalinen lassen Wir sahen hereita in § didJ liirndmi die 
Tmnporatur ainkt, vveil eiiie iluUere Arbeit verriehtet werden inuIJi, 
imd kdnnen jetzt hiir/.ufilgtai, datS, wtmn mini mit einer greBen 
Dichte luifdngt, tnne Ursiudm luerlllr aiudi dariu liegt, daB die 
anzitdiendtm Krilfte zwinehen deu Mtdeklllen Bherwimdim wi^rden 
innKHutu Wir hemerken hierla*i» dnU e« ideht gut atiHflUirlnir 
isi, diircdieine tnnziga AuHclehiiung eine mdir iiietlrigelVinperatur 
zu ('rreitdiem Dies gtdingt erst, wean man nine ernte, verhlllt- 
niHinilBig geringe AbkBldung beuutzt, urn die Anfnrigi-itefjiperaliir 
bei tier KntBpannnng tiiner folgenden Diimneiige m t*rnitHtrigem 
Man lilBt zu diesem Zwerke dm entweicdiende thin diei Zn- 
leitungHrrdire den zuHanunerigedrdekteit Ctimea entiling strllmen, 
Kh ist imigliidi, in dieHer Wime Duft ua stark abznkithlen, 
diiB HitwhlHHig wird. B ei den Ap parnttm v*m fhnde wird dies 
Ibnnzip augewundt. 

Das zwedti' Mittel benltdit darin, diiB iniui «dne Fltlsiiigkeit, 
the selbst durtdi die Verditditimg eines DiiMes tnvtslamleu i«t, 
Hcbnell verdampfen lIlBt, Dii die Vt^rdampfuiigswlirme f§ 274| 
dann tier Klbiiigkait antzogcm werilim muB, nniB die 
Tamperatur derscdban sinkan, und dies wird sti wait gidiisn, 
bia dm Maximum der Hpaimkraft des Dampfas gltdeli dem 
Druck geworden int, dam der KBrpar unterworfim ist. Ha wllrdii 
man z. B. dadurcin daB man Waaimr vnrdampfen IftBt und den 
Dampf Htdindl hinwt^gHaugt, m diiB tier Drunk niebt liber B mm 
QuackBtlbar ataigt, bewirken klinnen, daB iiah dan awer auf 
4® abktlblt Klllssiga Imft, dam Atmosphilrandntek aiisgasetet, 
nimmt in lllmlieliar Weiae die Temperatur — lb2*’ am Diidureh, 
daB man daa Bm aehnall abiaugt kann man bawirken, daB 
die Ternperatur bin unter dia kritiiche I’emperatnr Atm Was«er« 
staffs ninkt. 
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lien AtinosplSreidrii Kohlensaure, unter 

gewichtstemperatur etSt'St ’ 

Kaskadenmp^ zweiten der genannten Hilfsmittel beruht die 

Erzielung niedriger Temperaturen, die 

LeewLt Kamerlingh Onnes zu Leiden 

Sanr.l^ff Methylchlorid, Athylen und 

tnren Stolen stufenweise die niedrigen Tempera- 

UehTr Methylchlorid kann bei gewohn- 

•o 1 Zusammendriicken flussig gemacht 

'' ’ind Druckpumpe laBt man die 

entstandene FlUssigkeit unter niedrigem Druck verdampfen 

f wieder zu Flussigkeit, die nach dem 

wetaii, in dem die Verdampfung stattfindet, zuruckstromt In 
der verdampfenden Pliissigkeit, die sich auf -70“ abkiihlt, liegt 
nun eino Rbhre, in welcher sich Athylen unter einem Druck von 
8 Atraosphhren beiindet. Dieses Gas, dessen kritische Temperatur 
10“ ist, wird dann flussig und kann durch Verdampfen unter 
niedrigem Druck wieder eine viel niedrigere Temperatur 
(— ldO“) liefern. Eine Pumpe sorgt wieder filr das Absaugen 
und /iusammendrttcken dieses Gases. Schliefllich liegt in dem 
GelilB, in ivelchem das Atylen verdampft, eine RShre mit Sauer- 
stoff (krit. Temp. —118“) unter hohem Druck. Der Sauerstoff 
wird in. dieser Rohre flussig, und durch Verdampfen der 
h Ulssigkeit unter einem Druck von 3 mm kann eine Tempera- 
tur von ungef9.hr — 240® erreicht werden. 

Mit flilssigem Wasserstoff, der unter niedrigem Druck ver- 
dampft, hat man eine Temperatur von —268“ erreicht. 

Dio Saug- und Druckpumpen, welche bei der beschriebenen Methode 
^ebraucht werden, . koimen als die Umkehrang von kalorischen Maschinen 
betraclitet werden. Kelirte man z. B. die in Fig. 212 (§ 241) dargestellte 
Dampfmaseliino- urn (§ 248), so wiirde die Temperatur in dem GefttB, 
in wolchom bereits die niedrigste Temperatur lierrscbt, noch welter 
sinkon. r \ 

§ 282, Theorie von van der Waals. Wir haben bei der 
Besprechung der kinetiscben Gastheorie (§ 220) angenommen, 
sic h die Molekiile nicht merklich anziehen und daB sie 
icoL Vergleich mit den Zwischenraumen sehr klein sind. Es ist 
aber klar, da6 beim Zusammendriicken eines Gases die an- 
ziehenden Krafte immer melir in den Vordergrund treten werden 
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und daB auch, wenn die Teilchen eine gewisse Ausdelmuag 
haben, ihr Gesamtvolum endlich nicht mehr dem vom Gas ein- 
genommenen Volum gegentiber vernachlassigt werden kann. Durch 
BeriicksicbtiguDg dieser beiden Umstande ist es van der Waals 
gelungen, von verscbiedenen in den letzten Paragrapben er- 
wahnten Tatsacben eine Erklarung zu geben und auBerdem 
zu vielen anderen wicbtigen Schliissen zu kommen. Wir konnen 
diese Tbeorie bier nicbt vollstandig bebandeln, sondern nur 
auf einige wichtige Punkte binweisen. 

Wie bereits erwabnt wurde (§ 278), werden die bei Wasser- 
dampf undKoblensaurebeobacbteten Abvveicbungen vom Boyle- 
scben Gesetz durcb die molekulare Anziebung erklart; diese hat 
zur Folge, daB die Zusammendruckbarkeit groBer ist, als es das 
Gesetz verlangt. Auch die Verdichtung zu einer Flussigkeit 
muB als eine Folge der Anziebung betracbtet werden. Dagegen 
ist es der Ausdebnung der Molekule zuzuschreiben, daB das 
Volum des "Wassers, wenn der Druck urn 1 Atmosphere erbobt 
wird, um nicbt mebr als 1/20000 des ursprlinglichen Betrages 
abnimmt, und daB dieser Koeffizient bei Erhobung des Druckes 
fortwabrend kleiner wird, so daB, wie Amagat nacbgevviesen 
hat, eine Erhobung um 1 Atm., wenn der Druck bereits 
3000 Atm. betragt, nur noch eine Volumverminderung von 
1/40000 zur Folge bat (das Volum ist dann ®/^q des Volums 
bei einem Druck von 1 Atm.). Es ist klar, daB, wenn die 
Molekule selbst ein merkliches Volum einnehmen und nicbt 
Oder wenig zusammendriickbar sind, auch der hocbste erreich- 
bare Druck das Gesamtvolum nicbt unter eine gewisse Grenze 
bringen kann. Diese verminderte Zusammendriickbarkeit bei 
boben Drucken ist auch zu bemerken, wenn man iiber der 
kritischen Temperatur bleibt und also, wenn man es so nennen 
will, immer mit einem Gas zu tun bat. B ei 'Wasserstoff, bei 'V? 
dem die molekulare Anziebung sebr schwacb ist, bat selbst bei 
gewohnlichen Drucken di e Ausdebnung der Toilclien einen bber- 
.wiegendenEinduB; dieses Gas weicbt namlich in entgegen gesetz ter 
Ricbtung wie die l(oblensaure vom B oylescben Gesetz ab. 
j Von dem EinfluB der molekularen Anzie bung kann noch 

die folgende Betrachtung eine gute V^steirung geben. Es 

bat sich gezeigt, da^ die anmehenden Krdftej welche die Molekule 
aufeinander ausilben, nur auf sehr geringe Entfernungen^ weit unter 
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0,001 mm bemerkbar sind, Alle Teilchen, welche auf ein be- 
stimmtes Molekiil F wirken konnen, liegen also innerlialb einer 
gewissen auBerst kleinen um P als Mittelpunkt beschriebenen 
KugeL Liegt nun das Teilchen P 
im Inner n einer Fliissigkeits- 
masse (Fig. 227), so fallt diese 
Kugel, die Wirkwigssphdrej ganz 
in die Fliissigkeit. Da sie, wie 
wir annelimen wollen, gleichmaUig 
mit Stoff gefullt ist, hehen sick 
alle auf P loirkenden Anziehungen 
emander auf 

Anders verbalt es sich init einem Molekiil Q, welches in 
einer Entfernung kleiner als der Eadius q der Wirkungssphare 
von der Oberflache S S liegt. Von der um ein solches Teilchen 
beschriebenen Wirkungssphare liegt namlich einTeil ah c auBer- 
halb S S. Ware auch dieser Teil mit Fliissigkeit gefullt, so 
wiirden sich alle auf Q wirkenden Krafte einander aufheben, da 
aber jetzt a b c leer ist, wirkt auf Q eine resultierende Kraft, 
die in der Richtung der Normalen zur Oberflache nach innen, 
d. h. nach der Seite der Fliissigkeit gerichtet ist. Dies gilt 
von alien Teilchen in einer Schicht von der Dicke g (die so- 
genannte Grenxschicht) zwischen S 8 und der FlS^che S' Sf Folg- 
lich: wdhrend aitf Teilehen im Inn&rn der Flussiokeit keine resuU 
iierende Kraft wirki, loerden alle Molekiile in der Qrenzsohieht in 
einer Richiv/ng seyikrecht z/ur Oberflache nach innen gezogen, 

Zu demselben SchluB kommt man auch, wenn man anstatt 
einer Fliissigkeit ein Gas mit merkbarer molekularer An- 
ziehung betrachtet. 

Die Anwendung auf den Gegenstand, mit dem wir uns so- 
eben beschaftigten, ist sehr naheliegend. Soli ein in Bewegung 
befindliches System von Molekiilen in einem begrenzten Raum 
eingeschlossen bleiben, so miissen die Teilchen, sobald sie an 
die Oberflache desselben gekommen sind, wieder nach innen 
getrieben werden. Die dazu erforderliche Kraft ist bei einem 
idealen Gas ohne molekulare Anziehung der duroh eine Wand 
ausgeubte Druck, Ziehen sich aber die Molekiile an, so wird 
auch hierdurch die Grenzscbicht nach innen getrieben und ist 
daher ein kleinerer auBerer Druck nbtig, um den Kbrper in dem 
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ihm angewiesenen Volum zu halten. In dem Mafie, wie nun 
die Dichte groBer wird, nimmt aucli die Kraft zu, mit der die 
Grenzschicht nach innen gezogeu wircl, und die Theorie lehrt, 
daB es Falle geben muB, in denen diese Kraft sogar mehr als 
hinreichend ist, una eine Ausdehnung des Stoffes zu verhindern. 
Dann muB noch durch auBere Krafte an der Oberflache des 
Korpers gezogm werden, es muB also ein negativer Druck be- 
steben, wenn nicbt durch die Anziehung das Volum kleiner 
werden soil. Diesen Fall eines negativen Driickes lernten wir 
bereits in § 205, f) kennen. 

So gibt die Theorie von van der Waals von vielen Eigen- 
schaften, nicht allein von Gasen und Dampfen, sondern auch 
von Fliissigkeiten Rechenschaft. Sie wirft auch Licht auf die 
Bedingungen, unter denen ein Stoff aus dem einen Aggregat- 
zustand in den anderen libergeht. Sie lehrt, daB unterhalb einer 
gewissen Temperatur zwei Zustande von verschiedener Dichte 
unter demselben Druck moglich sind, von denen man den einen 
gasformig und den anderen fltissig nennen kann, und daB liber 
dieser Temperatur der Stoff beim Zusammendrlicken homogen 
bleibt; kurzum, sie erklart das Bestehen einer kritischen Temperatur, 

Wie hoch diese ist, hangt sowohl von der molekularen 
Ausdehnung als auch von der GroBe der molekularen An- 
ziehung ab, und im allgemeinen bestimmen diese beiden 
Faktoren viele Einzelheiten in dem Verhalten eines Korpers. 
Umgekehrt kann man nun auch aus experimentellen Daten 
einen SchluB ziehen auf das Volum der Teilchen und den Be- 
trag der Anziehung. 

So hat man gefunden, daB die Kraft, mit der die Grenz- 
schicht von Wasser nach innen gezogen wird, gleich einem 
Druck auf die Oberflache von ungefahr 10000 Atm. ist, also 
fiir 1 qcm der Oberflache nahezu gleich einem Gewicht von 
10000 kg. Man muss sich vorstellen, daB in einer Fltissigkeit 
wie Ather von 0® ungefahr der dritte Teil des gesamten 
Kaumes wirklich von den Molekiilen eingenommen wird, in 
Luft bei 0^ und 760 mm Druck ist dies mit nicht mehr als 
1/2000 des gesamten Volums der Fall. 

Von der GroBe der Gasteilchen hangt, wie bereits friiher 
bemerkt wurde, auch die Lange des Weges ab, den ein Moleklil 
durchlaufen kann, ohne mit einem anderen zusammenzustoBen... 
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Aus Messungen iiber Diffussion, Warmeleitung und innere 
Reibung kann also auch etwas iiber die Ausdehnung der Mole- 
kiile gefanden werden. Eine nahere Untersnchung lehrt, da6 
es die gesamte OberHache der Molekiile eines Gases ist^ die 
man anf diese Weise kennen lernen kann. 

1st aber von einer Anzahl gleichgroBer Kiigeln das ge- 
samte Volum und die gesamte Obertlache bekannt, so kann 
man durch eine einfache Berechnung die Anzahl dieser Korper 
und die GroBe jedes einzelnen bestimmen. Wenn man diese 
Berechnung anf die Gasmoleklile anwendet, kommt man zu den 
folgenden Schatzungen. Fiir die Anzahl der Molekiile in 
1 cbcm Luft bei 0® und 76 cm eine Zahl von 20 Ziffern; fiir 
den mittleren Abstand zweier aufeinanderfolgender Molekiile 
25 X 10-~®cm, fiir die Dicke der Molekiile ungefahr Yio dieser 
Lange und endlich fiir die Masse eines Atoms Wasserstoff 
10—24 Gramm. 

§ 283, Freie Energie einer Fliissigkeitfloberflache. Die 
anziehenden Krafte zwischen den Molekiilen^ die in der Tbeorie 
von van der Waals eine so wichtige Rolle spielen, hahen 
auch in vielen Fallen einen EinduB anf die Form einer Fliissig- 
keitsmasse. Wie es sich hiermit verhalt, kann man aus der 
Theorie der freien Energie (§ 247) ableiten. 

Auf ein Teilchen, welches sich anfangs an der Oberdache 
einer Fliissigkeit befindet und sich dann auf irgendeiner Linie L 
(Fig. 227) nach innen bewegt, wirkt, solange es sich noch in 
der Grenzschicht S S' befindet, eine Kraft nach innen, die eine 
positive Arbeit verrichtet, aber bei der weiteren Bewegung 
heben sich die Anziehungen, welche auf das Teilchen wirken, 
einander auf und es wird daher keine Arbeit mehr verrichtet. 
Hieraus folgt, daB das Molekiil, sobald es unter S' gekommen 
ist, immer dieselbe Energie der Lage in bezug auf die anderen 
Teilchen hat, einerlei wo es sich befindet, aber daB es in der 
Grenzschicht eine groBere potentielle Energie hat, und zwar 
die groBte, wenn es in der Oberflache S liegt. Da dasselbe 
von jedem Molekiil gilt, muB die gesamte Energie der Lage,. 
welche die Teilchen infolge ihrer gegenseitigen Anziehung 
haben, um so groBer sein, je mehr Teilchen in der Grenzschicht 
liegen, also je gr56er die Oberdache der Fliissigkeitsmasse ist. 
Diese Oberflache kann bei einer gegebenen Menge je nach der 

Lorentz, Lehrbuch der Physik. I. 29 
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Form der Fltissigkeit sehr verschiedene GroBe liaben; sie ist 
z. B., wenn diese zn einem Hautchen ausgebreitet ist, groBer 
als bei kugeliormiger Gestalt. 

Yon Betracbtungen wie die mitgeteilte gefiihrt, hat man, 
um die Erscheinungen, die wir jetzt besprechen wollen, zu er- 
klaren, die folgende Annahme gemacht. 

Bei einer bestimmten Temper a iur ist die freie Emrgie eme r 
Flussigkeitsmasse um so grower ^ je gro wer die OheTfldc he ist, und 
xwo/r fii/nvmt die freie Bu&fgie) weun die OheTfldche gTofiev wifi , 
um emen Beti^ag xu, welehe/r der Yergro^erung der Oberfldoke pro- 
poriional ist. 

WiFwoTleT die Vermehrung der freies__E]i ergkJmJ£^^ 
d aB die Oberflacbe nm die Flacheneinheit zunimmt oder. wii_ 
wir auch sagen konnen, die freie Energie, w elche_i^x^QJil^ 
flax^heneinheit eigen ist, mit E bezeichnen. Wir konnen dann 
HA 0 die Yermebrung schreiben, die einer Zunahme A 0 
entspricht oder fiir die Arbeit, welche das System verrichtet 
(§ 246), wenn die Oberflacbe bei konstanter Temperatur um A O 
abnimmi Umgekebrt kostet es uns eine Arbeit HAD um die 
^ ' Oberflacbe isothermiscb)^ um A 0 zu. vergroBern. 

Die GroBe H ist fu r jede Fliissigkeit bei bestimmter Tem- 
peratur eine Konstante; da sie, wie sicb sogleicb zeigen wird, 
auch das Steigen in Kapillarrohren bestimmt, wird sie die 
,jKapillaritat8koQStaDte^^ g enannt. 

§ 284. Tropfen tind Hautchen, a) Aus dem Yorhergehenden 
im Zusammenhatig mit dem in § 247 Gesagten folgt, daB eine 
Flussigkeitsmasse, die der Einwirkung der Schwerkraft und . 
alien anderen auBeren Einfltissen entzogen istpdiejenige hW m 
annimmt, bei welcber die Oberflacbe ein Minimum ist, und dies 
ist die Form der Kugel^jDa^er die lHdgun^^ 

DaB man diese in der Eegel nur bei kleinen Massen b’^Q^^^kt, 
ist dem Qmstand zuzuschreiben, daB bei groBeren die Schwer- 
kraft zu storend wirkt. DaB jedocb aucb groBe Massen dieselbe 
Eigenschaft baben, gebt aus dem Yersucb Yon Plateau bervor, 
bei dem man 01 in einem Gemiscb von Alkohol und Wasser 
Yon demselben spezifiscben Gewicht scbweben laBt. 

b) Bei dtinnen Fllissigkeitshautcben, wie sie sicb ausSeifem 
losung berstellen lassen, tritt wegen der geringeri Masse die 
Schwerkraft gegenuber den molekularen KrMten in den Hinter- 
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grand. Wenu auf solche H^utchen aucli keiae anderen auBeren 
Krllfte wirken, so nimmt die freie Energie, von der oben die 
Rede war, ab; da.s' IMutohen zieht sick zitsammen, so dap die 
Oberflaoke so Idein als mdglioh ivird. Bei ebeneu Hautcben, die 
man in einem Ralimchen von Eiaendraht erzeugen kann, laBt 
Kich dies zeigen, indem man einen mit den Enden zusammen- 
geknlipften dlinuen Eaden auf das Hilutchen legt und dieses 
dann iniierlialb des Eadens durclisticht. Das Hautchen auBer- 
hall) des Fadens zieht sicli soviel zusammen als der Faden 
es zulllBt und spaunt diesen za einem Kreis. 

Dio hierbei wirksame Kraft nennt man die Spannung des 
Hilutchens; die GrdBe derselben htogt in einfacher Weise mit 
der KapillaintiUskonatanten //zuaammen. Es sei abod (Pig. 228) 
ein zweiinal in einer Ebeiie umgebogener Eisendrabt und ef 
oin vorscbiobbarer Draht, der mit dem ersten ein Recliteck 
bildet, in wolchoin mail ein tftutcheii er- 

zougon kann. L’aUt man Tiun diesen Dralit, , 

den man z. H. mit der Hand festlialt, selir — f L 

£ p 

langHum von e,' f uacli e,f gelien, so daU ' 

(lie OlmrlllUdie (die lioiden 8oiten ziisamraon- 

goreolmot) dor FUlssiglceit uin ‘iee'xe/’ 

abnirmnt, und bloibt hierbei die Temperatur Pig. 228 . 

konstant, so veniclitet (§ 246) das Hautcben 

eitie Arbeit 2fle' x fl/'X Anderseits iat die Arbeit, wennJT 

die Kraft bedeutet, mit der das Hautchen den Draht af nach 

innen zieht, r-fi' x K. So findet man K=2efxli und fiir 

die Kraft, mit welcher das Hautchen auf die Langeneinheit 

dos Drahtos wirkt, die Spannung pro Ldngendnheil 

(7) 

c) Der Kisendraht oder die Dralite, zwiachen denen ein 
Hautchen gebildot wird, khnnen oine solche Form baben, daB 
das Hautchen uicht eben soin kann; as nimmt aber steU, wmn 
an haidnn SaiUn das umgehenda Gas denselhen Drmk ' ausM, die 
Geslalt an, hei loeioher die Oberfldohe so Idein als mbglieh isl. Bei 
oilier Vorschiobung verrichteu namlich die betreffenden Drucke 
koine Arbeit; die freie Energie, die im vorigeu Paragraphen 
imtraclitot wurde, muB also wieder ein Minimum werden. 

1st z. B. das Hautchen zwischen zwei gleicbgroBeu hori- 
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zontalen kreisformigen Ricgen gebildet, deren Mittelpunkte liber- 
einander liegen^ so nimint es nicht die Gestalt eines Zylinders 
aiij weil durcb eine Einschniirung in der Mitte die Oberflache 
nocb kleiner werden kann. 

Es verdient bemerkt zu werden, da6 die GroBe S nicht 
allein die Kraft bestimmt, mit der das Hautchen an dem Eisen- 
draht ef (Fig. 228) zieht, sondern auch die Kraft, die es auf 
jeden K5rper auslibt, mit dem es in Beriihrung ist, und ebensa 
diejenige, mit welcher der eine Teil des Hautchens anf den 
anderen wirkt. Man kann namlich in Gedanken das Hautchen 
nach einer b^liebigen Linie durchschneiden; was auf der einen 
Seite dieser Linie liegt, zieht an dem anderen Teil, und zwar 
in der Richtung senkrecht zu dieser Linie, und diese Wirkung 
ist pro Langeneinheit gleich S. 

Da diese Kraft aus Wirkungen auf sehr kleine Ent- 
fernuDgen entspringt und man einen kleinen Teil eines ge- 
krlimmten Hautchens als eben betrachten kann, besteht in einem 
gekrummien Hautchen dieselbe Spannung wie in einem eben en. 

d) Bei eine m kugelfdrmigen Hduichen j %. B, be i einer an emg 
Rohre angeblasenen Seifenblase %eigt sick die Spannung dadurohj 
dap die Blase, wenn die Rohre am Ende off en bleihtj nach und nook 

so schreitet die Zu- 
sammenziehung fort, bis die Luft in der Blase auf einen 
gewissen Grad zusammengedriickt ist. 

In der Theorie dieser Erscheinung dquB man auf den Unterschied 
des Bruckes auf der Innenseite und der AuBenseite acliten. Man kann 
jedoch davon xunacbst noch absehen, wenn man Formveranderungen 
(z. B. Ubergang eines Ellipsoids in eine Kugel) betvachtet, bei denen 
sich das Volum nicht Rndert. Die Arbeit der S-uBeren Drucke ist 
namlich dann gleich Null (§ 207). Tinier alien For men ron dmselben 
Inhalt loird also die Seifenblase diejenige annehmen, bei loelcher die Ober^ 
fUiche ein Minimum ist, d. k, die Kugelform. 

Es sei nun R der Radius der Kugel und der Druck innerbalb des 
Hautchens sei um p groBer als an der AuBenseite. Nimmt dann bei 
einer unendlicli kleinen umkehrbaren und isothermischen Zusammeur 
2 :iehung der Radius um 5 ab, so ist die Verminderung der Oberflache 
1^71 R^ und die des Volums 4 tt d .*^1 Fiir die Verminderung der freien 
Energie kann man also sebreiben \%TcRHb und fur die durcb daa 
Hautchen verriehtete Arbeit 4:7tR^pd, Wenn man diese Ausdriicke 
einander gleicbsetzt, so flndet man 

P = ( 8 ) 
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<iiuo Boziehung, die mau auch in folgender Weise aus der Betraclitung 
dor Spaunuiig ableiten kann. 

Wir Btolleu uua vor, daB Glcicbgewicht vorliauden ist^ der Druck 
dor Luft rnuB dann an der Innenseite p melir betragen als an der AuBen- 
Beito. Donkt man sick die Blase durch eine Ebene, die duvcli den 
Mittelpuukt gcbt, diircbgescbnitten, so bestebt auf dem Umfang zwischen 
den beidon Teilen eine Spannung E S , Diese Kraft muB gleich der- , 
jenigcn sein, welebo die eine Hklfto von der anderen zu trennen strebt 
und die nacli § 203 gleicb n p ist. Mit Berucksicbtigung der Formel (7) 
kommt man auf (8) zurlick. 

Man kann den Driiek p mit einem Manometer beetimmen und hat 
daboi gef unden, duB or dem Radius R umgekcbrt proportional und un- 
ahliftngig von der Dicke des Jiitutcliens ist. Daraus foJgt, daB, wie auch 
die mitgetoilte Thcorio crforderfc, die Spannung unahhUoig ig von der 
Jpi eke wtt ‘ J ' ^ ^ ‘t’prYV{^ 

Dieses Resultat erscheint auf emu ersten Blick berremdend, da bei 
<‘inein dickou IRUitcUen auf beiden Seiten eines Durch sebnittes mebr 
MoiokUlo liegen, die einander anziebeu, als bei einem dUnnen Hkuteben. 
Man nniB abov bedenken, daB die Spannung die gesamie Kraft zwischen 
don Teilen dos Iltlutchons auf beiden Seiten des Durcbschnittes ist. Diese 
Teilc, ebenso wie itn allgememen die Masson auf beiden Seiten einer 
durch cine Flliasigkcit gclegton Ebene, zielien sich niebt nur einander 
an, Houdern iVben a\iBor(lem einen Druck aufeinander aus, in einer Weise, 
vou dor das in S Cslcsagte eine Voratellung geben kann. Dafi nun 
die betrolTcudo gesamte Kraft \inabbttngig von der Dicke des Hkutebens 
werden kann, kann man durch die folgende Betraebtung erlautern. 

Ill § 282 salien wir, daB jedee Teilclien in der Grenzschicht nacb 
iniicn gezogen wird; hieraus entspringt fttr jedes Element der Schiebt, 
wie p q in Pig. 227, eine gewisae Kraft iV*, und im Gleichgewichtszustand 
muB der Druck im Inneren der Plttssigkoit den ftuBeren Druck um einen 
gewisaen Betrag dbertredon. Es sei 

nun (Pig. 229) A B € D oin aenkrechter A — 11 M. 

Durchaclmitt durch ein Plilasigkoits- — — - — -p ^ 

Idtutchen, und die Dicke desselben be- 

trage mebr ala 2 gl^60 dafi die gesamte n d 

Masse in zwei Grenzsebiobten A Bab * — — — 

und C Dod und einen zwischen diesen 
beiden llegendeu Toil zerfklU. P Q Pig. 229. 

atelle eine Ebono vor, die auf dor 

Ebene dor Zeichnung und auf A B senkrecht steht, und richten wir 
unsoro Aufmerksamkeit aowobl auf den Druck als auf die Anziehung, 
die die Teile des Hautcbeiis auf beiden Seiten dieeer Ebene auf- 
einander ausUbon. 

Man kann beweisen, daB fdr alle Elemcnte der Trennungsdadic, 
die zwischen p und q liegen, der Druck, der, wie wir sahen, im inneron 
des Hflutebons entstoht, gerade die Anziebung zwiacben der Fltlasiglceit 
auf beiden Seiten dieser Elemente aufhebt; abor mit einem Element von 
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Pp adt*r 4^1/ V«*rh^U t*« mrh ^Itnlrri^. 4rr Hrss.-i #iU iliii All* 

giehuii^ ^iticl liit*r kltiturr mIw gwinduni p nis»l .y, 'dhrt p ii«rh /‘ 
von #/ iiiu*h Q ntttiriif drr Priu-k mrhr nh al» di«-> AiiJs^^tsssiPii , fli|. t,|n 
Kli'imnit van l*p uiimittidbiir l»«n T s^i *trr 4rm linu'k 

cler ICuBt*rt‘n Lufl* wovt»is wir hri 

/.wi»t4ia« dt*m StuB' rrt'hl^ ini«l lArsiw'-rii l*ii?sir|il iiin*h 

tfidir mt*rklie!i0 Aiislrhiiitg. 

! Hindi tlii'i4 ki»ni«il man Hrl-sKill, 4iS um dir 

sswmtdian /* urtil p luid (J nsi«l rtma* tn 4«'t' n maligiini 

tianmdisil Kmft M«n$ mufi dm %n -ikm hr^.lmf 

^thkhim mrhmi ^mi itinn Brkisrpm, Arn/I fifiiil-.. 

hUn^Hi mn iktkfi ii^T ^rk^-hlen hr^irfnkn 

kmi kt 

Wi^im dit^ IHrkt* idiirpi Ifinlrlirn# iinsrr ;f -;i-4i»kr, mtirdp elm 
Spiiiuuuig kleiiu^r wi^nlmi. Pm HrsfriiHk?irti, Hn dnirn rtrian KHwnrkti 
Imt, claB p dt^m Hiidain ii ttmg«-4rliii |er«^|w,«ria‘t«l laf . lesiiris dk 
tdati DUik« grllEt^r ali *if. 

fm wifd min ^mdt kbr ibti Imi |r«|rr knm. 

Hjmni'iunK in de*f {lrHiif»idiiahf I»r^i«d4 nml tkB 

diwa hiilli wci |cn»lli iil nk da^ H|»iifiiitiii|| riiirn |Uea^-lir.n?s 

Kttr dia in diimani Piriinnijda^^n lir^f^irn'liriiPii Vr^iittrliii 
bemitzt man vnraiipwtdif^ idna Killi«fii|ikrii .:,v ll riis llriiiifitdi 
von HeifimUliung iirul (iljf^i^rinb dia Hiinirlim ti»ti iin^tT Hr- 
Rtlntligkrit gibt. Abf»r anrh fwadiirtlrnr Mti4rrr Flll«iiigkrUrii 
kSntum Hllutchrn bildrii. Ilrkiuiiil ^nnd i*. li tbn fllutinii, wrUdin 
(lurch die mitgrflibrtr Ijifi t^nlfelfdirii* i%rfin fir||riiirre|»ft»fi in 
WaHimr Iklkui. 

Bid ^ehiumtitubn Fllk-'^igkrilm lini ni'iisi tirk^grnilitni» 
Hystema ainar grriBan Ari/.iilil %'tm Hsiiirti«^ii /si brnbiirlitaii» 
wie man ^ia wrmitlt*kt aitirr Stdfriilfliiiiin nnd grrjgnalar 
Kkandrahifiguran ii.utdt in idnlkrlirrar Fi>rsii rrintlini liiiiin* 

In jedmn Hptmn dl»w An Mwirii itnmrr th^^i lliisirkrts m ikr^ 
iidban Kanla timl mm itisfr.r |ia.r* It4nrr#i 

M tittle Falga fUvnm dwti jnlan tlaulrlmii lial. A«sf 

dii kidna FItolgkalfimww iiMmlir'Ii, kHp in tinwifirllMirr mnri 

Klamantat dar Kantt^ lirgrii, trirkpii d»l h|»^f8i»eiwi?'rn in tirr llir!iStsf»g 
der rjnlan» in danan di# Hitilrfean tlitirle mhm 4m- R^nir f-rnkr*trl»l 
utalmnd© Kbanti g«»t*biistfrti w#Mlrfn lH«d tlpirlir Krtt'lp* dm wnf «l#n>* 
mlhm Pmkt wirkrn, klliifmii ii«r li^wn in® min, 

Winn 8ia mitairmiidar WinkrI tm Ulihm. 

§ 285* Fraie Itttrfii dtr Orinifli^bt nwimhm iiftif 
Hftsslfkalt uad alutm fisttm Kdrptr. Itn Vtir}|.rrgk4srn«lrfi war 
nuf dia Rada van aitsar »,fri*jina* Klilti#iiikasf««dirrti|ir}i«’ ndrr 
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eigentlich von einer Oberflache, in welcher die Flussigkeit mit 
einein Gas oder mit ihrem Dampf in Beriiliriing ist. Bertihrt 
sio liber cine gewisse Ansdehnnng einen festen Korper, so 
wcTchui die leilcheiij welche in einer sehr geringen Entfernung 
von diesem Korper liegen, durch denselben nach anfien gezogen, 
wilhroTub wie wir hereits sahen, die Flussigkeit sie nach innen 
zioht. Ubcrwiegen diese letzteren Krafte, so ist noch immer 
die Kiiergio der Lage (berechnet in bezug auf die zweierlei an- 
zitdiandeu Krllitc^) ftir die Teilchen in einer dunnen Grenz- 
Bc.hicdit grbBer als flir die Molekiile im Inneren der Flussigkeit. 
Das Gogonteil ist der Fall, wenn die Anziehung der festen 
Kbrper die gegenseitige Anziehung der Fllissigkeitsmolekule 
llhertrini 

Uurcdi diese Betrachtungen ist man zu der folgenden An- 
nahme gidcommen: 

Eh sei O die freie Oberllilche einer Flussigkeitsmasse und 
(V (lie OberlUlchc*, liiiigs der sie einen festen Korper beruhrt. 
(kmn kann (wenu man sich auf eine bestimmte Temperatur 
bescbriinkl) die- fraic En&rgie ausgedruckt werden dv/roh 


OJ^EO + KO\ 


worm ehiQH konalanlcn W&rt hat und der Koeffizient K in 
einigm Fdllen pomtiv und in anderen negativ ist. Uberlafit man 
das System sich aelbst, so wird die Summe der beiden letzten 
Glieder ein Minimum. Es ist klar, daB, wenn K negativ ist 
und das dritte Glied llberwiegt, yj abnehmen kann, wenn O' 
gr^iBer vvird, selbst wenn gleichzeitig auch 0 etwas groBer 
whrde. Dann ^Yird die Fliissigkeit sich tiber den festen Korper 
auabreiten, mit anderen Worten, sie wird ihn „benetzen^‘. 
DaB z. B. Wasser sich tiber eine gut gereinigte Glasplatte aus- 
breit(?t, ist der starken Anziehung, die das Glas austibt, zuzu- 
sohreiben; ist die Platte fettig, so wird sie nicht benetzt, weil 
(las Fett das Wasser dazu nicht genug anzieht. 

Durcih Quecksilber wird bekanntlich eine Glasplatte nicht 
benetzt; sogar nirnmt diese Flussigkeit auf einer gut gereinigten 
Platte (lie Form eines Tropfens an. Die mehr oder weniger 
kugelfbrmige Gestalt ist dann die ^Folge der gegenseitigen An- 
ziehung der Quecksilbermolekille, wUhrend die Schwerkraft eine 
Abplattung des Tropfens und eine VergroBerung derBeruhrungs- 
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Hiinlio mit diuti (tlas bewirkt. (!brigt>ns, aiu'h \v«'tin tlic Schwer- 
knift nicht bemtilndt', wUrdi! dii' Horlllirung Ubt>r tdiu'Kt'wisKc Aua- 
dtduiung bp«lc>lu'n bb'ilu'n und tbw t^utu'kailltfr Hirli nicht j/fun 
voti jlem (»la8 s;urUckzi«dum. Auf din Sclilulifulgcnuig, durch 
wnb'be sicb dies aus der Konncl iO) abU'itnn UlBt, kiinncn wir 
bier uic.ht niiigolicn, und wir bnnicrkiui nur noch, dali in alien 
Kalli'ii, in denen ..^ich oils fester Ktlrper und eiim Klllssigkt'it 
berllhren untl in denen nieht eine vollstiUidign Ausbreitimg 
stattftndet, dan (ili‘ic.bg<'wicht dadurch gekennzeichnt't wird, daB 
die freian Oberflkebon unter «*im*m bestimnitcn, vnn der Be- 
scbalfenheil der Kiiriier abliilugenden Winkel (Hanihvinkel) zu- 
sannuenstuBen. 

Will men tiiu tiHeicbgewic.Ulslagen in dciijciiigen Killlen 
unU'CHUchen, in deneu aucli die vSc.bwerkraft cinen marklicbcn 
Kinlhili hat, so niuli man hcdejikcn, datJ ntiUer den von der 
OrbBe der OberHllcben abhilngigen 'IVilen anch tme.h die jioten- 
lielle Knergie gegenilber der Bchwerkraft zur gesamten freien 
Knergia — die ein Minimum werden mtdJ gehiirt. 

^ 2H(!. Stelgeu und Blnken in KapiUarrdbreo. Bmn mm 
enye (ilam-iihn [Hamriihrahm mkr KapiUnrHikm) in {ferlikaltr 
Slfllunt/ mU dem unteren fhdfi in Wasser mngrinmhi tpird, »o 
slei^l dmm bin auf tim geumm llShet in dprmlimn em/Htr, wie es 

in Kig. 2B(I dargastellt ist, in 
welcber S und a b die Ober- 
tlftchen der Klttssigkeit aind. 
Wir wollen annehmen, daB das 
Wasser die innonwand gut be- 
notzt, an daB dioae mit einer 
dilnnen FlUaaigkeitaacliicbt be- 
dockt ist, die aieh weit (Iber 
die Oberflaohe ab eratrockt. 
Dieae letztere, der aogenannte 
Mmiakui, geht allmkhlieh in die 
freie Oberfl&che der Fltoigkoita- 
aebiobt ttber; aie iat ntoliob 
mit der hohlen Seite nach ohen gebogen uud ateht am Rand 
vertikal. In aebr engen Edhren bat me die Gestalt einer 
Halbkagel. rtt« 

Die FUlaaigkeit ateigt nun in der RBhre so boob, daB die 
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nierkt zu wertlon, daB, wenn bereits vorher die ganze Innen- 
wand bcnetzt ist, sicb an der Berillirungsfliicbe des Wassers 
und der Rohronwand nicbts ilndern kann, und also ebensowenig 
an dor dioser Beriilirungsflacbe entsprechenden freien Energie. 
Anders vorhy.lt es sicli mit der freien Oberfla,cbe der Flllssig- 
keit. Diose bestelit namlicb aus dem MenisLus und der Ober- 
flilcbe dor darliber iicgendenfWasserschicht; da nun die letztere 
boim Steigen doa jMeniakus verkleinert wird, so werden die 
Molokularkrafto der Flllssigkeit fortwahrend bestrebt aein, ein 
weiteres Steigen dorselben zu bewirkon. Die Scbwerkraft ist die 
Ursache, daB eine bestimmte HObe nioht bberschritten wird. 

Donken wir uus far einon Augenblick, die Mitte des 
Moniskus liege gleichhocb mit der auBeren Oberflache der 
Flllssigkeit S, und bezeichnen wir fllr diesen Fall die ge- 
samto freie Energie mit A. Ist dann die Flassigkeit auf eine 
Hbho h omporgostiegen, so bat die Oberflacbe der B''la8sigkeit 
um 2%rh abgonommen, wenn wir namlicb den inneren Radius 
der Rbbre mit r bozoicbnen und uns die Oberilacbo der auBeren 
B'lUssigkeit so auagedelmt vorstollen, daB sicb die H5be der- 
selben niobt morklicb andort. Abgeseben von der Scbwerkraft 
bat sicb also die freie Energie der Flllssigkeit um 2nrhH 
vermindert. Anderseits bat die potentielle Energie gegenUber 
der Scbwerkraft um einen Betrag zugenommen, fllr den man 
■||■ 5 tf*A‘‘a’"'^findet (vgl. § 206), wenn man das spezifiscbe Ge- 
wicht der F'lttssigkeit mit s bezoichnet und, womit man bei 
engen RSbren keinen nennenswerten Febler begeht, das Ge- 
wiobt der Saule und die Lage des Scbwerpunktes so berecbnet, 
ala ob sie oben durcb die Ebene mn begrenzt ware. 

Da nun die gesamte freie Energie 
A--2nrhIT+ \ 

ist, fragt 68 sicb nur, fttr welcben Wert von h dieser Ausdruck 
ein Minimum ist. Dieser Wert, die wirkliche Steighdhe, ist 
(§§ 11 und 41) 

(tO) 


'J 


DaB wirklich die St&ighdhe dem Badms der EShre umgekehrt 
prc^otiional ist, ist durcb die Beobaohtung bestatigt worden. 
Man ersiebt zugleich aus der Formel, wie man, wenn r und s 
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ktimtiu‘ 11 , Mil int ch iiiHig, liio l‘’htHHigki'>t iTut mil griiUoi'ti 
Hiihii in tliT lliihru t*tu|itiivuMauKini, urn tlin humtiwatul nut zu 
lu'iH'Ui'n. 

Aum il«r Hwibachtunn tl«r HttnnhiVhM urnil't Hit’ll, tlnii tU» 
KiiiiMtmite H filr Wasswr nri’iUfir ist al» fWr Alktiluil, Hitiraim 
ktttm imui tUts I'ulgtitulo Kr«clu‘uimig orklilrini. LiitSt mau auf 
die Mittei eiiier tittuueu Wasmerachiclit in einer SchaUi cint-n 
Tropfen Alkohol fnlbn, wi bewegt »ifh t!ie KlttHMinkidt Mufort 
vtm tier Mitte nach auUun. Daliei winl dia OliarHilfhe dur 
alktiholbaltigau KIdMMigkait in dej* Milta grbBar, abar dia ilaraua 
aiitatabamUs VargrtiBeruiig dar fraian Kuargia wirtl idiartriin'an 
von tier VorniitKlarung, walclia dia Kolge tier J^UMuuimaif/siahung 
der ringR^rniigen WnHMeroliorliilalin ist. I’lilar glUi«tigan Um- 
Kt&ndun wirtl der Htulon dar .Malnile in tier Mitio voll*dinilig 
troakangelegt 

Mai! kann die SchluBlolgerung, walaba /,ii dar Korina! (l(i) 
gefUhrt hat, noah etwaa andera einkleidan. Int iiiltnlioh dia 
f’reie Knergia oin Minimum gewordan, »ti win! aia aioli bai 
finer weiteren unendlich kleinon VerHehiebung niahl Endora 
(§§ 41 und lf>«). Wir woUen annahinen, die Var«ahiabung 
litmtabe in einein Htaigen das ManiMkuH mn dan AliHtaiid d, 
l>ann nimmt dabei ilie eigono froio Knargie dar KlUM»igkait 
am 2 Jt rd // ab. Die Knergio der Lage gegoniibar tier Koliwer- 
kraft niniint dagagen um nr^h'iis zu, wenn roan iiiit h' dia 
mialtre Hi'dia der Pmikte dan MeniekuM bezeitduiet, Man kann . 

aitdi nEinlich vorstellen, daU daa koine We- • 
wjclit nr^()», welches liber den ureprtlrig- 
lichen Htand ties Meniekua gakoroutim ist, 
vtm der OberllEche der Kllissigkeit ti an 
omporgehoben worden ist. Indeni men die i 
beideugefuudeueii Ausdrttckeeinanderglaich- ' 
aetzt, flndet man wieder die Kormel (10), , 
wenn man, was bei sehr engen Rnhren ge- ; 
stattet ist, h' dutch die Hhhe dea tiefsten % 
Punktes ties Meniskus ersetzi 

Die letztere Ableitung der Formel gilt auch, wenn die ;; 
Kftbre uur an der Slelle, wo sich der Meniskus befindet, den > 




Kunnen mmim r aber weiter unten eine beliebige 

grc)6t‘re Wcito liat. K^ obald die F lvssigkeit (z. B. durch Saiigen) 

hat^ ehenso hooh als in einer 

I in hr dir nhcml l dc>n DvroJimesser von h g hat. 

Wir wollon nicht ausfiUiriich iiber Fliissigkeiten apreclien, 
die Hich nicht tU)er die R5lirenwand ausbreiten. Bei diesen 
iat ill engon Hobrcni der Meniakua ein Kugelsegment, dessen 
Form durch den Randwiiikel bestimmt wird. Die Theorie lebrt 
f corner, Mmviskm die hohle Seiie naeh ohen kehri, 

(ha Fliia sigkeii in der Kapillar rdiire fidher steht ah au§erhalh der- 
mlhen, I ha Gegmieil id (fer Ihll^ wenn die hohle Seiie des 3iems- 
km naeh unien (jekahrt isL So heohaGhiet man bei Quedksilber in 
einer Kapillarrdhre cine Depression. 

Der IlahemmierfiM^ x wisohe n dem^ Meniskus und der Oher- 
fldcM der du fier a n FlussiijkeU ist in Imden Fallen dem 
liohra nmgakehri proporiionaj so lanqe rnan es mij^ d^ 

Sioff und derselhen Fii migkeit zu inn hai tmd onan sieh^auf sehr 
evga IWhren heachrdnkL 

Dio Krkrrirung dea niedrigen Standea des Queckailbers in 
einer Kapillarrdhre liegt auf der Haiul Bei dieaer Fltissigkeit 
Uberwiegen die eignen anziehenden Krilfte gegenUber den- 
jenigen, welche von einer Glaswand ausgehen; aie streben die 
Oherfla^che der Iflllasigkeit so klein als mdglicb zu machen 
und also den dllnnon Quecksilberfaden in einer Kapillarrbhre 
(iitH dias(^ mrilakZ'Uxiahen. 

Schlielilich bemerken wir noch, daB ahnliche H5hen- 
ditferenzen wie zwischeri der E^Jllasigkeit in der Rdhre von 
Fig. 280 und der OberdlLcbe S auch bei U-formigen R5hren 
baatahen, daren Schenkel verschiedene Durchmesser haben. 
Quacksilber steht im engen Schenkel am tielsten und Wasser 
im weiten. 

Auch wenn be^'eits andere Ursachen eine Hbhendifferenz 
bervorbringen haben, Uben die Molekularkr^fte immer nocb 
einen EinfluB aus. Infolgedessen steht das Quecksilber in 
einern GeftlBbarometer etwas tiel'er als es sonst der Fall sein 
wilrde, und zwar urn so melir, je enger die Rblire ist. Urn 
clieaem Umstand Rechnung zu tragen, muB man beim Ablesen die 
H5he der S^ii^ des Meniskus bestimmen und bei genauen 
Messungen/eme Korrektion anbringen. 




ftuf tU'ii i^U'h Fig, «nD br;^ii^ht^ jmlurh mil drr Aiijmhty4\ tbH tUi» 
FUbaigktnt wit'hl cubin' ilk? Unbri^nwHiui mu4*rt*ilrt, VVir iis^bmrti tm, dk* 
Urdift' md nin Ikidt? dnndt «d«i? Imri^smtMU? Ebyiti^ ^bgmdmittfu, 

VVir vrrlliiigt^rti d«?it iti dt*r Ibihrit Fid«igk*iiteylitHli*r liini lui 

diti Kbmii? F uinl Visrgbdidiwti di^ ^thtui mit 

dtir gUdidibridtyn Hlalti // d\ dk? bb Eit ili?r?ydl«ni Titdb rtdrhl. hln 

Sit kbr, tkB dk^ lat^tiir© Hiulti illti umg©b?tid© FiUwigk©U iwi«©hi*u 
den Ebeaeii S iiml F kelne Kmft In verlikub^r llUdUung ittwlUit; wt? 
wirti nlici pint diireh die Fltiwlgkelt nnturlmlb F g«^r^©n. 

An ckr Fliehi & d »liid «iia llmifciiride dli»lben wie m rf. Auf 

die Slide wirtl alio dundi *11© FUWgkidt unterlmlb Kmit 

gleleh dim Clewicdd vrm ti t*' d' ntab idmn mwgeilbt,. Mil dmn C#e* 
wiihtiilbiPitdittil vmx ii h © d mdi4?*©u db? Krlft© iin Clleicligewblii wdn, 
mit demm die Hdiirenwentl mnl die umgiibimdn FItlasIgkidI awbehen 

U %t\d F auf die Bin la wirken. Bind diiiw’ Erlfte, |ii>»ltlv garerlini’t* 
wann ula imeli oben gerlehtiit elnd, A| tind A^, bt ferner k «lie iidUleni 
Htiiighfihii, tr die Flidm dee Quefiidinitb tier iCdlift% ami n dm 
Oiwkht, w» ini tUe UlaleligawlehtibiHlingutig 

’"** ■'■/if- <,.«/, k It ^ A, E At ....... . fin 

Die Kmft Ai lit aw« den vattlkalen Kmti|wneiitttii allar Krlfle 
«ammenge«ats&t, mit dtintn die lilibriniwami auf die In <f Ar#l liigemleu 
FHkaigkeitatailehfm wSrkfcam Da jmlrmh Mtdekflle wie / und ^ dureh *il«? 
Watul in linriisontaler Eiehtung ungewigiut wenlmii bmuidit nmn anr auf 
Teilehen wl« h m aeUtaw, din in der wniMitteUmnui Nib© dup Innaren 
Uinbuigfi dm uritaren Kndi.^^ litigari. Ki hi niaSit acdiwar inrmimidten* daB 
die Kruft A| wirklitdi nadi cdmii garlahtat bt, uiid tlai Ihr Wart pr«» 
portbuml ilar I,4nga L dan io-eban ganawntari lltnfangaa iaf, iti diiB man 

A| ^ y L 

iat^an kann. 

Waa Kf betrifft, so bamerkan wir* dai d#r Tail k§t^d dtr be* 
traabtetpn Bitula duraU die gklah bcmh Uafendt Fidwigkait iwtehan 
und F'wadar naah aban noah nmh unten gtangan warden kmm\ wir 
babini m alwii nur mit dan KrlEan m tun, mIt tbntin die urn dm Zjllndftr 
nnd iintarlmih Uagande FUtelgkait auf die untomlan Tillabin v«n 
it b k wirkt Dill Kmft Kf lit alm> imtib nntaii gerbhtit itiid ktnn 
durah 

Af » ^ Jj 

awtgiMirttakl wartlan, mo dafi mn (U) folgt 

hm 

ff M 

lit der Quemabnitt ila Kraii mit dim Hadiua r, to wird diii 

a («-?*) . 

»*« 5 . 


■ “ feste Kbrper wirken. a) Werden 

/.wei gut gereirugte Glasplatten in yertikaler Stellang in ge- 
nuger Kwtfernnng voneinander in Waaser eingetaucht, so da6 
sie tlaraua hervorragen und die Fltissigkeit in dem Zwischen- 
iwuu wio m eincr Kapillarrohre emporsteigt, so wird die eine 
1 latte naoh der anderen liingezogen. Dies bangt damit zu- 

• 1 gesamte Oberflache 

tier rluasigkeit klemer werden kann, so da6 die freie Energie 
dos Systems abnimmt. 


^ b) Em dllnnes Metallplattclieii kann, wenn die Oberflache 
Mtig lat und also nicht durch Wasser benetzt wird, auf dieser 
blnHSigkeit schwimmen. Man kann dabei bemerken, daB es 
otwas oinsinkt, aber die Flnssigkeit schlieBt sich nicht uber 
dem lUlttchen; die OberflS,clie lauft von dem unteren Eand 
ties 1 Ulttchens schief nacli anBen und nach oben. Die Ober- 
Hllche tier blllssigkeit ist jetzt gr5Ber als wenn sie eine durch- 
iRufendo boiizontale Ebene geblieben ware und sie wiirde 
kleiner werden, wenn sich das Plattchen etwas nach oben be- 
wegte. Ana den rnolekularen Wirknngen muB also eine Kraft ent- 
apringen, die das Plattchen nach oben treibt und die zusammen 
niit dem gew5hnlichen bydrostatischen Druck gegen die Grund- 
flUoho den Kdrper tr^gt 


VVir koiistruieron (in Gedanken) einen geraden Zylinder, dessen 
obere GruiuUifilcho gleicbhoch mit der Oberflache der Pliissigkeit auBer* 
Imlb der Einsenkting Jiegt, wahrond die nntere Gruudflache vollstandig 
iu der* Fidagigkeit liegt und der Mantel den schwimmenden Korper in 
M;iomllch groliem Abetand umringt. Wendet man den Satz an, dafi das 
gesamte Gewicht von allem, was in diesem Raum liegt, durch die Krafte 
im Qleicligewicht gebalten werden muB, mit denen die umgebende 
FUisiigkelt auf dioso StoflPmasse wirkt, so kann man beweiseu, daB de^ 
liaum, der infolge der Anwesenheit des festen Plattchens nicht mit 
KlUssigkelt gefllllt ist, eine Mengo derselben enthalten keinnte, 'die 
ebetmoviel wiegt wio dor schwiramende Korper. 

Dutch oinc ilbnliche SchluBfolgerung kann maa die scheinbare 
(iewlehtsverminderung eines teilweise untergetauchten Korpers finden, 
wenn mau dabei die Hehung oder Senkung der Pliissigkeit beriicksichtigt, 
die an der Oberflache derselben beobachtet wird. 


§ 28H» Zwei einander beriihrende Plussigkeiten. Anch 
die MolekUle zweier verachiedener Flussigkeiten iiben eine 
Anziehung aufeinander aua, und wenn diese groB genug ist, 
BO bilden sie, miteinander in Beriihrung gebracht, ein homogene^ 


zu kiem und anch iiicht grob genug, um, wie Dei w asser nnd 
Ather, zu bewirken, daB aicli die eine Fliissigkeit in der 
anderen etwas 15st, aber dock hinreichend, urn zu bewirken, 
daB sich die eine auf der anderen zu einer diinnen Schicbt 
ausbreitet (01 und Wasser), ebenso wie sich Wasser auf einer 
reinen Glasoberflache ausbreitet. 

§ 289. EinftuB der Kriimmung einer Fliissigkeitsoberflache 
auf die Dampfspannung. Aus dem in § 286 Besprochenen 
kann durch Anwendung des Prinzips^ dafi ein sich selbst iiber- 
lassenes System einen Gleichgewichtszustand annimmt (§ 235) 
ein interessanter SchluB gezogen werden. Wir wollen an- 
nehmen, ein GefaB mit Wasser .d (Fig. 232), in welches eine enge 
Glasrohre B mit dem unteren Ende eingetaucht ist, sei mit einer 
Glocke bedeckt, die im iibrigen nur Wasserdampf enthalt, und 
das ganze System werde auf konstanter Temperatur gehalten. 

In der Eohre hat dann die Flussigkeit 
eine gekrurarate, nach oben konkave 
Oberflache (7 und einen hoheren Stand 
als in dem GefaB. In den Punkten E 
und G, der Mitte des Meniskus, wird 
dann der Dampf Spannungen annehmen^ 
die ungleich sind; wenn namlich die 
Spannung p in E die Spannung p' in 
G nicht um einen Betrag iibertrafe, 
der dem Gewicht der Dampfsaule D E 
entspricht , so wiirde der Dampf ina 
ganzen nicht im Gleichgewicht sein 
(§ 204), was doch der Fall sein muB. 

Es muB aber auch, sowohl in E als auch in (7, Gleichgewicht 
seiti zwischen dem Dampf und der Flussigkeit Da nun die 
Wand von der Mitte des Meniskus zu weit entfernt ist, um 
hier direkt einen EinfluB auf den Austausch von Molekiilen 
auszuiiben, liegt es nahe, sich vorzustellen , daB der kleinere 
Wert der Gleichgewichtsspannung in G der Form der Oberflache 
zuzuschreiben ist. So kommen wir zu dem SchluB: 

Die Oleichgewichtsspcmnuno oder dgs Mamrmtm der Svarmima 
ist bei ein&r k mkaven Oh&rfidche klemer als ^bei einer ebem n 
Oberflache. ^ ^ • 




weiiTi man eine iiohre betrachtet, die nicht von der 
KUiHsigkeit benetzt wird, so lindet man in derselben Weise, 
dais die (MoiGhgewiGhts.^pannung hei drier konvexen Oherfldahe groper 
id aLs bei einer ehenen. 

Es ist leiclit, den Wert von p’-p zu berechnen. 1st der 
Radius dor KcUire r cm/ so ist die Steigrbbre des Wassers 

ungefillir cm. Werden nunjr; und p' in Zentimetern Queck- 

silber auagedriickt, und sind S und s die spezifischen Grewichte 
von Quecksilber und Wasserdampf, so hat man 


Setzt man die Diclite des Wasserdampfes in bezug auf 

'V -4#' 

0,00129x0,02 p 


Luft gleich 0,62, so findet man : 7 '. v 


70 (1 + « 0 ’ 

also, da ^ 1 B,6 ist, 

nxio-« n 
'' ^PV- i+at \)- 

Ft\r lOU" ist }) *= 76, also: 

/ = 76 - 


:> r,; i ‘ 


Die Formel gilt nun fWr jede kugeliBrmige OberMche, 
wenn man fUr r den Radius derselben nimmt, der im Fall 
von Fig. 232 gleich dem Radius der Rbhre ist. Die ent- 
apreohende Formel fllr eine konvexe Oberflache erhalt man 
dadurch, dali man dem letzten Glied das entgegengesetzte Vor- 
zeiohen gibt. 

§ 290. tlbers&ttigte D&mpfe. Als wir in § 285 eine 
Definition der Spannkraft des gesattigten Dampfes oder des 
Maximurns der Spannkraft (§ 272) gaben, nahmen wir still- 
schweigend an, dab die Oberttache der FlUssigkeit eben oder 
wenig gekrUmmt sei. In dieaem Fall betragt bei 100® 0. das 
Maximum der Spannkraft des Wasserdampfes 76 cm Queck- 
silber. Wir wollen uns jetzt voretellen, dafi man Wasserdampf 
von 100® noch etwas weiter als bis zu dieser Spannung zu- 
sammengedrUckt habe, da6 z. B. der Druok 76,1 cm betrage, 


und wir wollen annehineiij daji durch irgendeii^e Drsache in 
diesem Dampf ein Wasserku^elche n von 0,00001 cm Radius 
entstanden sei. Nach dem Gesagten wurde die Gleichgewiclits- 
: •* spannung an der Obeiflache dieses Kiigelchens 76,6 cm be- 
^ tragen, nnd da dies mebr ist als die Spannung, die der Dampf 
wirklich. bat, so wird das Kiigelchen verdampfen. Nocb kleinere 
Kiigelchen warden dies ebenfalls tun. Es ist aber klar, da6 
' ^ solcbe kleine Tropfcben, wenn sie sofort wieder verdampfen 

" * warden , gar nicht entstehen. Daher wird die Bildung von 

" Bildimg eines Mh^^^T^chT'si^ftndenj U'e nn 

^ . i mich der Druek des Wasse rdampfes uher dem gewohnliohen 

Allerdings wird der Dampf unter diesen Umstanden 
kondensiert, wenn er mit einer ebenen oder wenig gebogenen 
Wasserflache, also z. B. mit einer feuchten Glasplatte in Be- 
rtihrung ist. Anch anf einer trockenen Platte kann er sich 
verdichten, wobei die von dem Glas ansgehenden Anz iehung s- 
krafte wirksam sind. Aucb kleine im Dampf schwebende' 
Staubcben und andere Teilcben, iiber die wir spater sprecben 
nrW/j' werden, konnen die Kerne einer Kondensation werden. Man 
hat nacbgewiesen, daB sich der Dampf nicht zu einem Nebel 
verdicbtet, wenn die Luft frei von solchen Kernen ist. Wir 
bemerken hierbei, daB der Staub zurlickgehalten wird, wenn 
man die Luft durch einen Pfropf Watte stromen laBt. 

Ein Dampf, der eine groBere Spannung hat als das ge- 
wohnliche Maximum, wird oft ubersdttigt genannt, so daB 
man dann von ungesMtigtem, gesattigtem und libersattigtem 
Dampf spricht. Man denke aber nicht, daB in dem Wesen 
des tibersMtigten Dampfes etwas Besonderes ist, wodiirch 
er sich von dem gesattigten oder noch mehr verdtinnten 
j unterscheidet. Ein Untersohied zwischen diesen Fallen wird 
erst beobaclitet, wenn der Dampf mit Fliissigkeit in Be- 
. riihrung kommt. 

§ 291. Siedeverzug. Aus dem Emfk(^ der Kriimmang auf 
die Dampfsparmung ka nn rmn da^ ehenso wie 

Trdpfchen in einer Dampfmasse a uch Dampf blasen in einer Fliiss ig- 
enisieke n. ~Wir wollen z. B. annehmein, W 
'welches einem Druck von 76 cm ausgesetzt ist, sei auf IDl® 
erwarmt. Die Gleichgewichtsspannung im Falle einer ebenen 


Ubernache ’wurde clann 78,8 cm sem. Aber im Inneren eines 
Dampfblasclxens^, dessen Radius kleiner als 2x10""° cm ist, 
Aviirde die Gleichgewichtsspaimung kleiner als 76 cm sein. Da 
nun der Dampf durch den auBeren Druck auf die Spannung 
76 cm zusammengedriickt wird, wlirde er sicli an der Wand ^ ’ 
des Blaschens yerdichten. Aucli kleinere Blaschen wiirden, 
wenn sie Yorhanden waren, Yerschwinden und werden daher 
offenbar gar nicbt entsteben. 

Es konnen sicb allerdings Dampfblasen an den Wanden 
des GefaBes bilden, ebenso an einem in das Wasser gelegten 
Metalldraht Oder an Staubteilchen, die im Wasser scbweben; 
auch in Luftblasen, die durch das Entweichen der gelosten ,, /J 
Luft entstehen, kann das Wasser verdampfen. Sind aber solche 
giinstige Umstande nicht vorhanden, so kann man die Fliissig- 
keitj ohne daB sie siedet, tiber den gewohnlichen Siedepunkt 
erhitzen, bis schlieBlich- die Dampfblasen unter heftigem StoBen 
entstehen. 

§ 292. Erstes Erscheinen einer neuen Phase. Einige 
andere Falle haben mit dem soeben besprochenen groBe Ahn- 
lichkeit. Wasser kann z. B. sehr gut einige Grad unter 0° ab- 
gekuhlt werden, ohne daB es gefriert; es befindet sicii dann, 
wie man zu sagen pflegt, im Zustand der Unterkuh^Ung {Uber^ 
schnelztmg), Es kann aber bei diesen niedrig^h Tempera- 
turen nicht in Gegenwart von Eis besteheni/ das kleinste 
Stlickchen Eis, welches man hineinwirft, bewirkt, daB ein Teil 
der Flussigkeit gefriert, wobei durch die frei^erdende Warme 
die Temperatur genau auf 0° steigt, die einzige Temperatur, 
bei welcher (unter dem gewohnlichen Atmospharendruck) Eis 
und Wasser nebeneinander existieren kBnnen. 

Aus diesem und ebenso aus den vorhergehenden Beispielen 
ergibt sich, %oi& das ersie Erseh&inen einer neuen Phase gan% andere 
Umstmde erfordmi als die Zunahm& einer hereiis vorhanden en 
Menge derselh en. In Wasser you —5^ nimmt ein Stiickchen 
Eis sicher zu, aber deshalb entsteht noch kein Eiskristallchen 
im Wasiser. Welche Bedingungen fur das letztere no tig sind, 
ist uns^mcht ganz be^ hat allerdings gef unden, daB 

man das Wasser am besten unter 0° abkiihlen kann, ohne daB 
es gefriert, wenn man es vor plotzlichen Bewegungen be- 
wahrt. Bei einer Bewegung kann n^mlich die Pliissigkeit leicht 
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tl»-r (iot'iilUviutd 1 'i‘liiltU‘t liat, iu Uorilhriui}' ktuiimtni. 

Mil iivm irfi.v.v*'/" null)' ()“ k'linn diiiii eint' niH/etiiiitiilt' iilinr- 
xolUijli' Umiii'i flnt'x li'Hh'ii Stiiffrii vmjleivhfth <1. li. fine l.Osiuig, 
wt'lc'hf Hturivfr wt uin (lifjfiiif^f . wolclu! mil dfui f'ui^tfn StoU 
iiii (tlficlimnvifht m*in kanii. Zwisflum dioHcn Inddfii Lttsnnguu 
nnd finer noch niidir verdUrmtou, niiifr nni/i'sHllitiirn , liosltdil, 
wiiH did Ijf’wung an Kich bcdrirt't, kniu waKentlicluT Unterschied; 
Hid vurhaltfii akdi uur vnrHchioden, wenin nin mil deni fcHttm 
Kbrpor in linrilhruug kninnifn. Din klfinntn Mnngts dimNfUnni 
liat oinn AliMclifidanK doH ifnlfn Kiirjifi's niw ttini'r lUierniUtigUm 
Li’wung zur Kcdgn. 

^ Imbibition and Osmose. Wir wollen nun zum 

SfhluB finign KignuHtdinflnn von Ltistingtm mid nanifnllifh 
von vnrdUnntfu LdHungnn lif.^iirfoluni. Utn ilin in vielnr Min- 
Hiidit. wichtigfn Rfsiiltutn, din man liinrUlu'r nrliallnn hat, zu 
vnrstfhnn . i«t ns niitig, mil ninor nifrkvvilrdignn KignnsnliaCl. 
gf.wissnr rnMtnr Ktiriinr linkannt zu Htdn. Vinln ilnrutdlinn sind 
jioriiH, d. li. mit feiann KaniUnlinn vnrKnlifti, in dniinn ain cdnn 
KlUaHigkfit aulkaugnti kfUtnnn. Dinan Kraclioinung iat ninn Fnlgn 
d<*r Anshrnitung dnr KltlsHigknii lllmr ilii* Wiltidn dor I’ornn 
mid mil dnin Anfatnignn in KajiillaiTi’dirnii vi-rglfiiddiar. .Vhnr 
anch Kiiriinr win Lniiti, din gar kninn I’ornn znignti. kiinnnn 
Wasanr aurnntimnu, wohni ain oil itun'klinh anHcliwellnn: din 
WuMsonnolokUlo fitidnn hier Plat*/ z.wiMf.lion dnmm tins fnaton 
Krirpora and bildnn init dinacn ninnn nminn homogennn Kiirpnr. 
Hoi diefior ImMldlum tonium aucli fimta Htoflo, din im Waasor 
gnl5st sind, aufgenommon werdnn. 

Wnnn nun eiue feato Wand, din das Imbibitiousvermilgeu 
iinaitzt, zwei KlUsHigkeiton vonninander tronnt, ho kamicn aich 
dieso durclt dio Wand hindurcb miteinander vorm{}iigem(D»mt«re/. 
Dalud werden oft dio vorschiodennn Bnatandtoile iu sehr un- 
ghdcdioin MaUo durcbgelasBon. Kin Htttck Pergamontpapior 
•i. U., woklioa an dor eiuen Soite mit reinem Wasser und an dor 
audoron mit finer Lfisung in Berllhrnng iat, lilBt einigo gelBute 
Ktodb (KmialhUle), z. B. Salzo, (lurch, versporrt dagogen anderen 
> KiiUoidmi), •/.. li. KiweiB, don Durchgang mehr odor wcuigor. 
Man kaim hiorvon GebraiKjh machen, um dio eratoren Sub- 
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als Dialyse bezeichnet. 

Audi zwischen den Geschwindigkeiten, mit denen ein ge- 
loster Stoff und das Losungsmittel selbst durch eine Wand 
geben, besteht oft ein groBer Unterschied. 

§ 294. Osmotiscber Druck. Wenn dieser Unt erschied so 
weit geht, dafi der geloste Stoff llber hau pt nic ht durd^lassen 
w ird) wollen wir von einer halbclurcMasswen Wand sprecheu. 
Man hat diese u. a. dadurch hergestellt, daB man eine porose 
Tonzelle^ die durch Entfernnng der Luft aus den Poren gut 
mit Wasser getrankt war, in eine Losung von gelbem Blut- 
laugensalz stellte, wahrend sie mit einer Losung von Kupfer- 
sulfat geflUlt war. Jedes Kanalchen wird dann durch eine 
kleine Zwischenwand von Ferrocyankupfer abgeschlossen, und 
diese Wand besitzt die genannte Eigenschaft. 

In die Off nun g der so zubereiteten Tonzelle wird nun 
eine vertikale und am obereii Ende offene Glasrbhre wasser- 
dicht befestigt, so daB ein hohes GefaB entsteht, von dem die 
Tonzelle den unteren Teil bildet. Umgibt man dann die Ton- 
zelle mit reinem Wasser und flillt man sie mit irgendeiner 
Losung, z. B. einer Rohrziickerlbsiing, so zeigt sich, daB Wasser 
in die Tonzelle eindringt, wahrend der Zucker nicht austreten 
kann. Die Pllissigkeit steigt namlich in der Eohre, aber da- 
durch entsteht eine Druckerhohung in dem GefaB, die nach 
einiger Zeit mit den Kraften, welcbe das Wasser nach innen 
treiben, im Gleichgewicht ist. 

Die PruGhdifferenz j die sehlieplich zynsohen de n Flussigkeiten 
auf beiden Seiten der halhdurchldssigeii Wand heste hi^ m an 

den ^yOsmoUscJmn Druck^ ^ der L osung. 

Wieviel Wasser nun durch die Wand hindiirchgedrungen 
ist, htogt von den Umstanden ab. Hatte man die Tonzelle, 
nachdem man sie mit der Zuckerlosung gefiillt hatte, oben ge- 
schlossen, so wlxrde bereits der Durchgang von sehr wenig 
Wasser den Druck hinreichend erhoht haben, um ein weiteres 
Eindringen zu verhindern. 

DaB auch an beiden Seiten von halbdurchlassigen Wanden 
anderer Art unter denselben Umstanden ein Druckunterschied 
entsteht, ist zu erwarten und auch tatsachlich beobachtet 
worden. Aus dem am Anfang von § 235 Qesagien kann man 

30 * 


fir 


sniii/iriii h’iijeHHihfifti'n litT hnllnhirrhliisKiijtii ITf/wi/ is/, die Man 
hriiulxl. 

lifiikt iimii sirh iii'uulifh (Kif(. ‘JBIi) oinu Hiiliro It, dcrou 
Wuiid KHii/. luuiurchUlssif; iat untl dits ilurch ImUiilundililHsiKo 
I’lnlli'ii /’ luid f,/ mw nrHehiedemr Art abfjBHiddimw'U iat, mit 
I'itiiir IitlmuiK gafttllt uiid iti horkontaloi’ Lago iti raini'H WuHsor 
I'iugt'taucht, 8t) Hieht man loiidit «in, daB, wtnm tier immotiatdie 

n ^ Druck fUr din I’lattn /’ niclit nlnmm)- 

/. j lif, groB wia fUr din I’latto Q wilro, 

U i j ktdu iTloicligowichl niitHti'hnii kdmiti*. 

Fig, aaa. WUrdn 7 ,, B. Inn /’ niun grdBnm Uritck- 

din’cvrotiK t’Ur dan (ihdrhgcwirht arfor- 
dort ala b«i y, «o wardo din KlllHNigktdt fortwiilintiid diindi /* 
juudi iiiunii und dui’c.li uacli auBtm Htromen und auBcHudb 
dtn* Uehra winder natdi /' zurUckktdiron. Uti jndnch imiuer 
ninign Keibung viirhandnii iat, iat dina unmtiglich. 

§ 2nr). Geseta von van't Hoff. Btd aohr vordUimbiU 
LbHUugan wird dieiJrbBo d«H tmnuitiscbeu Druckna dumb nirit« 
Eegtd bostimmt, die mati van't Mnff ssu vordanknii bat ifm 
diesn xu vwHtnbetn , nniB man aiob an das A vogad reiHcho 
(•»o«ote (§ 22B) nriiuu’ru, nach wtdcduim bui {‘innr li««timmten 
'I’nmimratur durc.b ednn gegcdmiic Anzald veni ibiwindtikaltm, 
dio ill oinom iHtBtimmttm Kaum nntludUm Kind, inuiier dnratdbe 


Druck ausgelibt wird, 
itun hat. Iter omntdim 


ciiu'rU'i udt wclcliom (Jaa man «•« zu 
c iMtok eintr Ijimm ht nun itkieh d mn 


limnk, dm (tin Gan Im ihrimUmn IhrnpereUur amuben mirds, tmnit 
m in der Volunteinheit mmel Mukkuk entkielte, ah Mnlakiile dm 

Man hat z. B. gefundun, daB der oamatische Druck cunor 
ciniirnzcntigen EohrzuckerlSsung bei 15“ 0. glcich O.fJH Atm. 
iat. In oinern Liter dieaer IdJsung 8ind 10 g Eohrsiucker 
unthalton, und da das Molekulargewicht des Rohrzuckora 342 
iat, 80 wtlrdcs eino Menge WasKorstoff, die abongoviel Molektlle 
futhiilt, 10/ni g betragen. In eiaen Raum von 1 Liter 
gtdiracht, wllrdo diese letetere Gasmasse bei 15 “ 0 . einon Druck 
von (J,(!9 Atm. auattben. 

Wir mliSHen hierbei bemerken, daB viele Abwciclmngen 
vom GcHetz von van’t Hoff beobaohtet wordon sind; wir wollen 


jououu in aen zunacnst loigenden Faragraphen daTon ab- 
sehen. 

§ 296. Molekularbewegung eines gelosten Stoffes. Wie 
ist die merkwiirdige GHeichheit zu erklaren, welcbe durch das 
Gosotz von van’t Hoff ausgedrllckt wird? Wir wissen, daB der 
Druck eines Gases durch die StoBe der Molekiile hervor- 
gebracht wird und daB das Avogadrosche Gesetz seinen 
Grand darin hat, daB die Molekiile verschiedener Gase hei 
derselben Temperatur dieselbe mittlere kinetische Energie haben. 
Es wiirde nun alles begreiflich sein, wenn angenommen werden ' 
dtlrfte: 1. daB der osmotiscbe Druck durch die StoBe der 
Toilchen des gelosten Stoffes gegen die halbdurchliissige Wand 
erzGugt wird, 2. daB die Wirkung dieser StoBe in derselben 
Weiso wio der Druck eines Gases durch die kinetische Energie 
dor Molelcllle bestimmt wird, und 3. daB die mittlere kinetische 
Energie eines Molektils des gelosten Stoffes ebensogroB ist wie 
die eines Qasmolekills bei derselben Temperatur. 

Eh gibt violes, was far die letztere Annahme spricht. 
Tlioorotisclie Betrachtungen, auf die wir hier nicht eingehen 
kSimon, luibcn zu dcm Kesultat gofahrt, daB die mittlere 
kinotischo Energie eines Molekttls in dem einen Aggregat- 
zustand ebensogroB ist wie in dem anderen, .wenn sie nur bei 
derselben Temperatur verglichen werden, Obgleich bei diesen 
Betrachtungen noch Schwierigkeiten bestehen bleiben, bilden 
sie dooh eine kraftige Statze far die dritte Hypothese, wenn 
es natig ist, diese zur Erklarung der GrBBe des osmotischen 
Druckes heranzuziehen. 

DaB ferner dieser Druck durch die StoBe der Teilchen 
des gelOsten Stoffes verursacht wird, kann allerdings schwer- 
lich im allgemeinen angenommen werden, wtirde aber doch 
far eine Wand von hesonderer Struktur richtig sein. Man 
kann sich namlich eine huBerst dUnne, festo Scheibe denken 
rait so viel Offnungen oder, besser gesagt, mit so wenig festem 
Stoff dazwischen, daB sie jedes Wassermolekal durchlaBt, aber 
den Teilchen des gelSsten Stoffes (sei es, daB diese zu groB 
Bind oder daB die Wand sie abstbBt) den Durchgang ver- 
sperrt. Gegen eine solche Wand wttrde das Wasser ffber- 
haupt nicht drllcken. Die Teilchen der gelOsten Substanzen 
dagegen warden dagegen stoBen, und man kann beweisen, daB 


Energie der Molektile abhangt. 

In wirklich. vorkommecden Fallen ist yielleiclit der 
Mechanismns ganz anders. Es ist moglich, daB die gegen- 
seitige Anziehung zwischen den Molekiilen des Wassers und 
des gelosten Stoffes die Hanptrolle spielt. Diese kann eines- 
teils die Teilcben des gelosten Stoffes ans der Grenzschicht 
nach dem Inneren ziehen und sie also verbindern an die feste 
Wand zu kommen; andererseits kann die Anziehung zur Folge 
haben, daB das Wasser, angezogen durch den gelosten Stoh, 
so lange nach der Seite getrieben wird, wo sich dieser befindet, 
bis eioe Druckdifferenz von hestimmter GroBe entstanden ist. 
Unter gewissen vereinfachenden Annahmen kann man aucli jetzt 
alles berechnen; man findet dann wieder, daB der osmotische 
Druck schlieBlich durch die molekulare Geschwindigkeit des 
gelosten Stoffes bestimmt wird, in Ubereinstimmung mit dem 
Satze (§ 294) daB die GroBe des osmotischen Druckes bei jeder 
halbdurchlassigen Wand derselbe ist. 

Alles zusammengenommen konnen wir wohl in dem Ge- 
setz von van’t Hoff eine Bestatigung der Annahme sehen, da/j 
di e mitilere kimtiscke Enercfie eines Teilohens eines 
e hensoQro!^ ist wie die dues Gasmolekuh hei derselben /rmyemti tf 

Auf diese Weise wird es moglich, fllr jeden gelosten Stoff 
die mittlere Geschwindigkeit der Moleklile zu berechnen und 
Erscheinungen zu studieren, welche damit zusammenhangen. 
Als Beispiel derselben nennen wir bier die Diffusion. Ist eine 
Losung an der einen Stelle mehr konzentriert als an der 
anderen, so wird die molekulare Bewegung diese Verschieden- 
heit zum Verschwinden bringen; dies wlirde sogar sehr schnell 
geschehen, wenn nicht die Molekiile des gelosten Stoffes immer 
wieder durch ein Wassermolekiil aufgehalten wtirden. Die 
Diffusionsgeschwindigkeit hangt von den molekularen Ge- 
schwindigkeiten und der Lange des Weges ab, den ein Molekiil 
durchlaufen kann, bevor es mit einem Wasserteilchen zusammen- 
stbBt (vgl. § 224); aus den Beobachtungen kann man eine 
Schatzung dieser Lange ableiten, die mit dem, was wir iiber 
die GroBe und den Abstand der Molekiile wissen (§ 282) in 
befriedigendem Einklang steht. 


schiedenen Stoffen, die bei gleicher Temperatur denselben 
osmotischen Druck baben, werden isotonisch genannt; nach dem 
G esetz yon vanH Hoff enthalten sie, wenn si e hinreicben d y er - 
dlmnt sind, in gleicben Volumen gleicbyiel Molektile der ge- 
losten Stoffe. 

Urn diesen ScbluB auf seine Ricbtigkeit zn priifen, ist es 
nicbt notig, wirklicb osmotiscbe Drucke zumessen; man kann 
sicb eines einfacberen Hilfsmittels bedienen. 

Wenn eine Lbsung eines Stoffes A mit reinem Wasser, 
von dem es durcb eine balbdurcblassige Wand getrennt ist, 
im Gleicbgewicbt ist, so entstebt auf der Seite von A ein 
boberer Druck als im Wasser. Losen wir nun in dem letzteren 
eine sebr kleine Menge eines zweiten Stoffes B auf, so kann 
natiirlicb nicbt sofort die ganze Druckdifferenz verscbwinden; 
sie mu6 also nocb besteben, vp-enn einer Losung von A eine 
viel mebr verdiinnte von B gegenilberatebt. Eine Druckdifferenz 
in umgekebrter Richtung wird besteben, 'wenn die Losung von 
B die von A an Starke sebr tibertrifft. So wird es begreiflicb, 
da/J Losungen von A imd B von sohlier Starke gefunden werden 
konnen, dap sie^ getrennt durch eine halbdnrchldssige Mevihranj 
miieinander im Oleieligewicht scin konnen, ohne daP eine Druck- 
differenx besteht Derartige Losungen sind isotonisoh. 

Um dies einzuseben, denken wir uns 
ein GefaB (Fig. 234), welches durch die 
balbdurchlassigen Scheidewande P, Q und 
E in drei Abteilungen geteilt ist. In C 
befindet sicb Wasser, in A eine Lbsung der 
Substanz A und in B eine Lbsung von B. 

ScblieBlich ist alles im Gleicbgewicbt 
(§ 235). Nennen wir nun die Drucke in 
den drei Abteilungen nnd^^?^, so sind 
die Differenzen Pa.^'Lc ft “Pc osmotischen Drucke. 

Diese sind gleicbgroB, wenn ist, womit der Satz be- 

wiesen ist. 

De Vries hat sicb nacb diesem Prinzip isotoniscbe 
Losungen verscbafft, indem er von dem Umstand Gebraucb 
macbte, daB die Protoplasmaschicbt, die sicb in Pflanzenzellen 
innerbalb der Cellulose wand findet, halbdurcblassig ist. Wird 



Pr()t.()(ilaHmas(^liicht zii’lit nich zti^^utiiiufu uml trunitt sich v«m 
(lor (k'lluloKowatul. l«t daKfgi-ii dii' imtStTn I.cismig hidir var- 
dliiint, HO lindot das umgoktdirto atatt; liaa PnttoidaHiim winl 
RogiTi dio Zollwaiid gadrUckt. Dndundt, dali man nun mit 
laiHuiigau vou immar guringarur StErkn opariarti' niid dia- 
j(>nigo nufamditt', bai wakhor aich xuarat tlaa uklit 

nudir von dor Wand trennto, fund man ain« lAsung von .1. 
die iHOtoaiHch mit dom Jiollinlmlt iat. WuriU* Hodann in dor- 
Holbcn Wt'iao oine Lbsung einoa zwoiton HtoHVn H guHiudit, 
wolcbo dioso Kigonacdmft bat, ko muBto dioNo mit dor smditm 
genannttm Lbaung von A iMotonisah Hoiii. Kh zoigto Kioh nun 
tatHilcldic.b, tlaii derartigo Iii5«ungou vou A uiul li in dor Volum- 
cinlioit gleicbvitd MolokUlo dcH gtddstou Slolks onthaltrn. 

1 § 29B. Datnpfspaaaanf verdunnter Ldsung ea. 1 >hh rrinziii, 

dab ein sioh aellmt UberluHaeneH Syatom tntu'n UUntdjgowiohtH- 
. zuatand anniimnt, ermbgliobt oa, vorstdiiodimo Kigomti'liafton 
verdllnnter Lbauagon mit dom oamotisehen I truck in Xn- 
sammenhang zu bringon. Xunkohat gelingt dies fllr dio I)iimpf« 
apannung. 

Ka aei nttmlicb B (B'ig. 2d5) tsino (nioht kapillara; vortikalo 
GlaarShro, dio am uuteren Kndt! tlurch cum? htdbdurtdtliasigo Platta 

IV goHcblosaon iat uud in uinom ikniB d 
steht, wolchea bia ssur Hflho E mit Wasser 
gefUllt ist In dor Ebhrw bofinde aiclt 
oino Lbaung, und tiaa tianzo aei mit einor 
Glaaglocke, dio sonat aur Waaa«rdam[)f 
enthait, bedeekt, Wir wolkn nftmlich 
anntdimen, (ktfi der geBm Bluff nkht 
mit mrdampft. Soil nun Gleicbgewidit 
beatoben, ao muB di® Oberfiftohe dor 
J’lttaaigkeit 0 in dar R8hr® hfihor Ikgen 
sda dio Obertlaobo B in dem GeM, und 
die Spannung dea Dampfe# muB wagon 
derWirkung der Sobwarkraft in E gr8Bar 
aein ala in C', wo ate donaelltott Wart 
bat wie auf der gleicben H8be IJ auBarhfdb der R8bre. 
B’erner muB sowohl in E als in C der Dampf im Gleich- 
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Fig. 285. 


bereits in § 272 aus einer anderen Betraclitung abgeleitet 
babe n, die Qlei c hge wiGhtsspannun g (das Maximum der Spannkraft) 
fi ir die Losung k leine r ist als filr das Wasser. 

Wieviel der Unterschied betragt, lehrt eine einfacbe Be- 
rechnuDg. Es sei namlich h die Hobe D h' die Tiefe der 
Platte W unter s das spezifiscbe Gewicbt des Wassers, s' 
das mittlere spezifiscbe Gewicbt der iiber W stehenden Plllssig- 
keitssaule, und endlich a das mittlere spezifiscbe Gewicbt der 
Dampfs^ule D E, Dann ist die Druckdifferenz zwiscben den 
beiden SeitenflSiCben von TF, d. b. der osmotiscbe Druck 

P:=.{h + h')s' 

und der Unterscbied zwiscben den Dampfspannungen in E und G 

7t ^ ha . 

Man kann nun h' so klein macben als man will. Gebt 
man zur Grenze liber, wobei A' = 0 ist, so wird 

P= 

also 

( 12 ) 

Hat man es mit sehr verdumim Lbsungen zu tun, so kann 
man die Diobte s' der Lbsung durch die des reinen Wassers 
ersetzen und unter a die Dichte versteben, die der Wasser dampf 
in E hat, also die Dichte des gesattigten Dampfes von reinem 
Wasser. AuBerdem kann man im letzten Glied a gegen iiber 
der viel grbBeren Dichte s' weglassen. Man findet also 

( 13 ) 

Da nun fiir jede Lbsung der osmotiscbe Druck P mit 
Hilfe des Gesetzes von van^t Hoff berechnet werden kann, 
so kann man auch die Damyfspannimqsvmnmd&rima n theo re-* 
tisch bestimmen. Die in dieser Weise gefundenen Eesultate 
sincl in vielen Fallen in befriedigender Ubereinstimmung mit 
den Beobachtungen. 

Die Formel (13) kann noch in einer anderen einfacben 
Gestalt geschrieben werden. Ist namlich v die Anzahl der 
Molekiile in der Volumeinheit gesMgten Dampfes, N die An- 
zahl dieser Molekiile, welche zusammen eine Volumeinheit 




waiiroud* wtnni tiutn vun tUni Ahwintdiungeni <laH Wasst'rtiampft'H 
Ycun fiovh^Hdu‘n (JeHid/ almioht vnui dm van vun't Hnff 

nnwcHulntj din Dampf^patirumg p clnr l^raportitni 

Pi p U I I* 

gnriUgt* 

Dm (Heiclmng (18) geht jaM iUmr in 

^ ^ y P^ (I i) 

Wiepifl die I)anipfspannuHii r/i> AiHvwnheM dr s 

Umten Siaffea almimmi^ htiittji (tlmt nur vt*n thr Anxahi dpt 
kuh (dh /Nf Limun^ e n knbeti mir k pirk hp 

Ka vcinlunjit biuiun'kt m wnfiltBU, daB diift giduinltai*^ liiwilrwt ancdi 
gilt, wmni hid tinr Vortliiditung van VVR«iit^rtiatn|if Midnkiih* pirh m 
grhBornn (Jrappmi varaitiigarii nnd ftilglieh in ilnr FlUwiiiigkHit gruBtirn 
Mtilnkiiln vinkaniinan tUi im Darttpf* Uiitnr tlt^r Zitlil A' win! iillmik’h 
ill tiff Ablidtung nkht dia Anmhl dar Fhl»iigkattiirriidakida vawtHiidini, 
nundann dia Anmld dar l)am|ifwcdakilla, dia, ahiarlai vvla idti mltaiiiiuidin* 
varlnmdaa Mint!, tdua Valumaiidiait Wawar liafarn. 

§2i)9. Oafrlarptiakt verdttnater Ldauuf 0 », 
dn^ eitw [Jhunp f.imn nmdriffm'fin (kfrierpunld hni uh dm reim^ 
IdmtmjHmiUdi und auah lUr dinaa KrHchidmuig hum imm liun 
dar Tiu'oria don OHmotiHchan Druckan ain (laantr. abhdtcnj^ wiuui 
man aruununti daB, wan oft tier B'all int, dor foita HtolT, wedtdu^r 
auH dar Likuug antsUdit, vollkommeti frai von dam giillktau! 
Htoir i«t. 

Anganommon, din Llkung anthalta pro Knbikmnitimatar 
Novitd (iramm don galditan Btoffaa, ala dutch dim ^dkdiii ihm 
Mcdckiilargawichtaa auagadrilckt wird> odar, wia man sagau 
i pfiagt, r dram III- MolekiUe. B'tlr dissen B"all hat man flir dia 

• BJriiiodrigtmg dtm UafriorpimktaB gefundan 

i (15) 

In lUesor Formal beileutet T den CJoMerpnnkt dcH roiiitni 
; liJiautigsmittols (abnolute Tomperatur), v das Volum von 1 g 

i des I/ftsimgamittels in Kubikzentimetern, und r die Hehraelz- 

wanne fttr 1 g in Kalorien ausgedrtlekt 
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einer verdunnten Losung zu tun, die auf 100 g Wasser, also 
in 100 cbcm, g Gramm -Molekiile des gelosten Stoffes enthalt, 
so ist G — 0,01 c , und also nach (1 5) 

i9^ = 18,5c\ 

Den Koeffizienten 18,5 nennt man die molehulare Gefrierpimkts- 
erniedrigung, 

Es verdient besonders hervorgeboben zu werden, da6 nach 
der mitgeteilten Formel die Oefrierpunktserniedrigung nur von 
der Anzakl der Molekule des gelosten Staff es ahJuingtj und dafi also 
i sotonische Ldsungen denselhen Oefrierp unM haben. Wie man durch 
Messung der Gefrierpunktserniedrigung mit Hilfe von (15) c 
ermitteln und also, wenn man die Konzentration kennt, das 
MolekulargewiGht des gelosten Stoffes bestimmen kann, bedarf keiner 
weiter^n Erlauterung. 

Auch fiir andere Losungsmittel als Wasser gilt die 
Formel (15). Durch einen gelosten Stoff wird der Schmelz- 
punkt immer erniedrigt, einerlei ob sich das Losungsmittel 
beim Erstarren zusammenzieht oder ausdehnt 



Es sei (Fig. 236) R eine ringfcirmige Robre von uberall gieichem 
Querschnitt, die mit ibrer Ebene vertikal stebt und in der sicb bei A 
eine halbdurcblassige Scbeidewand und 
von B bis G ein Stiick Eis befindet. Der 
Raum zwiseheu A und B sei mit einer 
Losung, der zwiscben A und C mit.reinem 
Wasser gefiillt. Wir nebmen an, daB die 
Scbeidewand an der Rdbrenwaud befestigt 
ist, daB sicb dagegen das Stiick Eis be- 
wegen kann. Dies wird durcb die An- 
wesenbeit der Fiiissigkeit in dem iibrigen 
Teil der Robre nicbt verbindert, da die 
Wand A das Wasser durchlassen kann. 

Wir halten nun dieses System auf der 
konstanten Temperatur T (naturlich in der Nabe des gewobnlicben 
Gefrierpunktes) und beweisen zunacbst, daB bei einer bestimmten Lage 
des Stuck es Eis mecbaniscbes Gleicbgewicbt moglicb ist. 

Zu diesem Zwecke bezeicbnen wir mit s das spezifiscbe Gewicbt 
des Wassers, mit s' das mittlere spezifiscbe Gewicbt der Losung zwiscben 
A und By mit or das spezifiscbe Gewicbt des Eises und endlicb mit 7^a, 
hu und ha die vertikalen Hohen der Mittelpunkte der sebr kleinen Ebene 
A, B und C fiber dem tiefsten Punkt der Robre. Ist nun nocb p der 
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p P {k^ •’■'■■ i*- 

l>«r Drurk In V ilbifririllt liini in B alin urn ilini 

k^ s + (/#,. kj s' /^ 

mill wir mlkwni u«t4ir»uehiin, wiinn iJriu^kclillVrtnii lait iii*m Clr^wudit 
dm Im ('H«%lt*hg«wbht lit. 

Am cnnfatTbitan hi mt lmiU?nkisn, lUH dan Htilok Eia in 
r 4 *gt^ im (fli4cdigi‘wmht i«4n wdrdt?, wimn din Hnhnidnwarid A nicht da 
wiirn uml <lnr gan;«n liiuim untnr dnm Km mit ainer Kltiwlgk«dt gidiillt 
wllr«% din idmnwi itdtwnr Ut win Ki«, dnmi ttnwiidit abn ir 

l«t. Dfvrm wiirdn din DnmkdiflTnrcnm ^*wimdirn r«nd B liinn 

{ih,^ hA if ♦ 

Phi (Haicihgawltditelmdingung l«t dahtir 

4* 4/1 tr . ♦ . . * CUIJ 

Dan ^widta Olind ktnn man ialir klaln machiin, wtnm man A dinht 
bai B anbrlngt Dana kmu man in dlaaam Glled / durah # nn diiO 

........ (IP f\ 

wird. Da min i -nr iHmitiv iat| is^l wirkUch tin Clbkbgawinht mliglinh, 
wcditd tier Pnnkt /f, w!a m dia FIgur angibt, bdhar al« (* liagt, 

Wlr wollan nun annalmmn, dad dar hi B baitidimuk Drunk p 
garadn ikr lit, walnhar \m\ dar gawHhltftn 'rnmimmtur T fiir dm mnk* 
kuiarti Okkhgawinht liwiinlieu dar Ldiung mui dum Ei« ndtig ht Wird 
, dann dur Drunk in (\ dtr dtin Wert 

(IH) 

hat, auch binreiehend atdn, «m hlar beC derselban Temimrutur CIbleiH 
gewleht herauatellen , mit anderen Worten, wird die Timptratur T der 
Giifriarpunkt det Waiiars nnttr dem Druek (IB) aeln? 

Wttra f hdher adi di«er (Itftderpunkt, m wOrdt in 0 etwaa Eli 
aidimeksn; da dlea yon einer Volumysrmindemog begkltet kt, wfirde 
der Druek kleiner werdan und dleaa Draekyermlnderunf wilrda iieh 
llberall in dem I'eil 0 A B der Edbre bemerklleh maehen, Dawn wttrde 
alio in B der Behmekpunkt haher wirden, ali die wifkUeh beatehende 
Ikmperatur; hitir wftrda ako etwas Waiter gefrieren. Aber aueh dti 
tHekhgewieht dea Btliekea Eii wflrde gaitSrt warden. Dar Punkt 0 
wilrda nilmUch hdlmr komman und dor Punkt B defer; die Diflfeim^ 
wilrda ako klainar wenlan. Dakar wiirde 

und dm arete (Hied dor Glelehnng (16) kltdner nk daa ^walta warden. 
Die DruakdifFererm gwl«ohen 0 und B wQrda kkinar warden ak ftir dm 
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„ - , -6 wurae also nach rechts gehen. 

Es ist miu mcht schwer emzusehen, daB, wenn nicht gleichzeitig in jeder 
Hinsieht Gleichgewicht bestehen kann, die angedeuteten Veranderungen 
niemals aufboren wurden. Portwahrend wiirde sich das Eis nach rechts 
wrschieben, wahrend es in G abschmelzen und in B neues Eis aus 
Wassei entstehen wurde, welches dutch A bin zastrSmte. Diese anhaltende 
Bewegung ist nun (§ 296) unmbglich, und da das entgegengesetzte eben- 
Mls unmoghch ist, so schlieBen wir, daS unter dem Druek (18) auch in 
G Grleicbgewiclit besteht. 

Fiir diesen Druck konnen wir nach (17) schreiben 


und wir konnen also schlieBen: 

^ Befrierpunkt einer Losung unter dem Druck p ist, so 
ist diese Temperatur anch der Gefrierpunkt von reinem Wasser unter 
dem groBeren Druck p + Ptr/(s-o-). Der Gefrierpunkt des Wassers unter 
dem Druck p wiirde hSher sein, etwa T + und zwar ist nach der 
Pormel (6) von § 276 

JSt s — or 

Um soviel ist bei demselben Druck der Gefrierpunkt einer Losung 
niedriger als der des Wassers. Ist die Losung sehr verdunnt, so ist ^ 
viel klemer als T und kann man im zweiten Glied unter T den Gefrier- 
punkt von reinem Wasser verstehen (der eigentlich T + S' ist). Ferner ist 

5 ; cr = ^ ^ ^ 

man kann also fur die Gleichung schreiben. ^ ^ - ^ 

S = p ^ 

, • Br 

Wird nun die StSrke der Losung in der am Anfang dieses Para- 
graphen angegebenen Weise durch die Zahl c bestimmt, so ist P gleich 
dem Druck, ausgehbt durch 2 c Gramm Wasserstoff in 1’ chcm, also 
= .8,29 X lO^c^TDyn pro qcm, wodurch man zur Formel (15) kommt. 

§ 300. Abweickungen vom Gesetz von van't Hoff. Ebenso 
wie wir im Yorhergehenden erst die Dampfspannungaver- 
minderimg tmd dann die Grefrierpunktserniedrigung mit dem 
osmotischen Druck in Zusammenhang gebracht haben, kann 
man auch direkt aus thermodynamischen Betrachtungen eine 
Beziebung zwischen der Dampfspannung und dem Gefrier- 
punkt einer Losung ableiten. Die Beohachtungen hohen nie^- 
mals %v/r Kmninis eines Falles gefuhrt, in welchem sick diese 
Sohlupfolgerungm nicht hestdtigt finden, Man hat allerdings ge- 
fiinden, da6 viele geloste Stoffe eine groBere Dampfspannungs- 
verminderung bewirken ala der Formel (14) (§ 298) entspricht, 
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[§ 300 


aber diese Stoffe geben clann atich. zu einer Gefrierpunkts- 
erniedrigung Veranlassung, die groBer ist als die durcb (15) 
bestimmte, und es bestelit aiich wohl kein Zweifel, da6 sie 
einen osmotiseben Druck verursacben, der groBer ist als er 
nacb dem Gesetz von van’t Hoff sein muB. 

Es sind die Salze und Korper^ die mii ihnen in den ehemischen ^ 
Eigenschaften melvr oder weniger ubereinstimmen ^ hei denen diese 
SEweiehungen vorh ommen^ und %war um so mehr^ je mehr d ie 
Ldmnqen verdunnt sin d. Um dies zu erklaren, bat man an- 
genommen, dap die Molekule dieser Korper unter dem Einflup dcs 
Wassers dissoxiiert ward en, Man bat in der Tat alien Grand zu 
der Annabme, daB das Gesetz von van’t Hoff immer gelten 
muB, wenn man nur unter der Anzabl der Molekule, von der 
in diesem Gesetz die Eede ist, die gesamte Anxahl von Teilc hen 
verstebt, aus denen der geloste Stoff zusammengesetzt ist imd 
die sicb unabbangig voneinander im Wasser bewegen. Wenn 
dies so ist, so muB Spaltung der Molekule eines Salzes eine 
Erbobung des osmotiseben Druckes zur Folge baben; dies ist 
dann wegen des Zusammenbanges zwiseben den versebiedenen 
Ersebeinungen mit einer VergroBerung der Dampfspannungs- 
verminderung und der Gefrierpunktserniedrigung verbunden. 

Bei der Bespreebung der Zerlegung durcb den elektrischen 
Strom werden wir auf diese Dissoziation zuriickkommen. 
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